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1. Introduccion

En este segundo capitulo estudiaremos la estatica de Fluidos, es decir, considerare-
mos fluidos totalmente en reposo. Prestaremos especial atencion al andlisis de las
fuerzas que fluidos en estas condiciones ejercen sobre superficies de cuerpos rigidos
sumergidos. Como estos apuntes estan destinados a los alumnos de Mecénica de
Fluidos del grado de Ingenieria Naval, podemos tomar como modelo qué le ocurre a
un buque cuando se encuentra en un fluido homogéneo y en reposo.

Nos centraremos en fluidos en estado liquido ya que el medio de transporte que
algin dia tendréis que construir se desplaza principalmente por agua. La magnitud
clave que hay que considerar cuando se analizan las fuerzas generadas cuando el
fluido se encuentra en reposo es la presién, con dimensiones de fuerza por unidad
de superficie.

Dividiremos este capitulo en cinco partes relacionadas entre si. En la primera parte
de este capitulo encontraréis algunos conceptos basicos. En segundo lugar, se expli-
card un método para calcular la fuerza hidrostatica total que actiia sobre superficies
planas y superficies curvas. En la tercera parte, usaremos la condicién de equili-
brio estatico para determinar un punto sobre el que el efecto de aplicar la fuerza
hidrostatica total es el mismo que el efecto de la distribuciéon continua de presiones
sobre toda la superficie sumergida. Dicho punto se conoce como centro de presiones,
y aprenderemos a encontrarlo para distintas geometrias. En la cuarta parte se ex-
pondran los instrumentos de medida utilizados para obtener el valor de la presién.
Y para cerrar este bloque de la asignatura, aplicaremos estos conceptos al estudio
de la estabilidad de un buque con geometria variable.
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2. Conceptos Basicos

Como se ha mencionado, la presion es la magnitud mas importante a tener en con-
sideracién a la hora de analizar un fluido en reposo.

Definicién 2.1. Se define la Presion como la fuerza normal o fuerza perpendicular
ejercida por un fluido, por unidad de superficie. O sea: esfuerzo normal, o.

La presién (p) se mide en pascales en el S.I., y el simbolo de esa unidad es (Pa).
Por definicién, la presion tiene unidades de fuerza por unidad de area, y por ende:

1IN
1Pa=—
1m?2

Otras unidades que se utilizan frecuentemente son el bar y la atmédsfera:

1 bar = 10° (Pa)
latm = 101.325 (Pa)

2.1. Presion absoluta y presion relativa

La presion suele ir acompanada de otra palabra que indica con respecto a qué refe-
rencia se estd midiendo. Por ejemplo, la presién absoluta es la presién real dada
en una posicion. Se mide con respecto al vacio absoluto, que tiene presion absoluta
cero.

Por otro lado, la presion relativa o manomeétrica indica la diferencia de presién
con respecto a la presién atmosférica local:

Pman = Pabs — Patm - (1)
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2.2. Presion en un Punto

La presién es una fuerza de compresion por unidad de area. En ocasiones pensamos
que la presién en un vector debido a que la fuerza de compresién lo es. Sin embargo,
la presion en cualquier punto de un fluido es un escalar (nimero) que no depende
de la direccién. Puede consultarse el libro de Cengel-Cimbala [3], pag. 67 - 68, para
una explicacion detallada.

De forma intuitiva, pensemos que la presion es la magnitud macroscopica consecuen-
cia de los colisiones continuas de las moléculas que componen el fluido real contra
las paredes sélidas en contacto con dicho fluido (por ejemplo, las paredes de un con-
tenedor). Podemos reorientar las paredes en otra direccién y seguiremos detectando
la misma presién. Es mas, podriamos reducir el tamano del contenedor hasta un
tamano minusculo y seguiremos teniendo un tnico valor de la presién. Por supues-
to, la fuerza que ejerce el fluido sobre las paredes si es un vector y tiene médulo,
direccion y sentido.

Pero recuerda:

La presién NO ES UN VECTOR, es un ESCALAR
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2.3. Variacién de la Profundidad

Intuitivamente, la presion es igual en planos horizontales dentro de un liquido en
reposo y aumenta con la profundidad. Supongamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Sea una caja imaginaria de liquido que se encuentra suficientemente
sumergida o, dicho de otra forma, una region de liquido con forma de caja. El liquido
es incompresible, es decir, no presenta variacion en su densidad. (Fig. 1)

h2

h1

P,

______________ L

Z1 2TZPeso

""""""" e

Ah

Figura 1: Analisis de Fuerzas en una caja suficientemente sumergida

Dimensiones de la Caja: Az x b, x Ah

h = Profundidad en cada punto (por ejemplo, h; es la profundidad de los puntos
del fondo de la caja; H = profundidad méaxima).

V = Volumen.

p = Densidad del fluido.

z = Coordenada Vertical.

b, = Ancho en eje y.
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Como el medio estd en reposo, consideremos el problema de Estatica de Fluidos.
Analizando el objeto sumergido, se observa que en ambas caras horizontales aparece
una presion pi, po. Segun las leyes de la estatica, debe haber equilibrio de fuerzas
sobre el cuerpo, es decir, > F = 0. Si analizamos el eje z (positivo hacia arriba) y
sabiendo que la presion es una fuerza por unidad de drea:

= Tener en cuenta: Para entender lo siguiente, es conveniente tener presente
la ilustracion anterior. (Fig. 1).

Ap=py—p1 <0
Ah=hy —h; <0
Az=20—2,>0

» Equilibrio Estatico = > F, =0

En la direccién z encontramos 3 fuerzas: aquellas debidas a las presiones p1, po,
y el propio peso de la caja de liquido con densidad p. (Criterio de signos:
hacia arriba positivo, hacia abajo negativo)

Fi.=pA=pbAx
Fy, = —py A= —prbAx
P.=—mg=—-pVg=—pg(bAxAz)

Por tanto, para que haya equilibrio:

Fi,+Fp,+P,=0=p1bAx+ (—p2bAzx) —pg(bAz Az) =0

Agrupando las presiones y simplificando, obtenemos:

Ap =py —p = —pglz iOJO! En este caso se estd usando la coor-
denada z, por eso tiene el signo menos (-), si
ponemos la expresion en términos de profun-

didad (h), el signo se ve cancelado. Az = —Ah
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O, equivalentemente:
Ap =py —p1 = pg Ah (2)

Veamos si tiene sentido:

» Sianalizamos esta ultima ecuacién (2) suponiendo que el Punto 2 se encuentra
en la superficie, se aprecia que la presion ps = pum v ha = 0. Renombrando
hy — h y teniendo en mente que entonces h = H — z:

p2 — p1 = pg(he — h1) = p1 — Patm = pgh (3)

De aqui viene la conocida expresién “p = pgh”. Vemos que la presiéon p para
un fluido estdtico e incompresible sélo depende de la profundidad. Ademaés,
segun Ec. (1):

Piman = pg(H — 2) (4)

= Si consideramos que los fluidos son compresibles, es decir, la densidad
varia en funcién de la posicién, nos fijamos en cajas de altura dz. Con lo que
se obtiene que:

2
dp = —pgdz = Ap = —g / p(x,y, z)dz (5)
1

aunque esta expresién no la usaremos.
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Consecuencia 2.1. En fluidos Incompresibles (p = cte) y en reposo (Vfiido = 0),
la forma del recipiente no importa.(Fig. 2)

Sean los puntos (1) y (2), indicados en la figura siguientes, la presién en el punto (1)
es igual a la presién en el punto (2), esto es debido a que la presién (p) sélo depende
de la profundidad (h).

V

Figura 2: Ejemplo con forma variada y fluido incompresible

Consecuencia 2.2. Ley de Pascal:
La presion aplicada a un fluido confinado se reparte uniformemente por todo el fluido.

Un ejemplo de aplicacién puede verse en la Fig. 3.

219711 ::1;21 A =pA A igualdad de presion, si
Fy=py Ay =pA, Ao > A1 = > F

Figura 3: Aplicacion de Principio de Pascal
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2.4. Sistemas de Coordenadas

Siempre es muy importante tener claro el sistema de coordenadas que estamos usan-
do. Esto nos permitird poder hacer cambios de sistema de coordenadas y posible-
mente simplificar el problema que tengamos entre manos. Veamos en la ilustracion
siguiente la importancia que tiene considerar un sistema de coordenadas u otro.

(Fig. 4)

p= p-g-y' En el sistema 0'

LEN

<

0

v

p= p-g-(H-z) En el sistema 0

Figura 4: Importancia del Sistema de Coordenadas

Podemos observar dos sistemas de coordenadas, el primero situado en el fondo del
mar (XQY), y el segundo en la superficie libre, es decir, en la flotaciéon considerada
(X’0’Y’). Como se aprecia en la figura anterior, el punto A estd situado a una pro-
fundidad h, y posee una coordenada vertical z en el sistema O, lo que es lo mismo
a tener una coordenada vertical y’ en el sistema O’.

Si deseamos saber la presiéon en un punto intermedio entre la flotacién y el fondo
del mar, deberemos aplicar la ecuacién (4). ;Qué ocurre? La expresion indicada esté
referida a un sistema de coordenadas situado en el fondo del mar.

. Pero qué ocurriria si deseamos obtener la presion referida a la flotacién con tal de
facilitar los calculos?
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Considerar un sistema de coordenadas hace que la expresién cambie ligeramente, en
este caso el término referido a la profundidad. Si en vez del sistema XOY empleamos
el sistema X’O’Y’, donde la coordenada Y apunta al fondo del mar, la profundidad
(h) resulta ser directamente la coordenada y’, siendo esta méxima en el fondo, y
nula cuando estd en la flotacién.

Comprobémoslo:

Pman = /)gh (6)

* Como h = (H — z), en el sistema O :
Plo = pg(H — 2) (7)
* Pero también ocurre que h = ¢/, en el sistema O’:
Plor = r9() (8)

Siy' = H, la presién la estaremos calculando para la profundidad méxima (Ec. (8)),
y esto equivale a la presién calculada para z = 0 en la ecuacién (Ec. (7)).

10
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3. Fuerza Hidrostatica Sobre Superficies Sumer-
gidas

El objetivo de esta seccion del tema es tratar de encontrar la fuerza equivalente a la
que ejerce un fluido en reposo sobre un sélido. Esto implica calcular la fuerza total
y el punto de aplicacién o centro de presiones (CP).

= En estos calculos serd mas conveniente hacer uso de la presion manométrica.
Esto equivale a restar la presion atmosférica a ambos lados de una estructura
(ver Fig. 5).

Nota 3.1. A nuestra escala, la pasy varia muy poco con la altura, por lo que es mds
codmodo utilizar presiones manométricas (como las que normalmente se obtienen de
los instrumento de medida).

v oo .
S~— ~—_ " ~— S~ ~_
AGUA
AIRE
y
0
X
X -~ -~ - S
S~ S~ ~_ ~_ ~_ ~_
AGUA
AIRE
y
0
X ,,r"/

Figura 5: Calcular la fuerza hidrostatica total con presiones absolutas (arriba) o
manométricas (abajo) es equivalente.

11
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3.1. Fuerza Hidrostatica Total

Cada punto de fluido a presion p ejerce una fuerza df = p dA, sobre un elemento
de area dA, en la direccién normal a dA. Esta direcciéon normal se especifica por un
vector unitario, que llamaremos n, de manera que el vector diferencial de area es

dA = AdA.

Si buscamos la fuerza total F en toda la superficie, esta sera la suma de todas las
vectores df en cada elemento de drea.

p(x.y,2,t)

Figura 6: Diferencial de Superficie.

La fuerza sobre cada dA es:
df =pdA, 9)

y la suma sobre toda la superficie A serd, pues, la integral de area sobre todo A:

ﬁT://Adf://Apd/T. (10)

Como se estd analizando la fuerza total ejercida sobre una superficie sumergida, se
dividira este epigrafe en 2 partes, donde por un lado se analizaran superficies planas,
y por otro lado, superficies curvas.

12
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3.1.1. Superficies Planas

Supongamos que tenemos una superficie plana en contacto con un liquido, como el
agua, y que esta superficie tiene cierta inclinacion con respecto a la horizontal.

Observemos la ilustracién siguiente (Fig. 7), donde todos los d f actian sobre la
superficie apuntando a la misma direccion.

|<

Figura 7: Ejemplo de Superficie Plana.

= Imaginémonos esta ilustracién en 3D. Esta tendra una anchura en direccion
perpendicular al papel. Si la superficie fuera rectangular, esa anchura seria fija.
En ese caso la denotaremos por b.

» Hay que tener en cuenta el sistema de coordenadas (en este caso, x positivo a
la derecha, y positivo hacia la flotacién). Esto permitird determinar la funcién
presion: p = f(z,y,2) = p = pgh(z,y,2) = pg(H — y) a partir la funcién
profundidad en cada punto h(z,y, z).

= El vector n es normal a la superficie. Depende por tanto del angulo de incli-
nacién de la superficie y es constante para todas las d f por tratarse de una
superficie plana (SPS = Superficie Plana Sumergida). Habra que determinarlo
en cada caso y, en particular, para este caso tenemos que n = sin at — cos o).

13
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Al ser constante, n puede salir de la integral:

F}:// pdffzﬁ// pdA = a|Frl, (11)
SPS SPS
Frl = [[ paa (12)
S

En estas ultima expresiones observamos que el médulo de la fuerza total se obtiene
mediante una integracién de las fuerzas que se ejerce sobre la superficie, mientras
que la direccion de actuacién lo marca el vector unitario n, que es normal a la su-

perficie (L). (Ec. (11))

donde

Por lo tanto, para determinar la Fuerza Hidrostatica total en el caso de la superficie
plana, se debera calcular por un lado el modulo, resolviendo la integral mediante los
métodos conocidos de Ampliacion de Matematicas y de Calculo I, y por otro
lado, empleando la Trigonometria, obtener el valor del vector normal en el sistema
de coordenadas usado.

14
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Caso 3.1. Superficie Plana, Vertical y Rectangular

Sea una Superficie plana, dispuesta verticalmente y con geometria rectangular de
ancho b, como en la figura. La superficie esta en contacto con el fondo y llega a la
superficie del liquido. Se desea calcular el vector Fuerza Hidrostatica Total (ﬁT) que
ejerce el fluido.

>

X
Figura 8: Ejemplo de Superficie Plana Rectangular.

Teniendo en consideracion la expresién de la fuerza total en funcién de la presion
(Ec. (11)), se seguirdn los siguientes pasos para obtener el valor de la fuerza hi-
drostatica total:

Paso 1: Colocacién del sistema de coordenadas. En nuestro caso, lo fijamos en
el fondo del recipiente (z es positivo hacia la derecha, y es positivo hacia la
flotacién y z es positivo hacia fuera del papel).

15
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Paso 2: Analisis de la superficie de contacto. Como se indica en el enunciado y en la
ilustracion (Fig. 8), se trata de una superficie rectangular, vertical, con ancho b.
Una vez imaginado la forma que tiene la superficie, elegimos un rectangulo infi-
nitesimal de esa misma superficie que posea dimensiones (dy x dz) (ver Fig. 9).

e

Rectangulo Infinitesimal
(Ancho dz; Alto dy)

H
5y
dy
<

Z

Ancho b

Figura 9: Representacion de la Superficie Plana Sumergida 1

Por lo tanto, el dA de la expresion se puede sustituir por:
dA|SpS = dy dz

Paso 3: Determinacién del vector normal y unitario (7). En este caso, segin nuestro
sistema de coordenadas, el vector normal solo posee componente en direccién

X:
n=(1,0,0)=1

Paso 4: Pensamos cudl es la expresion de la presién segun el Sistema de Coorde-
nadas:

p = pgh = pg(H —y)

Paso 5: Pensamos los limites de Integracién. En este caso se integrara respecto a
y v respecto a z, teniendo en cuenta que el lugar geométrico que coincide con
las superficie cumple:

0<z<b
0<y<H

16
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Paso 6: Sustitucién en Ec. (12) y célculo del médulo de la fuerza hidrostética total:

. z=b y=H z=b y2 H z=b H2
|Er| =/ / pg(H—y)dydz:pg/ [Hy——} dz:pg/ —dz
z=0 Jy=0 2=0 2 1o 2=0 2

|
|[Fr| = 5pgbH (13)
Fr = |Fr|n (14)
— ]_ 2 ~
Fr = ipng i (15)

Paso 7: Comprobacién de los resultados, prestando atencién a las dimensiones. Es
también aconsejable preguntarse si tiene sentido la expresion obtenida.

Observaciones: Analizando el vector anterior, observamos que su moédulo se
corresponde con la presién en el centro geométrico de la superficie ( es decir, % pgH,
ya que el centro queda a profundidad H/2), multiplicada por el area de la placa
(bH) y, con direccién perpendicular a la superficie plana.

17
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Caso 3.2. Superficie Plana, Rectangular e Inclinada
Sea una Superficie plana como la de la figura, dispuesta con cierto dngulo o respecto

a la horizontal y con geometria rectangular de ancho hacia fuera del papel b. Se desea
calcular el vector fuerza hidrostatica total.

/ / / / / / /
X / / / / / / /

’
Figura 10: Ejemplo de superficie plana rectangular con inclinacion a.

Para calcular la fuerza total, se aplicaran los mismos pasos que en el caso anterior.

Paso 1: Colocacion del sistema de coordenadas. En este caso, nos interesa consi-
derar un sistema que tenga dos de los ejes paralelos a la placa, digamos 3 y

Z'. o/ estard en la perpendicular a la superficie y 2’ es positivo hacia fuera del
papel y coincide con el eje z.

18
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Paso 2: Analisis de la superficie de contacto. Como se indica en el enunciado y
en la ilustraciéon (Fig. 10), se trata de una superficie rectangular, inclinada,
con ancho b. De esta superficie, elegimos un rectangulo infinitesimal que posea
dimensiones dy’ x dz (Fig. 11). Por tanto, cada dA de la superficie plana
sumergida viene dado por:

dA‘SPS = dy/ dz .

Rectangulo Infinitesimal
(Ancho dz; Alto dy)

S

y

H/sin(x)

L=
dy

Z

Ancho b

Figura 11: Representacion de la Superficie Plana Inclinada Sumergida 2

Es de resaltar que, en este caso, la altura de cada punto de la placa depende
del angulo. Teniéndolo en cuenta, podemos relacionar la dimensiéon L de la
placa con la profundidad méxima H (Fig. 10):

sina = = [ =

H H
L sin «v

Paso 3: Determinacion del vector normal y unitario n. En este caso, segiin nuestro
sistema de coordenadas, el vector normal depende del dngulo (Fig. 12).

n = (sina, —cosa,0) =sinai —cosaj

19
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cos(a)

sin(a)

Figura 12: Anélisis del vector normal en placa plana inclinada

Nota: ;Es unitario? El vector normal deberd ser unitario, es decir, tener como
modulo la unidad. Dado un vector ¢, para que sea unitario, basta con dividirlo
entre su modulo.

>
[
=il =

Donde [0 = /vi + v + v2

Hacemos la comprobacion para nuestro n:

7] = Vsin? a + cos?2 @ = 1 = Es unitario

20
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Paso 4: Expresion de la presion segin el Sistema de Coordenadas. En el sistema
sin prima teniamos:

p=pgh=pg(H—y)

Como el Sistema de Coordenadas que estamos usando es uno inclinado un
angulo « respecto al inicial, deberemos averiguar la relacién que existe entre
éstos. En la funcion presion solo aparece la coordenada gy, que se relaciona con
la ¥’ y podemos escribir p en funcién de y':

sina = 3 — y =19 sina
p=pyg(H —y) = pg(H -y sina)

Paso 5: Limites de Integracién. En este caso, para barrer todos los dA de la super-
ficie rectangular, se integrara respecto a 1’ y respecto a z
0<2<b
H

sin «

0<y <

Paso 6: Sustitucién en la Ec. (12) y calculo del mddulo de la fuerza total.

| =by'=q
|Frr| = / / pg(H —y'sina)dy'dz
2=0 y'=0

I

v'=5
= pgb/ (H —y'sina) dy
Y

’—0

21
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El médulo que hemos obtenido es, por tanto:

Como tenemos el médulo y la direccion y sentido indicadas por el vector uni-
tario, podemos construir el vector fuerza hidrostatica total:

- - 1 1
Fr=|Fr|(sinai—cosa j) = Epng2i—§png2 cot () J.

Paso 7: Comprobacién de los resultados.

Observacion: en el vector anterior se pueden identificar dos términos: la com-
ponente x, horizontal, que llamaremos habitualmente Fuerza Horizontal, Fy =
(3pgH)(bH) (aunque es una componente de una fuerza, no un vector completo);
y la componente y, que llamaremos Fuerza Vertical Fy, = (% pgH cos a) (22,

sin «

Entonces nos damos cuenta de que:

= Fy coincide con la fuerza sobre la proyeccion vertical de la superficie
(linea discontinua en la Fig. 10).

= Fy coincide con el peso de la columna de fluido de volumen V' situada
encima de la superficie sumergida, ya que el area del triangulo rectangulo
de la Fig 10 es Aryiangulo = %H x H cot a:

1
FV - pgv = pg<ATriangulob) - épgbﬂz cot (a) . (16)

Esto pasa siempre, por lo que es muy 1til tenerlo presente al resolver un pro-
blema.

Mirando el sistema de coordenadas sin prima, el vector fuerza quedara de la
siguiente manera:

F=+Fyi—F/j.
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Caso 3.3. Superficie Plana, Horizontal y Rectangular
Sea una superficie plana, dispuesta horizontalmente como en la figura y con geo-

metria rectangular de dimensiones axb. Se desea calcular el vector fuerza hidrostati-
ca total.

|«

o>

Figura 13: Ejemplo de Superficie Plana, Horizontal, Rectangular.

Paso 1: Colocacion del sistema de coordenadas. En este caso, en el fondo del reci-

piente. x es positivo hacia la derecha, y es positivo hacia la flotacién y z hacia
fuera del papel.
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Paso 2: Analisis de la superficie de contacto. En la superficie en contacto a x b
elegimos un rectdngulo infinitesimal que posea dimensiones dx x dz (Fig. 14).

Rectangulo Infinitesimal
(Ancho dz; Largo dx)

N o
y4 2
N dx E
’ X
Largo a

Figura 14: Representacion de la Superficie Plana Sumergida Horizontal

Por lo tanto, el dA de la expresion se puede sustituir por:

dA’SPS =drdz

Paso 3: Determinacién del vector normal y unitario (7). Segin nuestro sistema de
coordenadas, el vector normal solo posee componente en direccion y.

n=1(0,1,0)=
Paso 4: Expresion de la presion segin el Sistema de Coordenadas. En este caso,
como la superficie estd sumergida horizontalmente, la presion en todos los

puntos de la superficie es la misma y no depende de las coordenadas:

p=pgH

Paso 5: Limites de Integracién. En este caso se integrara respecto a x y respecto a
z.
0<z<aqa
0<z2<b

24



Estatica de Fluidos Francisco F. Lépez Ruiz, Ganesh Shenoy Prabhu

Paso 6: Sustitucién en Ec. (12) y célculo del médulo de la fuerza total.

z=b r=a
Wﬂj/ / pgH dxdz = pgH (ab)
z=0 =0
Fr = |Fr|# = pgHab
Paso 7: Comprobacién de los resultados. Este valor de fuerza equivale al peso del

volumen de fluido que quedaria por encima de la superficie si ”inundaramos”
el espacio encima de ella (pero con sentido opuesto) (Fig. 15).

<

Volumen

EREEREEE

0>

N

Figura 15: Representacion de la situacion que hay que imaginar para conocer la
componente vertical de la fuerza hidrostatica si la superficie queda por encima del
liquido.

Ojo: la situacion representada en la Fig. 15 es una imagen mental que podemos
hacernos para determinar el volumen de fluido cuyo peso determina la fuerza hi-
drostatica vertical y hacia arriba que se ejerce sobre la placa de la Fig. 13.
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Ejemplo 3.1. Calcular la fuerza que se ejerce sobre la superficie rectangular incli-
nada de la figura siguiente:

|

Figura 16: Ejemplo Superficie Rectangular inclinada 2

En vez de emplear la integracién directa, haremos los cédlculos de este ejemplo em-
pleando las expresiones obtenidas anteriormente para (Fy, Fy), asi ilustraremos
céomo se usan. Después obtendremos el vector fuerza total que, en un sistema de
coordenadas con el eje x hacia la derecha y el eje y hacia arriba, vendra dado por:

Fr=Fyi+Fj (17)
Hay que tener en cuenta que tendremos que determinar la presion segin déonde esté
situado el origen de coordenadas elegido. Una vez finalizado los célculos, el valor de

la fuerza debera coincidir con la que se obtendria mediante integracion directa en
un sistema de coordenadas alineado con la superficie inclinada.
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a) Fuerza Horizontal: como vimos antes, podemos calcularla considerando que
es la fuerza sobre la proyeccion vertical de la superficie inclinada.

I<

L

X

Figura 17: Proyeccién Horizontal de la Fuerza

Podemos definir la profundidad (H = asina), lo que facilitara a la hora de
efectuar los calculos. Como estamos considerando la proyeccion vertical, po-
demos seguir los mismos pasos que en el caso de una superficie plana, vertical

y rectangular (Fig. 8):
Fh::u//p pd/L
spPs

donde p = pg (H — y). Por lo tanto, sustituyendo:

z=b y=H
Fa= [ par=[ [ oot -y dya:
SPS z=0 Jy=0

1 1
= 5’0ng2 = §,ogbcz2 sin? «

1
Fy = §pgba2 sin” o
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b) Fuerza Vertical: Coincide con el peso del volumen que quedaria por encima

(Ec. (16)):

H 1
Fy = pgV = pg(Ayib) = pgb% = §pgba2 sin o cos «

Mirando el sistema de coordenadas elegido, el vector fuerza quedara de la
siguiente manera:

F=+Fyi+Fyj.

Por lo que agrupando obtenemos que:

—

1
Fr = §,ogboz2 sina (sinai + cosaj) .

iOJO! En este paso es fundamental tener en cuenta la direccion del vector normal:
componente horizontal (x) del vector normal positiva y componente vertical (y) del
vector normal positiva.

Realizando los calculos por integracion directa obtendriamos el mismo resultado. De
hecho, podemos hacer la siguiente

Observacién:

En la expresion obtenida podemos identificar directamente dos cosas:

= El vector unitario normal, dado por n = sina? + cos aJ.
= El médulo de la fuerza total, que resulta ser

= 1 1
|Fp| = §pgba2 sino = Epgasinoz X (ab) ,

donde %pga sin v es la presién en el centro de la superficie sumergida (jcom-
probar!).

Es decir: el médulo de la fuerza total resulta ser el producto de la presion en
el centro de la superficie multiplicada por el area total de la superficie.
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3.1.2. Problemas Resueltos de Superficies Planas Sumergidas

Problema 3.1. Calcular la fuerza ejercida desde arriba sobre una placa rectangular
sumergida horizontalmente a profundidad H, con dimensiones a X b, en un liquido
de densidad p.

X

Figura 18: Fuerza ejercida sobre placa rectangular horizontal.

La fuerza que actia es debida a la presion ejercida por el fluido en la placa, y es
perpendicular a ella en cada punto.
Paso 1: Elegimos el sistema de coordenadas que queramos.
Paso 2: Analisis de la superficie de contacto.
Segun nuestro Sistema de Coordenadas: dA = dxdz

Paso 3: Obtencién del vector normal.

Como los d f inciden perpendicularmente a la placa, el vector normal sera:

n= (07_]-70) = _j

Paso 4: Expresion de la presion.

Si ponemos el origen de coordenadas sobre la propia placa, la funcion presion
vendra dada por p = pg(H — y). Como cada punto infinitesimal de la placa
estd a la misma distancia de la flotacién (H), la expresién de la presién sobre
la placa (situada en y = 0) serd p = pgH.
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Paso 5: Sustitucion en integral.
af=1Feli=([[ waa);
placa

b a
F= // pgH dxdz = ng/ / dxdz = pgHab
placa 2=0 J =0

Fr = —pgabH )

Nota: jEste valor equivale al peso de la columna de fluido sobre la placa (Fy)!

Problema 3.2. Calcular la fuerza hidrostdtica total que actia sobre la superficie de
la figura: un tramo horizontal de longitud a, y un tramo inclinado con longitud [,
ambos rectangulares y con ancho b (Fig. 19).

Figura 19: Fuerza hidrostatica sobre superficie compuesta.

Para resolver este problema, separemos la superficie en dos trozos: el horizontal y el
inclinado.

a) Tramo Horizontal: Se trata de una situacién andloga al problema anterior.
Llamemos S, al tramo horizontal. La fuerza sobre S; sera puramente vertical,
de forma que basta calcular Fy, . Esta vendra dada por el peso del volumen de
fluido que queda por encima, asi que F = —pgbaH ).
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b) Tramo Inclinado: Para obtener la fuerza hidrostatica Fy de este tramo (S, =
tramo inclinado) nos damos cuenta de que ﬁg tiene tanto componente horizon-
tal F'y como componente vertical Fy . El método que seguiremos habitualmente
consistira en determinar esas componentes por separado, tal y como ya se ha
descrito antes: Fly se puede obtener calculando la fuerza sobre la proyeccién
vertical de S, mientras que Fy es el peso de la columna de fluido que queda por
encima de Sy. Sin embargo, vamos a desviarnos del método descrito
por motivos pedagdgicos, de manera que nos convenzamos definitivamente
de que el método es correcto: vamos a calcular F, mediante integracién directa.

Si situamos el origen de coordenadas O en el borde inferior de Sy (con y vertical
y hacia arriba y x horizontal), la funcién presién vendré dada por

p=pg(H+Ilsina—y). (18)

Comprobacién: démonos cuenta de que si y = 0, estamos a profundidad H més
la proyeccion vertical de la placa de longitud [, es decir, [ sin a y la presion ahi
es, en efecto, p = pg(H + [sin ).

Sin embargo, para el calculo mediante integracién directa, es necesario fijar
unos nuevos ejes =’ e y' cuyo origen esta situado igual que antes (en el borde
inferior de S3), pero de forma que y' es paralelo a Sy y 2’ es perpendicular a
Ss. Esto permitird poner la presion en cualquier punto en funcién de la
coordenada v

p= pg<H+ Isina — y'sinoz) .
El diferencial de superficie que nos interesara es:
dA = dy'dz,
con un vector normal dado por:

n=sinat—cosaj.

En ese sistema de coordenadas podemos calcular el modulo de Fy:

byl
|ﬁz|=// pdA:/ / pg(H + Isina — ¢ sina) dy'dz’ =
Sa z=0 Jy'=0

1 I
:pgb[Hy'+lsina y — ésina y' 2 =

1
= pgbHI + §pgbl2 sin .
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Por tanto:
Fy, =|Fyln =

1 1
=pgbl (H + §lsin a> sina 7 — <,0ng[ cos o + épgbl2 sin «v cos a) 7.

De ahi obtenemos la fuerza hidrostatica total sobre esta superficie:

ﬁT:ﬁl'f‘F;:

1 1
= pgbl (H + 5[ sin a) sina 7 — (pngl cos o + §pgbl2 sin v cos o + pnga> 7.

Ahora viene la parte instructiva para afianzar el método usual: en esta tltima ex-
presion, podemos identificar los siguientes pesos de columnas de fluido:

= Peso de 1: 1pgbl?sin v cos o
= Peso de 2: pgbHl cos
= Peso de 3: pgbHa

iVemos que el método usual funciona para obtener Fy/!

Ahora verificamos si el método para obtener la componente horizontal de la fuerza
da el mismo resultado que la integracién directa que acabamos de ver. Flg se puede
obtener mediante el calculo de la fuerza sobre la proyeccién vertical de S,. Esta
proyeccion resulta ser el lado vertical del tridngulo 1 en la figura anterior (jojo!, la
proyecciéon NO llega hasta la superficie libre del agua). De esta forma, usando la
presion en el sistema de coordenadas sin prima dada en (18):

b Isino
Fg = / / pg(H + lsina — y)dydz
z=0 Jy=0

1 [sin

:pgb[Hy+lsinay— —y?

1
SV, = pgb(Hlsin a + §l2 sin® ),

que, efectivamente, jcoincide con la componente horizontal de Fr!
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3.1.3. Superficies Curvas

Viendo el resultado del problema anterior, consideremos la siguiente superficie su-
mergida vista de perfil:

I

Figura 20: Ejemplo de Superficie compuesta.

Teniendo en cuenta el Sistema de Coordenadas elegido, la fuerza total serd:

Fr=Fyi—Fyj. (19)

Como hemos visto, para superficies planas o incluso superficies compuestas de piezas
planas, la Fuerza Horizontal Fy se puede determinar calculando la fuerza que se
ejerce sobre la proyeccién vertical (la linea de puntos en la Fig. 20), y la Fuerza
Vertical Fy se puede obtener considerando el peso de la columna de fluido encima
de la superficie (V; en la figura).

Lo anterior ocurrird para cualquier superficie hecha de trozos planos. Y, particular-
mente, se podréd obtener la fuerza para una superficie compuesta por infinitos trozos
de planos infinitamente pequenos. Y eso no es mas que una superficie curva (Fig. 21).
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<
)

Figura 21: Ejemplo de Superficie Curva.

Caso 3.4. Calcula la Fuerza Hidrostdtica total ejercida sobre la presa de seccion
circular que posee radio R y ancho b (Fig. 22).

Solucion:

= Fy=5pgbR?
] sziﬁpgbR2

X

Figura 22: Ejercicio Presa seccién circular.
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Nota: En esta parte del tema es necesario recordar cémo se integran funciones en
recintos no rectangulares, asi como los cambios de coordenadas entre cartesianas y
cilindricas. Esto nos puede ayudar mucho a la hora de calcular la Fuerza hidrostatica
total y, mas adelante, el centro de presiones.

Vamos a calcular por separado Fy y Fy. Segiun nuestro Sistema de Coordenadas,
el diferencial de area para la proyeccién vertical de la supeficie vendra dado por
dA = dydz, y la expresion de la presién es: p = pg(R — y). Hacemos los célculos:

Fuerza Horizontal:

b R 1 R
Fy = / / pg(R —y) dydz = §pgbR2 = <§pg> (OR).
0 0

Fuerza Vertical:
El volumen que tenemos que tener en cuenta es la correspondiente al cuarto de
circunferencia en la figura.

1 1
Fy =pgV = pg(er%) = prgbRQ.

Por lo tanto, la fuerza hidrostatica total sera:

- 1 1
FTzﬁpgbRQi—Z—LﬂpgbRQj.
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Problema 3.3. La cupula de la figura esta compuesta por media esfera de radio R
y un tubo de diametro d. Pesa 30 kN y se encuentra llena de agua hasta el nivel
indicado y atornillada al suelo por 6 tornillos equiespaciados. ;Qué fuerza ejerce
cada tornillo? El radio de la cipula es de R =2.00 m , H=4.00 m y d = 3.00 cm.

; H= 4 m
’LH R 2m
ﬂ{: SOW-

Figura 23: Ejercicio Cupula.

Damos unas indicaciones y la solucion. Como existe simetria, no habra fuerzas late-
rales y va a existir una tnica fuerza hacia arriba (ejercida por el agua), y dos fuerzas
hacia abajo: por un lado la fuerza que ejercen los tornillos y por otro lado el propio
peso de la cupula.

Como el agua se encuentra por debajo de la superficie de la ctupula, la fuerza hi-
drostatica vertical y hacia arriba vendra dada por el volumen de agua que quedaria
por encima de la cupula si el entorno estuviera inundado de agua hasta el nivel
R + H. Habra que calcular por tanto el peso de ese volumen, constituido por un
cilindro de radio R y altura R + H al que se le quita el volumen de media esfera y
el volumen de un pequeno cilindro de diametro d y altura H.

Ademads, habréd que aplicar las leyes de la estatica: ) F=0 para la cupula.
Como todo ocurre en la dimension vertical, podemos usar escalares:

FHidro_PTor_6><F1Tor:0-

De esta forma se obtiene que la fuerza que ejerce cada tornillo es F} 7, ~ 90700 N.
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4. Centro de Presiones (CP)

Recordatorio: en todo momento hemos estado empleando presiones manométricas.

Recordemos que estamos intentando “resumir” el efecto de la presién hidrostatica
distribuida por toda una superficie en una tnica fuerza. Pero debemos saber en qué
punto de la superficie habria que aplicar dicha fuerza total, es decir, se necesitara
saber cudl es el centro de presiones (CP).

El efecto de la fuerza hidrostatica total (F}) debe ser el mismo que el de todas las
fuerzas infinitesimales df. Para ello, deben ocurrir dos cosas:

= Que la suma de todas las diferenciales de fuerza sea la fuerza hidrostatica total,

como ya hemos visto:
Fp = / / df .

= Que, ademas, el momento de la fuerza (ﬁT) sea igual que la suma de momen-
tos de df con respecto a algin punto de referencia.

M://dm. (20)

4.1. Momento de una fuerza

Al comenzar a estudiar la Dindmica, es usual considerar que los cuerpos con los
que trabajamos son puntos materiales, lo que implica que no nos interese en qué
parte del cuerpo se aplican la fuerzas. Esto es muy interesante para introducir la
Dinamica, pero es algo que en la vida real no ocurre. Los cuerpos que nos rodean
son extensos, provocando que el efecto de las fuerzas sobre ellos dependa del punto
de aplicacién, dando lugar a un movimiento de traslacién y de rotacién (giro).

Para poder explicar esto, un ejemplo muy ilustrativo es la de una puerta: dependien-
do de donde empujemos la puerta, nos costard mas o menos. En otras palabras, no
es lo mismo empujar la puerta desde un punto més cercano a la bisagra que empujar
la puerta desde el pomo. Estéa claro que necesitaras emplear més fuerza en un punto
que otro. jEl Punto de Aplicacion de la fuerza influye mucho!

El momento de una fuerza, M, también denominado como torque, momento dinami-
co o par, es una magnitud vectorial que indica la capacidad de una fuerza para alterar
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Puerta

iy

iy

Figura 24: Momento de la Fuerza ejercida en una puerta.

la velocidad de giro de un cuerpo, y viene dada por:

M =7 x Fp = |M| = || Fr|sina = | Fr|d, (21)

donde 7 es el vector posicién del punto de aplicacion de la fuerza. Definimos “brazo”
(d) como el producto del médulo del vector de posicién 7y el seno del angulo que

forma la Fr y 7. Véase la ilustracion siguiente:

~l

190°

~ Figura 25: Momento de una fuerza
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Si sobre un punto P con posicién 7 con respecto a un origen O actia una fuerza Fr,
su momento es M, de médulo |M]|.

Observacién: Fr quiere hacer “girar” P alrededor de O. Si o = 0 = |M| = 0,
por lo que no podra haber giro. (Fig. 25)

La recta por la que pasa Fr se le llama Linea de Accién.

_—

-
_—
— Linea de Accién
%ﬁ/

Figura 26: Linea de Accién
Para hacer uso de estos conceptos para hidrostatica, vamos a tener en cuenta lo
siguiente:
= Cada df se aplica en un punto de vector de posicién 7.

» El médulo del momento de cada d f sera:

— —

dm = |7 x df| = (d) d|f| = (d) df .

» El centro de presiones (CP) tiene posicién (7op).

» El momento de F ser:

|M| = |Fep x Fr| = dep|Frl .
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= Para una superficie plana A, por ejemplo, todos los momentos infinitesimales
estaran alineados y, dado que el momento total es la suma de los momentos
infinitesimales, podemos sumar moédulos y obtener la posicion del CP:

\]\7[]://Adm

. 1 .
= |Fr|dep = // ddf = dep=—= // dp|dAl
A ‘FT‘ A

\

‘,‘Cada df tiene si
\distancia a0,y
lequivale al "brazo"

Figura 27: En una superficie plana, la fuerza total por la distancia de O al centro de
presiones debe coincidir con la suma continua (la integral) de fuerzas infinitesimales
por sus distancias.
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4.2. Calculo del Centro de Presiones en superficies sumer-
gidas

Como se ha indicado en las secciones anteriores, separaremos las superficies planas
de las superficies curvas.

4.3. Centro de Presiones para Superficies Planas
Veamos varios Problemas que nos sirvan de ejemplo para ir aprendiendo.

Problema 4.1. Calcular el Centro de Presiones (CP) de una superficie rectangu-
lar horizontal sumergida (plana). Suponer que se encuentra a una profundidad H
respecto a la superficie del mar, y que tiene ancho b y largo a.

v o

X axb

Figura 28: CP superficie horizontal sumergida.

Como hemos ido haciendo a lo largo de estas notas, seguiremos unos pasos para
resolver el ejercicio de una forma mas ordenada.

Paso 1: Elegimos el sistema de coordenadas que queramos (por ejemplo, el indicado
en la figura). El punto que hemos cogido de referencia es O, por lo que el
momento de fuerzas se obtendra referido a ese punto.

Paso 2: Analisis de la superficie de contacto.
Segun el Sistema de Coordenadas elegido: dA = dx dz.
Paso 3: Obtencién del vector normal.

Como los d f inciden perpendicularmente a la placa, el vector normal sera:

i=(0,-1,0) = —J.

Paso 4: Expresion de la presion.
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En ese sistema, p = pg(H — y). Como cada punto infinitesimal de la placa esta
a la misma distancia de la flotacién (H), el valor de la presién serd: p = pgH.

Paso 5: Calculamos la fuerza total:

|Fp| = // pgH dxdz = pgHab
placa

Nota: estos pasos seran necesarios para la obtencién del centro de presio-
nes. No obstante, a partir de ahora se indicard directamente la solucion de la
integral, ya que es una repeticién de la primera parte del tema.

Paso 6: Célculo del CP.

» El papel de d lo hard la coordenada = de cada punto de la placa (ya que
es la distancia de cada punto al eje que pasa por O).

» df =pdA = pgH dxdz.

Vimos que la distancia dop se obtiene despejando de

|Fr| dep = //Addf- (22)

Sustituyendo ahi:

a b
|Fr| dep = // x pgH dxdz = pgH / / x dzdx =
placa =0 J 2=0

2

a a 1
= pgHb / xdr = ngb[%} = —pgHba®.
=0 0 2
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Paso 7: Obtencién de la coordenada del CP:

o |Fr| = pgHab
« |Fr| dep = pgHba®

Por lo tanto, la posicién del centro de presiones es:

g %ng ba* 1

= — = —Q
or pgHab 2
Dicho de otra manera: — rop = %a.

Anélogamente, podemos obtener la posicion del centro de presiones en el eje

2
- 1
|\Fr| zep = // 2pgH dxdz = Engab2,
placa
y, por tanto,
_ spgHab®> 1
wor = pgHab 2

iEn el centro geométrico de la placa!
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Problema 4.2. Calcular el Centro de presiones (CP) de una superficie vertical
sumergida (plana). Suponer que sobresale de la superficie del mar y que tiene una
profundidad H 1y ancho b.

T

Figura 29: CP superficie vertical sumergida

Paso 1: Elegimos el sistema de coordenadas que queramos (indicado en la figura).
El punto que hemos cogido de referencia es O, por lo que el momento de fuerzas
se obtendra referido a ese punto.

Paso 2: Analisis de la superficie de contacto.
Segun el Sistema de Coordenadas elegido: dA = dy dz.
Paso 3: Obtencién del vector normal.
Como los d f inciden perpendicularmente a la placa, el vector normal sera:

A =(1,0,0) =1

Paso 4: Expresion de la presion.

La presién va reduciéndose a medida que la coordenada vertical (y) va aumen-
tando, por lo que la expresién de la presién serd: p = pg(H — y).

Paso 5: Sustitucién en la integral.

2

B H
| Fr| ://l pg(H —y) dydz = pgb—-.
placa

44



Estatica de Fluidos Francisco F. Lépez Ruiz, Ganesh Shenoy Prabhu

Paso 6: Calculo del CP.

H b
\Fr| yep = // ypg(H —y) dydz = pg / / (Hy —y?) dzdy =
placa y=0J2=0
H

Hy? g3 H
pg/yo(y y°) dy = pg 5 31,
H® H37 1
- b[———]:— bH?
P9b| = 3 P9

Paso 7: Obtencién de la coordenada del CP:
= |Fr| = §pghH?

. |ﬁT‘ Yep = %PQbHS

Por lo tanto, la posicién del centro de presiones es:

%png:3 1

%pgb[—ﬂ 3

Yopr =

Como vemos,

iF'r no se aplica en el centro de la superficie!

Anélogamente, podemos obtener la posicion del centro de presiones en el eje

z:
. 1
|Fr| zop = // 2pg(H —y) dydz = 2pgH** .
placa
Y por tanto,
B ingQb2 1
lpgbH? 27

Vemos que el centro de presiones se sittia en mitad de la horizontal pero ver-
ticalmente por debajo del punto medio. Esto serd algo que ocurrira repetida-
mente.
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Problema 4.3. En una acequia tenemos la compuerta automdatica ABC' de la figura,
que pivota sobre el eje fijo situado en B y tiene ancho b = 2 m en la direccion
perpendicular a la imagen. La puerta se abrird por el borde A para dejar salir agua
si el niwel del agua h es lo bastante grande. La distancia del tope A hasta el fondo
es ho = 1 m y la densidad es la del agua dulce (1000 kg/m?). Calcula el valor de h
para el que la puerta empieza a abrirse.

\Y

ho=1m

Figura 30: Compuerta.

Analizando las fuerzas que ejerce el agua sobre las puertas de las compuertas, ten-
dremos algo asi:

|y
Il
|
| o
a=20cm |
e —————(T
X X \)B
Fv

Figura 31: Analisis de las fuerzas sobre la compuerta.
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Como observamos en la figura anterior, se ha elegido colocar el sistema de coor-
denadas con origen en B, donde z serd positivo hacia A, y positivo hacia C, y z
positivo hacia dentro de la figura. Ademas, se puede apreciar qué fuerzas actiian en
las puertas de la compuerta. Por lo tanto, la situacion de estudio serd en el instante
en que la compuerta estarda a punto de abrirse. Y eso ocurrird cuando la suma de
momentos sea cero o, dicho de otra forma, cuando los momentos de las fuerzas
alrededor de B tengan igual médulo, es decir, cuando se cumple lo siguiente:

FH ycp = FV [Ecp.

Para resolver esto, resolveremos los productos por separado:

a) Momento de la fuerza horizontal (sobre la placa vertical):

Fr Yop = //ydf // ypg(h —ho —y) dydz =
z=0Jy

1

bl=(h—h Yoy b(h — h,)?
pg[( o)y’ 3]0 —gpg( — h,)”.

b) Momento de la fuerza vertical (sobre la placa horizontal):

b a
vacp://xdf:/ / zpg(h — h,) dxdz =
z2=0 Jx=0
L,
= pgb(h = ho)5a

¢) Igualando:
FH Yep = %pgb(h - h0>3
Fy 2o = %pgb(h — he)a?

~(h—hy)?=a*= h—h,=3a= h=ho+V3a=134.64 cm .
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Problema 4.4. Sea la siguiente superficie rectangular sumergida de largo a y an-
cho b hacia fuera de la imagen, inclinada un dngulo o con la horizontal. Se desea
determinar su Centro de Presiones.

N

Figura 32: CP Superficie Inclinada
Paso 1: Elegimos el sistema de coordenadas que queramos. Por comodidad emplea-
mos el sistema x'y'z’" indicado.
Paso 2: Analisis de la superficie de contacto.
Segtin nuestro Sistema de Coordenadas: dA = dy’ dz
Paso 3: Expresion de la presion.
La expresion de la presién es: p = pgh = pg(h, + asina — 3’ sin ).
Paso 4: Componentes horizontal y vertical de la fuerza hidrostatica total.

a) Fuerza Horizontal: es la fuerza sobre la proyeccién vertical de la superficie.
Obtenemos:

1
Fy = Epgbasina (asina + hy,) .

b) Fuerza Vertical: es el peso de la columna de fluido que queda por encima de
la superficie.

1
Fy = pg<§asina acosa b+ acosa h0b> .
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Por lo tanto, la fuerza hidrostatica total sera:

—
A

1 1
Fr = épgba sina (asina + h,) @ — pg<§a2b sin« cos « + abh,, cos oz) 7

Para simplificar, tomemos h, = 0, de manera que la superficie sumergida
corta la superficie libre del agua (los célculos para h, # 0 siguen pasos similares
pero salen expresiones mas engorrosas):

= 1
|Fr| = §a2b sin apg .

Es decir, la presion en el centro geométrico de la placa multiplicada por el drea
(como hemos visto antes, esto es un resultado general).

Paso 5: Igualamos el momento total a la suma de momentos infinitesimales:

\Er| Yo = //y’ df
b a
= pg/ / y'(asina —y'sina) dy'dz’ =
z=0Jy'=0

1
= gpgba?’ sina .

Paso 6: Obtencién de la coordenada.
s |Fr| = La®bsina pg

l _1 3 &
= |Fr|y,, = gpgba’sina

Por lo tanto, la posicién del centro de presiones es:

Yo = %pgbag‘ sina la
CP — 1 97 .~ — Q%:
ta’bsinapg 3

Es decir: = y(p = 3a.

Nota importante: Este resultado se repite con frecuencia. Pero solo es cierto
para el caso en el que las superficies sumergidas cortan la superficie libre del
fluido estéatico. Es decir: si h, # 0, entonces y.p # %a. (Comprobar como
ejercicio).
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Anélogamente, podemos obtener la posicion del centro de presiones en el eje

z.

R 1
Fr| zpp = Z'pglasina — ¢ sina) dy'dz’ = ~pgb®a*sin .
cP ’ 4
placa

Y, por tanto,

1pgb*a®sin o 1b
zop = o = =b.
or %aQbsin apg 2

iOjo! Estos valores se han obtenido teniendo la consideracion de que h, = 0. Esto
no es lo que nos pedia el enunciado inicialmente ya que h, # 0. En ese caso no salen

expresiones tan sencillas (comprobar).

Solucion:
_ 1
" Ty = 30COSQ
I
" Yo = zasina
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Hemos resuelto el problema anterior mediante integracion directa. A partir del re-
sultado, démonos cuenta de dos cosas:

» El CP esta a la misma altura que el CP de la proyeccién vertical de la superficie
inclinada. Dicho de otra forma: el CP estd en la linea de accién de la Fly
(LAFH). Esto pasa siempre para superficies planas inclinadas.

» El centro geométrico (y por tanto el centro de masas) de la columna de fluido
que queda por encima de la superficie inclinada queda justo en la vertical del
CP. En otras palabras: el CP estd en la linea de accién de la Fy (LAFV) (que
viene determinada por el peso de la columna de fluido). Esto pasa siempre.

Centro geométrico del

- volumen de fluido.
La linea de accién del
peso pasa por ahi.

\___queda lugaraF,
/)
/
"CP" de la Fy X

Figura 33: Puntos importantes

Para poder sacar partido de esta informacion, introducimos la siguiente subseccién.

4.3.1. Calculo del Centro de Geométrico de una figura

El centro de gravedad de una columna de un fluido uniformemente denso estara en
su Centro Geométrico (CG). Si hay simetria suficiente para reducir el problema a un
célculo bidimensional (en caso contrario tendremos que usar integrales de volumen),
el CG se puede obtener mediante el balance de momentos geométricos de la siguiente
manera:

Azxcg = / / r dA <= Momentos Geométricos.
A
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Pongamos como ejemplo el caso anterior. Necesitamos la ecuacién de la recta que
representa la superficie sumergida en la figura previa:

y

" Ecuacion de la recta

-
/ > y=0+1g (0)

La

X

2

El 4rea del tridngulo viene dada por A = 1a?sin a cos a.

2

La coordenada x del centro de geométrico se obtiene enseguida:

acosa asin acosa asina
AﬂUCG://wdA:/ / a:dydx:/ x[y} dr =
A =0 y=x tan o =0 Ttan o

a Cos &
:/ z(asina — rtana) dr =
=0

2 ZL‘3

m . a Ccos &
= [—asmoc— —tana] =
2 3 0

1 1 1
= §a3 sin o cos? o — §a3 sin a cos? o = ga?’ sin o cos? o

Y por tanto:

1
— Tog = gacosoz

En efecto: jla coordenada x del centro de presiones coincide con la coordenada x
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del centro geométrico del volumen de fluido que queda por encima! Y ahi es don-
de se aplica el peso de esa columna de fluido. Por tanto, la linea de accion de la
fuerza vertical (LAFV) tiene la misma coordenada z que el centro de presiones.
Resumiendo:

e e Nota: Equivale al centro de presiones.
TpArv = Tog = Tcp q p

Por otro lado, la coordenada y del centro de presiones de la proyeccion vertical de
la superficie sumergida se obtiene como ya vimos para superficies verticales:

p = pgh = pglasina —y).

1
Fy = §pgba2 sin® .

=0 y=0

b asino asina
Fy yrarn = //ydfz/ / ypg(asina —y) dydz = pgb / asina y —y* dy
A z=0Jy
2

37asina 1 1 1
= pgb [a sin « % — %}o = pgbba3 sin® a — ga?’ sin® a] = gaBbpg sin® a
Y por tanto:
1 . Yrarn = Ycc = Yoa
= YLAFy = §a Sin o

De esta manera vemos que se confirma lo que ya habiamos anunciado. Hacemos un
resumen de la situacién para superficies planas sumergidas:

= El centro de presiones se encuentra donde se cruzan las lineas de accion de las
fuerzas horizontal y vertical.

= La linea de accién de Fpy es horizontal y pasa por el CP de la superficie
vertical proyectada.

» La linea de accién de Fy es vertical y pasa por el centro de masas (es decir,
el centro geométrico) del volumen cuyo peso coincide con Fy .

= Con eso podemos calcular el Centro de Presiones (CP).
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4.4. Centro de Presiones en Superficies Curvas

Visto lo que ocurre para superficies planas, pasamos ahora a dar directamente cémo
obtener el CP para superficies curvas.

,S ~ T T T TN

T

CP

Figura 34: Superficie curva

Para poder obtener el Centro de Presiones de una superficie curva seguiremos los
siguientes pasos:

1. Calcular el CP correspondiente a la proyeccion vertical de la superfice.

Realizar este cdlculo nos permitira obtener la coordenada y;arpg de la linea de
accién de la Fuerza Horizontal.

Figura 35: Paso 1.
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2. Calcular el Centro Geométrico (CG) del volumen que produce la Fy, o sea z¢g.
Eso nos permitira obtener la coordenada xpary = o de la linea de accién
de la Fuerza Vertical . A y

Figura 36: Paso 2

3. Con los dos pasos anteriores, tenemos las coordenadas x e y de un punto que
NO tiene por qué estar en la superficie sumergida. Por tanto, NO es el CP.
En este paso se comprobara si pertenece o no a la superficie.

-

/ P(XLAFV ) yLAFH)

YLAFH

Figura 37: Paso 3
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4. Para calcular el centro de presiones, vamos desde el cruce de las lineas de accién
hacia la superficie sumergida siguiendo una recta con la direccién (es decir,
con la pendiente) de la fuerza hidrostatica total Fr = Fiy @ — Fy J.

El punto de

P (Xuarv, Yiarn) corte es el CP

Figura 38: Pasos 4 y 5

Para eso, hace falta calcular la ecuacién de una recta que pasa por las coorde-
nadas obtenidas en los pasos 1y 2 (parv,Yrarm), y que tenga una pendiente:

F; -
m= j:F—V (Componentes de Fr) (23)
H

El signo dependera de cémo esté situada la recta con respecto al sistema de
coordenadas elegido. Conocidos estos datos, la ecuacién de la recta (de tipo
punto-pendiente) que pasa por el centro de presiones sera:

Y =Yrarg + m(x — xpapy) (24)

5. Obtencion de las coordenadas del C.P.
Esta ecuacién (24), junto con la ecuacién que especifica la superficie
curva sumergida, es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, que re-
solviéndolo obtenemos las dos coordenadas del centro de presiones (zcp, yop).

i Veamoslo con el siguiente ejemplo!
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Problema 4.5. En la siguiente figura se ilustra una superficie curva expuesta a fuer-
zas hidrostdticas. Se trata de una superficie de seccion circular con una profundidad
igual al radio R (el agua llega al borde), y ancho b.

Figura 39: Ejemplo CP superficie Curva

Para calcular el centro de presiones de la superficie nos conviene cambiar el sistema
de coordenadas. En la mayoria de los ejercicios que se han ido resolviendo a lo lar-
go del tema, el Sistema de Coordenadas estaba colocado en el fondo del fluido, de
manera que la coordenada y era positiva a medida que se acercaba mas a la super-
ficie libre. En este caso, por comodidad, colocaremos el origen del nuevo sistema de

coordenadas en el centro de curvatura.
Nota: El signo es +

ya que segun nuestro
sistema de coordenadas,
y es positivo hacia el
fondo y x es positivo
hacia la derecha.

Fpr=Fyi+Fyj

Teniendo en cuenta lo explicado en las primeras secciones de este tema, la fuerza
horizontal y la fuerza vertical que actia sobre esta superficie es:

1

Fy = §PQbRQ
1

Fy = Zﬂpgb]??
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Paso 1: Calculo de ypary.
Nos fijamos en la proyeccién vertical (P,.). Segun el sistema de coordenadas
elegido la presién es p = pgy, por lo tanto,

b R
1
Fy Yparn = // y df = / / pgy? dydz = ~pgbR’
ver z=0 y:O 3

= Fy = 3pgbR?

» Fy yparn = 5p9bR> Es decira 2R de
9 la superficie libre
YLAFH = gR 0a %R del fondo.

~ LAFH

S/

Figura 40: Paso 1: Determinacion de yparg

Paso 2: Célculo del CG del Area A, que se corresponde con el volumen de la co-
lumna de fluido que queda por encima de la superficie (zpapy = Tog).

l’ch_//l'dA,
A

donde A es el area de cuarto de circunferencia , es decir:

T
A=—R?
4R

Para saber entre qué intervalos hay que integrar, recordemos la Ecuacion de
una circunferencia:

24y = R
Donde si despejamos y = y = £V R? — x?

Donde si despejamos x = x = ++/ R? — 32
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Entonces,
RopVE-y? | 1 1 R?
a:ch:/ / xd:vdy:/ (R =y dy=~(R* - -R*) = —
y=0 J =0 y=0 2 2 3 3
4 4
== Tog = 5—R= Tparv = ;—R
3T 3T

Paso 3: Comprobacién de la localizaciéon del punto P donde se cruzan las lineas de
accion.

Dibujandolo:

| LAFV

Figura 41: Paso 2 y 3. El punto P=(zparv, Yrary)

Vemos que el punto P tiene las siguientes coordenadas P = (+=R, %R) y NO

3
estd en la presa. Verifiquémoslo numéricamente:

16 4
T arv Y Ary = (W}?) + (§R2) ~0,62...R* # R* =¢ presa

Paso 4: Ecuacion de la recta que pasa por P.
La pendiente sera (jel signo es positivo por el sistema de coordenadas!):

By iﬂpgsz oo

e Fy %,ogbR2 2
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Con esto la ecuacion de la recta serd:

Paso 5: Resolucién del Sistema de ecuaciones.
Las dos ecuaciones que tenemos son los siguientes:

y=3T
2 4 y? = R
Sustituyendo,
2yt = R?
2
2 m 2) _ R?
x° + ( 1 T
2

<1 + %)xz =R?

4R? 2R
— 4 — 4
v 4+ V4 -+

Nota: La interseccién de una circunferencia y una recta son dos puntos, de manera
que para cada valor de x¢p tendremos su correspondiente ycop, obtenida de sustituir
en la ecuacion de la recta o de la ecuacion de la circunferencia.

2R Rr

2R _ __ _Rm
Vits — Yor =TT

Segin nuestro Sistema de Coordenadas nos interesa el Positivo.

s Para xop = —

Sol: = |xzcp =~ 0,53R; ycp ~0,84R
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Nota Importante: Siempre ocurre que la fuerza hidrostatica sobre una superficie
de seccion circular pasa por el centro de la circunferencia, es decir, la linea de accién
de la fuerza total pasa por el centro de la circunferencia.

= Yiaen M ( X=X apy)

Figura 42: Paso 4 y 5. Resultados ejemplo.
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5. Instrumentos de Medida de la Presion

5.1. Presion Absoluta y Presion Relativa (Manométrica)

Todo lo visto anteriormente se puede resolver también haciendo uso de la presion
absoluta. La equivalencia se debe a que al usar presiones absolutas (P,s), la presion
atmosférica (P ) es una constante que se anade a todas las presiones manométricas
(Pran) usadas. Esto se puede observar en la siguiente ilustracion:

P
Pags MAN

I<

HHHM

5.2. El Mandémetro

Un mandémetro es un instrumento de medida que permite medir la presién de un
fluido en un recinto cerrado. El mecanismo estd basado en que una columna de
liquido puede usarse para medir diferencias de presion.

Ap=—pgAz 1z (25)
Ap .
= Az=——( Obien Ap=pgAh )] h (26)
P9
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Como se aprecia en la siguiente ilustracion, el manémetro consta principalmente de
un tubo en forma de U de vidrio o plastico que contiene uno o més fluidos. Normal-
mente suele usar mercurio, agua, alcohol o aceite. A continuacion, observamos que
se desea medir la presion en un tanque de gas, por lo que una parte del manémetro
se colocara en el tanque (1) y, por otro lado, se dejara el segundo orificio abierto a

la atmosfera.
I:)atm

Tanque de Gas

Ah

(1) (2)

Debido a que la presién es la misma en planos horizontales, en los puntos (1) y (2)
tenemos igualdad de presion, es decir py = py <= hy =hs =h

Pman = PgAh = Dabs — Patm = /)gAh (27)

Y, por ende la presion absoluta en 2 serda: Py = Py, + pgh

Consideraciones a tener en cuenta:

= La forma del mandémetro no es relevante mientras sea lo bastante grueso.

= Si hay varios fluidos, hay que tenerlos en cuenta por separado, atendiendo a
su densidad.

i Veamoslo con el siguiente ejemplo!
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Problema 5.1. Medicion de la presion con un mandmetro de fluidos

maltiples.

(Cengel, pg.73, Ejer-3.3)

El agua en un tanque se presuriza con aire y se mide la presion con un manometro de
fluidos maltiples, como se muestra en la figura (43). El tanque estd en una montana
a una altitud de 1.400 m, donde la presion atmosférica es de 85,6 kPa. Determinar
la presion del aire en el tanque st hy = 0,1 m, ho = 0,2 m, y h3 = 0,35 m. Tome las
densidades del agua, el aceite y el mercurio como 1.000 kg/m?3, 850 kg/m?, y 13.600

kg/mg, respectivamente.

Patm

ercurio

Figura 43: Ejercicio Manémetro con fluidos multiples

Paso 1: Datos.

Pt = 85, 6kPa = 85.600 N/m?

hl = 0, 1m
h2 = 0, 2m
hs = 0,35m

Aceite: pg. = 850 kg/m?
Mercurio: ppy, = 13.600 kg/m?
Agua: pagua = 1000 kg/m?
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Paso 2: Resolucién.

Recorremos el manémetro desde la presion conocida:

Pa = Patm

Do = Pa + PHgIN3 = Patm + prgghs
Pe = Db — Pac gh2

Pd = Pe — Pagua 91

Por lo tanto, la presion del aire sera:

Daire = Pd = Patm + PHg ghB — Pac th — Pagua ghl =
= Patm + g (h3 PHg — h? Pac — hl pagua) =

N m

= 85.600—2 + 9, 81—2 (13.600 - 0.35 — 850 - 0.2 — 1000 - 0.1)—=
m s

=129,6 kPa
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5.3. El Barometro

Al igual que el manémetro, el barémetro es un instrumento de mediciéon de la pre-
sion, aunque, a diferencia del anterior, un barémetro permite obtener el valor de la
presion absoluta del medio; por ejemplo, la presion atmosférica absoluta. Esta es
la razén por la que se suele hacer referencia a la presion atmosférica como presion
barométrica.

El primer fisico en probar de manera concluyente la medicion de la presion atmosféri-
ca fue Evangelista Torricelli, por lo que la forma de realizar esta medida se conoce
como la Experiencia de Torricelli. Esta experiencia consistio en invertir un tubo lleno
de mercurio en un recipiente lleno de este mismo fluido, con la particularidad de que
éste se encontraba abierto a la atmosfera. Podemos ver un barémetro basico en la
siguiente figura (Fig. 44).

V?‘L 77777 i

Atmosfera

-

Mercurio

Figura 44: Barémetro Basico

En la ilustracion podemos definir dos puntos claramente diferentes, un punto b
a la altura de la flotacion del recipiente, donde la presién es igual a la presién
atmosférica y otro punto c, situado en la superficie libre del tubo, donde la presion
es practicamente nula debido a que sélo existen gases de mercurio. Con estas dos
consideraciones, la presion atmosférica se puede expresar de la siguiente manera:

Patm = Pgh

Siendo en este caso p la densidad del mercurio, y h la altura de la columna de mer-
curio por encima de la superficie libre. Con el experimento de Torricelli se demostro
que a nivel del mar la altura de la columna de mercurio ascendia a 760 mm. Si
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en vez de mercurio usaramos agua para medir la presion atmosférica, se necesitaria
una columna de agua de alrededor de 10,3 m.
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6. Aplicacion de la Estatica de fluidos

Para un ingeniero naval, la estatica de fluidos tiene aplicaciones para el cédlculo de
estructuras que estén expuestas al mar o deban contener liquidos. Pero quizas la
aplicacién mas importante sea el estudio de la estabilidad en buques.

El objetivo en esta ultima seccién serd introducir algunos conceptos de Teoria del
Buque y dar las bases del estudio de la estabilidad de cuerpos flotantes.

6.1. Vocabulario
6.1.1. Dimensiones Principales
Eslora [ = Length o E]

Es la dimension del barco en sentido longitudinal, es decir, de proa a popa.
Aunque hay distintos tipos de esloras, nos centraremos en la eslora entre per-
pendiculares. Se define la eslora entre perpendiculares (Lpp) a la dimensién
longitudinal de trazado del casco del buque, medida horizontalmente entre las
perpendiculares de proa y popa.

Manga [B= Beam o M]

Es la dimension del barco en sentido transversal, de estribor a babor.

Puntal [D = Depth o P]

Dimension en sentido vertical, definido desde el fondo hasta cubierta principal.

Calado [T= Draft o C]

El calado es la distancia vertical correspondiente a la parte sumergida del bu-
que.

6.1.2. Puntos Notables

Antes de comenzar con el analisis de la estabilidad de un buque, debemos de iden-
tificar cuatro puntos significativos que tiene un buque y algunos otros conceptos
basicos. Nos centraremos principalmente en la vista transversal del buque. Estos
son:
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» Centro Metacéntrico / Metacentro (M): interseccién de la vertical a
través de los centros de empuje con el plano de crujia para dos angulos de
escora consecutivos. El metacentro es el punto alrededor del cual gira la linea
de accion del empuje. Para angulos pequenos, éste se mantiene fijo.

» Centro de Gravedad (G): El centro de gravedad es un punto imaginario
donde actia la resultante de la fuerza gravitatoria.

» Centro de Carena o de Empuje (C o B): es el centro de gravedad o centro
geométrico del volumen de carena para la flotacién considerada. Es el punto
de aplicacion de la fuerza empuje.

» Fondo del buque o centro de quilla (K).

» Radio Metacéntrico (CM): Es el segmento de recta que une cada centro de
carena con su metacentro. Corresponde al momento de inercia de la superficie
de flotacion entre el volumen de carena.

» Volumen de carena (V): Volumen de la parte sumergida del buque a una
flotacién considerada.

» Altura Metacéntrica (GM): Es la distancia entre el metacentro (M) y el
centro de gravedad (G). Veremos que la estabilidad depende de este parametro.

» Brazo de estabilidad transversal (GZ): Equivale a GZ = GM, sin 6.

» Brazo de estabilidad longitudinal (GS): Equivale a GiS = G sin.
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M - Metacentro

<<
GM

CM o BM

G - C. Gravedad

KM

C o B -c.carena

\ K - Fondo /

~—Plano Diametral
"~ o Linea de Crujia

KG

KC o KB

=

Figura 45: Puntos Notables

6.2. Principio de Arquimedes

El principio de Arquimedes afirma que todo cuerpo sumergido en un fluido experi-
menta un empuje igual al peso del fluido desalojado.

Pensemos ahora en un cuerpo parcial o totalmente sumergido en un fluido en reposo.
Este fluido ejercera presiones sobre las distintas partes de la superficie del cuerpo,
siendo mayor a mayor profundidad. La fuerza total que ejerce el fluido sobre el
cuerpo sumergido se denomina empuje (T).

Para demostrar el Principio de Arquimedes, veamos la siguiente figura (Fig. 46), en
la que se aprecia un objeto que ocupa un volumen V y se encuentra sumergido en
un fluido en estado liquido y en reposo. Al volumen de la columna de fluido que se
encuentra encima del objeto se le denominara V. Para poder obtener el empuje,
partimos la superficie del objeto en dos trozos, un tramo superior (a) y un tramo
inferior (b), y calculamos la magnitud de las fuerzas que se ejercen en cada trozo,
Fy, (peso de la columna de fluido que queda encima) y Fy, (peso de la columna de
fluido que quedaria encima):

Peso de Vo = Fy, = —pgVe
Peso de Vo +V = Fy, = pg(Ve + V)
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Figura 46: Principio de Arquimedes

La suma de ambas fuerzas proporciona el empuje:
T = Fy, + Fy, = pgV  hacia arriba

Por supuesto, para que flote el objeto, el empuje debera ser igual al peso.

6.3. Flotacion y Estabilidad

A partir de aqui seguimos parcialmente el libro de White [1], aunque también hay
otros criterios [2, 3].

Cuando estudiamos cuerpos sumergidos, no solamente es importante conocer el valor
del empuje, sino como actia el empuje sobre los cuerpos. Esto resulta ser crucial
para poder conocer la capacidad del cuerpo de recuperar su estado de equilibrio.

La estabilidad longitudinal en buques (es decir, con respecto a lo largo de la eslora)
es muy considerable, por lo que es mas importante ver qué le ocurre al buque en
sentido transversal, o sea, cuando se inclina o escora a babor o estribor.

. Qué quiere decir que un cuerpo flotante es estable? Un objeto semi-sumergible se
dice que es estable si al escorarlo un poco (inclinacién en sentido transversal) es
capaz de volver a su posicién de equilibrio (adrizado). Esto solo ocurrird si aparece
un momento restaurador.
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6.3.1. Analisis de Estabilidad

Sea una superficie semisumergible que se encuentra flotando entre dos fluidos con
distintas densidades, como es el ejemplo de un buque. Cuando se encuentra sobre un
fluido en reposo aparecen dos fuerzas, el peso y el empuje, que son iguales en modulo
y opuestas. Los puntos de aplicacion de estas fuerzas son el centro de masas o de
gravedad (G) y el centroide del volumen sumergido, es decir, el centro de carena (C
o B). Analicemos los dos casos siguientes:

= Si el buque estd en equilibrio (adrizado), el centro de carena y el centro de
gravedad estaran alineados y se encontraran en el plano diametral o plano de
crujia (Fig 47). Peso y empuje son fuerzas iguales en la direccién vertical y de
sentido opuesto, de forma que el buque esta en equilibrio.

-

CL

Figura 47: Situacién de adrizamiento. Buque en equilibrio.

= Como consecuencia de fuerzas externas como el viento, carga interna u oleaje,
el buque puede verse escorado un cierto angulo, provocando una inclinacién
respecto a la crujia. Una variacion del angulo implica una nueva posicién del
centro de empuje (B ~» B’), determinando el Metacentro (M), que se corres-
ponde con el cruce de la vertical desde B’ con el plano de crujia. Como veremos
en el ejemplo mas adelante, la estabilidad estatica nos dice que para pequenos
angulos de escora el metacentro no varia su posicion. Esta es la razoén por la
que se suele denominar metacentro inicial.

Segun la posicion relativa de G con respecto al metacentro M podremos deter-
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minar si el buque volvera a su posicién de equilibrio, ya que, para un pequeno
angulo 6 de escora, pueden darse tres situaciones:

e Que el Metacentro se encuentre por encima de G (KM > KG), lo que
significa que el par generado por la escora es adrizante. En este caso,
se dice que el buque es Estable o posee Equilibrio estable (altura
metacéntrica positiva GM > 0).

e Que el Metacentro se encuentre por debajo de G (KM < KGQG), por lo
que el par generado es escorante, es decir, el buque tiende a escorarse
apartandose cada vez més de su punto de equilibrio. En este caso, se
dice que el buque es Inestable o posee Equilibrio Inestable (altura
metacéntrica negativa GM < 0).

e KM= KG: En este caso el Metacentro coincide con G, por lo que no
se genera par de fuerza. Esto quiere decir que el buque navega con la
escora que tiene y se dice que el buque tiene Estabilidad Indiferente
o Equilibrio indiferente.

¥
o

e 10

Figura 48: Estabilidad de buque escorado. Izquierda buque estable. Derecha buque
inestable.

Consideracién Importante: Para un objeto de seccién transversal constante
(Pontona), los calculos de estabilidad son mas sencillos. En el caso de un buque esto
no es asi. Debido a las caracteristicas del proyecto, la carena del buque (casco) no
se suele disenar de manera que tenga una seccion transversal constante, implicando
que los calculos sean mas complicados. Ademas, es importante resaltar que un buen
calculo de estabilidad garantiza entre otros muchos aspectos la navegabilidad del
buque.
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Problema 6.1. La gabarra de la figura posee seccion transversal rectangular cons-
tante, semimanga b, calado T. Se inclina un dngulo 6.

a)Determinar la altura metacéntrica GM para inclinaciones pequenas.

b)sPara qué rango de % la gabarra es estaticamente estable?

\

(; 7/ —— T
G

Figura 49: Gabarra seccién transversal constante

Sea la manga de la gabarra B = 2b. El volumen sumergido (volumen de carena) se
puede obtener como el producto del area transversal sumergida por la eslora.

V = Ap, L

umergida

Ar,

sumergida

= Ayectang = B - T = 20T

Cuando la gabarra se escora un angulo 6, el volumen sumergido se mantiene cons-
tante, ya que el empuje debe seguir compensando el mismo peso.
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Ll

Figura 50: Gabarra escorada

a) Para obtener la altura metacéntrica un primer paso sera determinar el centro
de carena de la parte sumergida de la gabarra tras la inclinacién (B’). Esto se
consigue calculando 1, que es la separacion horizontal desde el nuevo centro de
carena hasta el plano de crujia (diametral).

La coordenada horizontal 1 del centro de carena tras la escora, B’, se obtiene
a su vez haciendo el calculo del centro geométrico del area sumergida A:

At=[[ aaa, (28)

donde x es la distancia de cada punto del area A a la vertical.

Para facilitar los calculos partimos la integral en dos trozos, un tramo trape-
zoidal y otro trozo triangular.
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Figura 51: Tramos de area

/Adi:/Aldi+/Azdi (29)

Analizando bien la figura anterior, observamos que el trozo triangular de la
izquierda (Babor) posee igual drea que el tridngulo que se incrementa al nuevo
volumen sumergido.

AL\

Figura 52: Zonas sumergidas
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/ o / —_ A/
ATsu'me'rgida _ A2 + Al ) Al - Al

A2 = Arec - All

V' = LA,

sumergida

= L(A2 + All) = L(Arec - Al + Al) = LArec
= V' = V = el volumen sumergido se mantiene constante

Esta fragmentacién en dreas con geometria conocidas nos permite separar la
integral (29) y sustituir cada una de las integrales que se obtienen para cada
pieza por el producto del area por la coordenada de su centroide:

// $dA+// :vdA:// di—l—// di—// xdA =
Ay As Ay Arec A
= Aydy + Aveelree — AYdy
Siendo:
= d; = la distancia del centroide del triangulo de area A; a la vertica.
» d} = la distancia del centroide del triangulo de adrea A a la vertical.

» d... = la distancia del centroide del rectangulo de area A,.. a la vertical.

Ll

F' d!

d’ec

Figura 53: Areas y Distancias
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Con eso:

AT l = Al d1 -+ Arec drec - All dll (30)

Como sabemos, el centroide de un triangulo queda a % de su altura. Hay que
tener en cuenta la inclinacién un angulo €, con lo que las distancias son:

2
dy = gbcosﬁ
2
dy = —dy = —=bcos b
3
Ayee = —lTsiné’
2

Analizando correctamente la geometria de las distintas formas obtenemos los
siguientes datos:

Ap = 20T
A= Al = base - altura _ b-btanf _ le tan 0
2 2 2
ATeC = ATsumergida = 2bT

Sustituyendo en (30):

AT l :Al dl + Arec d’/’ec - All dll
20T = <1b2 tan 9) <2bcos 9) + (2bT)< - 1T sin 9) - <1b2 tan 9) ( — 2bcos 9)
2 3 2 2 3
2071 = %b3 sin® — T?bsin 6 + %b?’ sin 6
2.5 . 2
2071 = §b sinf — T*bcos

152 1
[ = 3T sin 6 — ETCOSQ
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Cuando el dngulo de escora es muy pequeno (jOjo! EN RADIANES) las
funciones trigonométricas se pueden aproximar a :

S0 <K= sinf ~ 0
cosf ~ 1
tanf ~ 0

Por lo tanto, | quedara de la siguiente manera:

121
l=>20—=T
57! 1Y

b) Para saber que rango de semimanga - calado es estable deberemos saber que
en buques, para alturas metacéntricas positivas, se considera estable. Por lo
tanto, calculemos la altura metacéntrica para angulos pequenos:

<0
-

Figura 54: calculo de GM
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= GMsing— M — L 10 Ly
- m 93T 2

St GM > 0 = E'stable

1 1 b\2 3
L Lrsg— (L)'
> U= T > 5

b
Para <T> > \/g la gabarra es estable.

Por lo tanto concluimos que cuanto mas ancha sea la gabarra, més estable
sera.
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