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Introduccion

INTRODUCC]ON

El titulo de esta memoria, Aportaciones ai estudio de la distribucién de Pélya:
caracterizacién y propiedades de su funcién de distribucién, sintetiza los resultados
fundamentales que hemos incorporado a lo largo de los cinco capitulos que conforman el trabajo

® Introduccion a los modelos de urna. La distribucion de Polya.

® Caracterizaciones de la distribucion de Polya.

® Descripcién de la distribucion de Polya como distribucion binomial generalizada.
Aplicaciones.

@ La funcion de distribucion de la distribucion de Polya.

° Una acotacién para la funcién de distribucién de la distribuciéna de Polya.

El primer capitulo tiene caracter introductorio. La primera parte esta dedicada a los
modelos de urna. Se parte del modelo de urna de Polya y se recogen los modelos derivados asi
como la relacion con otros modelos. Esta parte concluye con un esquema-resumen que hemos

elaborado para esta memoria y que contiene veintinueve casos particulares.

La segunda parte de este primer capitu'o sirve para introducir la distribucion de Polya a
partir del modelo de uma de Polya. Sobre la correcta denominacion de esta distribucion existe una
cierta polémica, referida en este capitulo, que ha originado que autores distintos utilicen distintos
nombres cuando se refieren a ella. # margen de estas discusiones y sin realizar consideraciones
sobre lo adecuado de su nombre y solo por utilizar una notacion que ademas de breve es la mas
usual, en esta memoria se va a emplear la denominacion de Distribucion de Polya

El modelo de uma que da origen a la distribucion de Polya se va a plantear de {2 siguiente
manera:

“Consideremos que una urna contiene M bolas blancas y N-Af bolas negras
(o alternativamente, p/N bolas blancas y gV bolas negras, siendo N el total de bolas
de la urna, p la proporcion de bolas blancas y g~ /-p). Se extrae sucesivamente
una bola de la urna y una vez observado su color es reemplazada junto a ¢ bolas
mas del mismo color. El proceso se repite n veces.”
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tntroduccion

La variable aleatoria que indica el niimere de bolas blancas extraidas se dice (ue sigue una
distribucion de Polya de pardmetros N, M, n y ¢. Dicha distribucibn serd notada P(N,M,n,c) o,

alternativamente, P(N,p,n,c).

Del mismo modo que a partir del modelo de urna de Polya se derivan otros modelos de
urna, de la distribucion de Polya se derivan otras distribuciones relacionadas con estos nuevos
modelos. Utilizando este paralelismo se introducen las distribuciones derivadas.

La distribucion de Pélya se encuentra a su vez incluida como caso particular en otras
familias de distribuciones y a ellas se hace referencia a continuacion destacando, por el especial
interés que tiene en este trabajo, la distribucion binomial generalizada o distribucion binomial de

Paisson.

El capitulo concluye recogiendo algunas propiedades de la distribucion de Polya que hacen
referencia a sus momentos y a su funcién generatriz de probabilidad Una extension al caso
multivariante establece el punto final de un capitulo que se justifica en la presentacion del objeto

de estudio.

En el Capitulo II se recogen nuestras primeras aportaciones en esta memoria que se
concretan en la obtencion de dos teoremas de caracterizacion de la distribucion de Polya.
Queremos destacar que, aunque las | ‘opiedades de la distribucion de Pélya han sido ampliamente
estudiadas, son escasas las caracterizaciones que existen de esta distribucion. En la exhaustiva
revision bibliografica que hemos efectuado sélo hemos encontrado la debida a Janardan (1984).
Dicho autor afirma en su trabajo que hasta la fecha se desconoce la existencia de alguna

caracterizacion para la distribucion de Pélya.

Nuestras caracterizaciones van a estar referidas a distribuciones de Polya P(N,M,n,c) con
parametro reemplazamiento negativo. Como en fanardan (1984) exigiremos al parametro c la
condicion (-c)(n-1) < min{ M ; N-M } que garantiza que el rango de la distribucion es [0,n],

también llamado rango completo.

Ambos teoremas de caracterizacion van a estar basados en el comportamiento de la
distribucion de Polya frente a mixturas. En este sentido, se obtiene en el Teorema 2 1 un resultado
previo referente a la mixtura de la distribucion de Pélya con parametro reemplazamienio negativo
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‘con otra distribucion de Polya cualquiera. De este teorema se sigue el Corolario 2 2, que coincide

con un resultado de Ramos (1989) y que aqui se obtiene como un caso particular del nuestro.

La primera caracterizacion obtenida, Teorema 2.3, se basa en la mixtura de la distribucion
de Pélya con una distribucién binomial. Si se particulariza el resultado para el caso en que ¢ = -1,
se obtiene el teorema de caracterizacion de la distribucion hipergeométrica dado en Skibinsky
(1970).

La segunda caracterizacion obtenida, Teorema 2.4, se basa en la mixtura con otra
distribucion de Polya. De nuevo, particularizando el resultado para ¢ = -1 ¢n el Corolario 2.5 se
obtiene el teorema de caracterizacion para la distribucion hipergeométrica dado en Ramos y
Oliero (1989).

En el Capitulo IIT se hace referencia a la distribucién de Polya como distribucion binomial
generalizada de la que ya se ha hablado en el Capitulo I. Ollero y Ramos (1995) describen una
subfamilia del sistema de Pearson discreto como distribuciones binomiales generalizadas o
binomiales de Poisson y prueban que las distribuciones de Polya con parametro reemplazamiento

negativo pertenecen a esta subfamilia.

Como consecuencia de la descripcion de la distribucion de Polya con parametro
reemplazamiento negativo como distribucion binomial generalizada, propiedades asociadas a esta
ultima distribucion son aplicadas en el citado trabajo para, en unos casos, obtener resultados
acerca de la distribucién de Pélys que de otra forma serian dificiles de probar y, en otros casos,
escribir de una manera més simple propiedades ya conocidas de esta distribucidn.

Concretamente,

- se localiza la mediana y la moda,

- se da un resultado sobre la forma de la distnibucion del que se deriva. como caso
particular, la unimodalidad fuerte de la distribucion de Pdlya,

- se obtiene un resultado que permite la comparacién de las funciones de distribucion de
la distribucion de Pélya y de la distribucion binomial aproximante en todo punto salvo en
los pertenecientes a un intervalo de indeterminacion de amplitud unidad. Como
consecuencia,

- se prucba la aplicabilidad del intervalo de confianza y test de hipotesis para el parametro
proporcin binomial al caso del correspondiente para.netro eu !a distribucion de Pélya.
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Respecto del resultado que permite comparar las funciones de distribucién de las

" distribuciones de"P"élya P(N;p,n,c), ¢<0, y binomial B(n,p), queremos destacar aqui que en el

Capitulo V, como conclusién del estudio que ahi desarrollamos, vamos a mejorar este resultado
consiguiendo que la comparacion sea factible en todo punto salvo en un intervalo que esta
contenido estrictamente en el intervalo de indeterminacién obtenido en Ollero y Ramos (1995).

Nuestra aportacion en el Capitulo III se concreta en unos resultados sobre la distribucion
de'la suma y diferencia de variables aleatorias independientes que siguen distribuciones de Polya
con parametro reemplazamiento negativo. Probamos que en ambos casos la distribucion resultante
es binomial generalizada, si bien en el caso de la diferencia se trata de una distribucién desplazada.
Estos resultados los obtenemos teniendo en consideracion, de una parte, uh teorema de
caracterizacion dado por Ollero (1988) para la distribucion binomial generalizada. Los resultados
obtenidos son presentados en los Corolarios 3.1 y 3.3, respectivamente. Por otra parte, probamos
en el Corolario 3.2 que si la suma de dos variables aleatorias independientes y no negativas sigue
una distribucién de Pélya con parametro reemplazamiento negativo, ambas variables siguen
distribuciones binomiales generalizadas.

El Capitulo I'V lo dedicamos al estudio de la funcion de distribucion de la distribucion de
Pélya. Aqui no vamos a hacer ninguna restriccion sobre el parametro c, por lo que los resultados
que obtenemos seran validos para toda la familia de distribuciones de Polya P(N M.n,c).

En el Teorema 4.1, obtenemos el valor de la diferencia entre las funciones de distribucion
de las distribuciones de Palya P( M,n,c) y P(N,M+c n,c), llegandose una expresion sencilla.
De este teorema se derivan cuatro corolanos.

El primero de ellos, Corolario 4.2, proporciona la correspondiente expresion de la
diferencia de las funciones de distribucion de dos hipergeométricas negativas y es consecuencia
de la particularizacion del Teorema 4.1 al casoc = 1.

En el Corolario 4.3 se recoge la expresion de la diferencia entre las funciones de
distribucién de las distribuciones de Polya P(N,M-c,n,c) y P(N.M,n,c). Los dos siguientes
corolarios obtenidos, Corolarios 4.4 y 4.5, hacen referencia a la expresion de las diferencias de
las funciones de distribucién de variabies aleatorias hipergeométricas cuando aumentamos o
disminuimos en una unidad el niimero de bolas blancas de la urna, es decir, el parametro M.



Introduccion

Obtenemos mpectivamemé la expresion de la diferencia de las funciones de distribucion
de las distribuciones hipergeométricas H(N,M-1,n) y H(N,Mn) asi como de H(N,M,n) y
H(N,M+1,n) con objeto de calcular la segunda diferencia.

Estos resultados que aqui presentamos como particularizaciones al caso ¢ = -1 de un
resultado mas general, fueron obtenidos por Uhlmann (1966) en un estudio acerca de la
distribucion hipergeométrica, siguiendo una metodologia distinta.

Si en el Teorema 4.1 conseguimos una expresion para la primera diferencia, en el Teorema
4.6 desarrollamos la expresion de la segunda diferencia de !a funcion de distribucion de la
distribucion de Polya. Al igual que antes, no se establecen restricciones sobre el parametro

reemplazamiemo. Se observa que la segunda diferencia se anula para x=p(n-1).

De la particularizacion del Teorema 4.6 al caso ¢ = -1, se obtiene el Corolario 4.7 sobre
la expresion de la segunda diferencia de la funcion de distribucion hipergeométrica. Este
resultado, que aqui es un caso particular, también fue obtenido por Uhlmann (1966) siguiendo una
metodologia distinta.

En el Teorema 4.8 se comparan las funciones de distribucion de dos distribuciones de
Polya P(N,M,n,c) y P(N,M,n,c”). No se hacen restricciones sobre el signo del parametro
reemplazamiento, lo que hace posible comparar, de forma inmediata, las funciones de distribucion
de las distribuciones hipergeométrica negativa, binomial e hipergeométrica en dichos puntos,
como queda recogido en el Corolario 4.9.

rodos los resultados obtenidos en este capitulo son originales y van encaminados a ser
aplicados en la blisqueda de una acotacion para la funcién de distribucion de la distribucidn de
Pélya con parametro reemplazamiento negativo en términos de la distribucion binomial
aproximante, objetivo al que dedicamos el Capitulo V.

En efecto, en el Capitulo V nuestro objetivo es llegar a poder comparar la funcion de
distribucion de la distribucion de Polya P(N,p,n,c), ¢<0, con la de la binomial B(n,p) El resultado
al que llegamos permitira la comparacién de ambas funciones de distribucion en todo K salvo en
un intervalo de amplitud menor que la unidad. Con este resultado se mejora el obtenido por Ollerc
y Ramos (1995) ya que ahora se prueba que el intervalo de indeterminacion esta contenido
estrictamente en el alli obtenido.
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En este capitulo seguiremos la metodologia sugerida en Uhlmann (1966} en un estudio
acerca de la distribuci6n hipergeométrica. En esta linea, utilizaremos en ei desarrollo del resultado
dos funciones auxiliares Gy, ,.(p) ¥ Hy...(p) relacionadas ambas con Ia funcion de distribucic o
Fy,a.(x) de la distribucién de Pélya. Concretamente,

0 : x<0
- (m,e) (n-m.)
n N
Fypnd®) = PriXsx] = 1 g( m} (20 ang.n) ks ek o
1 vxz2n
“ e ‘l)
0 l‘c(n X - e
N r
. . X n (PN)(M.CJ(qN)(n-m.u ) - . &L‘(H'-x-*])
G”J'n":(p) m-l)[ M) N["‘C) ! N ot ! N
1 ; 0 s p< ..}
donde A% = A(A+c)(d+2c)...(A+(k-1)c) : A°% = ]
: §
= \ (m.c) (n-me)
_ n\ (pN)™XgN) . ,
Hy, . p) = ﬂlZO( . P ; 0spsi

que coincide con Gy, , () en el intervalo [—: ji 1 C("—;;_U ‘

Pag. 11



Si consideramos fijos los valores N, n y ¢, se tiene que, para todo x:0,1,...,n, y para todo
valor de p compatible ~on el modelo de urna asociado a la distribucion de Pélya con pardmetro
reemplazamiento negativo,

GraneP) = Hysnc® = Fypnc®) -

Obtendremos en primer lugar una serie de propiedades de estas funciones auxiuares que
conforman el apartado titulado Resultados Previos y que serdn necesarias para nuestr objetivo
final. Dichos resultados conducen a conseguir en primer lugar (Teorema 5.16), la cr.mparacién

de GN.:,a.c(p) Y GN-cJ.n.c(p) -
Segtddmmnte, teniendo en cuenta que para x:0,1,...n lim G, , (p) = G ,(p) donde,
v :

Fa bt

X

G,,) = Y ( ;)P’"(l-p)”'”’ ; 0sps

m=0

sc obtiene (Teorema 5.17) que, para 0<x<n-1<N,

0 si p=0
xN

>0 si 0<pgwm—————u
P (n-1)N-c)

GN ¢(p} - ‘G, (P) =
o g <0 s X_._cn-x-1) 2]
n-1 (n-1)}(N-c)

0 si p=1

A partir de aqui, sin més que tener en corsideracion que para todo x:0,1,...,n-1 y para cada
valor de p fijo compatible con el resto de parametros de la distribucion de Pélya,

};‘N,p‘n_c(x) = GN,I,H,C(p)
y /3 p,n(x) = G:_n@)

se obtiene (Teorema 5.19) que, para todo x:0,1,... n-1 (n>1),
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p(n-1)YN-c)y+e(n-1)

<0 si xs v
Fypne®) = F, (x)
e ” >0 si xpx2-DN-0)

N
donde con F,, estamos notando la funcién de distribucion de la binomial B(n,p).

A la vista de este resuhad6 se concluye que como maximo existe un unico valor de x
entero para el que la comparacién de las funciones de distribucié 1 de la distribucion de Péolya con
pardmetro reemplazarniento negativo y binomial de igual tamano muestral y valor esperado, queda
sin determinar. Concretamente, esto ocurre si x pertenece al intervalo

/= ( p(n-D(N-c)+c(n-1) . p(n-1)N-c)
N ' N '

Finalmente, se comprueba que I estd contenido estrictamente en el intervalo (pn-1,pn)
siendo este Gltimo el intervalo de indeterminacidn que se obtiene en Ollero y Ramos (1995) por
lo que, como avanzamos, conseguimos mejorar dicho resultado.
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CAPiTULO I

INTRODUCCION A LOS MODELOS DE URNA. LA
DISTRIBUCION DE POLYA

Este capitulo tiene caricler mntroductorio. Se preseatan los modelos de
urna especificando su utilidad ¢ importancia y describiendo una amplia sene de
modelos hasta coocretar el modelo de uma de Polva que da ongen a la
distribucion de Pélya obieto de esta memoria. Concluve ¢l capitulo con una
relacién de algunas de las propiedades de esta distribucion.

INTRODUCCION A LOS MODELOS DE URNA

Los modelos de uma son muy utilizados en probabilidad. entre otras razoaes, como
recoge Berg (1989), por ser facilmente visualizables, por su flexibilidad y por su adaptabilidad a
un amplio rango de situaciones. De hecho, numerosos resultados de teoria de probabilidad para

variables aleatoras discretas, pueden reducirse a un modelo de urnas

Alfred Rényi (1970) recuerc : el caso de un colega suyo que estuvo ensetfiando Estadistica
en Etiopia, cuando los juegos de azar estaban prohibidos La reduccion a modelos de urnas le
permitio sustituir estos juegos e introducir la Teoria de Probabilidad a sus alumnos

Pdlya (1954) hace la siguiente observacion al respecto

*“Cualquier problema en probabilidad se puede hacer comparable a
un prchiema acerca de bolsas que contengan bolas, y cualquier fenomeno
aleatorio puede asimilarse, en sus aspectos esenciales. a extracciones
suc sivas de bolas de un sistema combinado de bolsas”

Pag 15



e i

Capitulo [ _ Introduccion a los modalos de uma, La distribacion de Polva

Posteriormente otros autores como Heitele (1975), apoyan este punto de visia Por
ultimo, en el libro de Johnson y Kotz (1977) dedicado exclusivamente a los modelos de urna, se
ratifica la importancia de estos modelos en la Teoria de Probabilidad.

MODELOS DE URNA

Un modelo de urnas se construye a partir de un conjurto de urnas que comtengan bolas
de diferentes colores y un conjunto de reglas que determinen el procedinucnto a seguir segun el
color de la bola extraida en cada urna.

Estas reglas hacen referencia al nimero de bolas que se afiaden c se retiran de .. urna
indicandose en qué momento se efectila esta operacion, a cuantas bolas y a qué umnas afecta Estas
reglas dan origen a una gran variedad de modelos de urnas.

Dentro de los modelos de urna, van a ocupar un lugar preferente en este trabajo los
llamados Modelos por Contagio, esto es, modelos donde la ocurrencia de un suceso tiene el
efecto de cambiar la probabilidad de las posteriores ocurrencias de ese mismo suceso

Se atnbuye la idea de usar modelos de urnas para descnbir efectos secundarios a Polya,
que describe el proceso en un artic .lo junto con Eggenberger [Eggenberger y Polya (1923)].

Polya y Eggenberger usan la expresion Chancevermehrung durch Frfolg para indicar el
aumnento de la probabilidad en un suceso debido a su ocurrencia anterior. Polya sugiere el término
de contagio, haciendo referencia a la similitud con las enfermedades contagiosas, donde cada
ocurrencia incrementa la posibilidad de ocurrencias posteriores.

En Feller (1993) se generaliza el concepto y lo define Efecto Secundario (afiereffect),
proponiéndose el siguiente paralelismo para describirlo:

“Consideremnos una planta industrial expuesta a accidentes. Se puede
pensar en la ocuni encia de un accidente como resultado de un juego de azar
sobrehumano: el destino tiene almacenada una urna que contiene bolas

negras (rojas en el texto original) y blancas, a intervalos de tiempo regulares,
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se extrae al azar una bola; si es negra, representa un accidente Si la
posibilidad de un accidente permanece constante en el tiempo. la
composicion de la uma es siempre la misma Pero se piensa que cada
accidente tiene un efecto secundario, con el cual se incrementa o decrece la
probabilidad de nuevos accidentes™.

Este capitulo se va a iniciar a partir del siguiente Modelo de Urna:

“Una urna contiene N bolas, a blancas y » negras, se extrae al azar una
bola, se reemplaza y se afiaden c bolas del mismo color y « bolas del color
contrario. Se hace una nueva extraccion aleatoria de la urna (que ahora contiene
a-b-c~d bolas) y se repite el mismo procedimiento sucesivar. it ™

Se utilizan, de esta manera, cuatro parametros para describir el modelo a. », ¢y d El
numero de bolas que la uma contiene inicialmente se deduce a partir de los dos pnimeros. MN=a+h.

El procedimiento que lleva al cese del expenmento puede proporcionar un nuevo
parametro, cuando se establece un numero maximo de repeticiones 2 En cualquier caso, debe
entenderse que se trata de una regla mas del modclo, precisamente ia que establece el final del
proceso, y que también sirve para diferenciar los modelos de urna entre si.

Cuando se establece que el nimero de repeticiones del experimento sea una cantidad »,
el modelo se denomina Modelo « Urna de Bernard Friedman, en honor a quien lo propuso,
Friedman (1949), y se trata de un modelo general a partir del cual son desarrollades modelos
posteriores.

Este valor # determina i nimero méaximo de repeticiones El experimento puede pararse
antes de llegar a esta cantidad si la composicion de la urna da origen a un experimento
deterministico.

Se tiene asi un primer modelo que viene definido por cinco parametros, y que en general
se va a notar en lo sucesivo:
(a b c d n)

A este modelo se referird como Modelo Directo.
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Otro procedimiento de parada puede plantearse si en lugar de imponer un nimero de
repcticiones del experimento, se establece parar el experimento después de haber obtenido un
ntimer» & de bolas de un determinado color. En este caso, el modelo que se plantea también tiene
CINCo arametros:

[a. b, c. d. k),

y se va ) denominar Modelo Inverso, para distinguirlo del anterior.

EL MODELO DE URNA DE POLYA

Se va a definir el Modelo de Urna de Pélva como una particularizacion del Modelo de
Urna de Bernard Friedman definido en el apartado anterior Aunque, como se ha dicho, fa idea
~ de usar modelos de urnas se atribuye a Polya, en el articulo que da origen al tratamiento de la
distribucion de Polya [Eggenberger y Polya (1923)], se utiliza un modelo mas reducido que tiene
un parametro menos, precisamente el parametro d. En este sentido, la tinica restriccion que se
impone es considerar d = 0 en el mudelo de Bernard Friedman

La notacion que se utilizara en este modelo, para mantener la consonancia con el anterior,
sera:
(a, h.c 0.

La distribucion a que conduce este modelo es conocida como [distribucion de Polya o
Distribucion de Polya-Eggenberger. Sobre la correcta denominacion de esta distribucion existe
una cierta polémica que ha dado lugar a distintos nombres para la misma distribucion Autores
como Hald (1960), Bosch (1963), Coleman (1964), Patil y Joshi (1968 y Feller (1993), entre
otros, utilizan la denominacion de Distribucion de Polya. Johnson y Kotz (1969) y Johnson, Kotz
y Kemp (1992) utilizan el nombre de Distribucion de Polya-Eggenberger Kryukov (1973) la
llama Distribucion de Markov. Janardan y Schaeffer (1977) y Janardan (1984) mantienen que la
denominacion correcta es la sugerida por Stancu (1968) de Distribucion de Markov-Pélya, ya
que fue inicialmente propuesta por Markov (1917). Otros autores la denominan Distribucion de
Skellam, en referencia al trabajo de Skellam (1948). La polémica se iraduce en referencias,
justificaciones y notas parentéticas en algunos de los trabajos que se publican sobre esta
distribucion.
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Al margen de estas discusiones y por utilizar una denominacion que ademas de breve es
la més empleada, sin realizar consideraciones sobre lo correcto d= su nombre, ea este irabajo se
v3 a utilizar la primera denominacion: Distribucior. ée Polya.

En relacion con el denominado contagio en la literatura original. Eggenberger y Polva
{1923) utilizan para distinguir distintos casos “enivados del modelo que proponen, el parametro
denominado factor de contagio y, definido como sigue

o
Y = o

v
va que es el parametro ¢ el que va a determinar las variaciones sucesivas en ia composicion de la

ummna.

Cabe hacer la indicacion de que en el caso del Modelo de Urna de Bernard Friedman, el
contagio vendria determinado por los parametros ¢ y d. Este ultimo no aparece en el Modelo de
Polya, como ya se ha referido, y por esta razon se obvia en este estudio

También puede ser utilizado un parametro p que describe la composicion inicial de la umna,
la proporcion de bolas blancas que hay al principio del experimento

Si se plantea la misma restriccion en el Modelo Inverso especificado anteriormente, se
obtiene:
[a b, c 0 k]

La distribucién a que conduce este modelo se denomina Distribucion Inversa de Polya,
ya que ha sido obtenida a partir del Maodelo Inverso, o también Distribucion Negativa de Pélya
En lo sucesivo se va a utilizar la primera de estas denominaciones: Distribucion Inversa de Polya
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MODELOS DERIVADOS DEL MODELO DE POLYA

En funcion de los parametros antes mencionados, y y p. Egegenberger y Paolya (1928)
distinguen los siguientes casos derivados el esquema de urna inicial

(I) E~ funcion del parametro p:
(i) Sucesos usuales (événements usuelsy Es el caso en que p se mantiene
constante cuando » tiende a infinito
(i1) Sucesos raros (événements rares) Cuando p tiende a cero. perc de forma que
el producto #p tiende a una constante 4 cuando » tiende a infimne.

(I1) En funcion del Factor de Contagio (parametro j)
(i) Sucesos independientes (événements independants) Cuando =0 (por tanto
no hay factor de contagic).
(i) Comagio debil (farble comagron) Cuando ¥ tiende a cero pero de forma que
el producto ny tiende a una constante a cuando 7 tiende a infinito
(i) Contagio fuerte (forte contagion). Cuando y es una constante esirictamente
mayor que cero. En e’ e caso ny tendera a infinito con »

Se distinguen Jdos modelos principales que se derivan del modelo de urna de Polya, y que
se obtienen por la simplificacién de alguno de sus parametros (¢, A. ¢. 0. »), de la siguiente forma:
1.- MODELO CON REEMPIAZAMIENT()

Se trata del caso en que el parametro ¢ toma el valor cerc Es decir, no hay factor de
contagio ( y=0) y cada bola extraida se devuelve a la urna junto con mnguna cira bola del mismo
color. El esquema, siguiendo la notacion usada hasta el momento, seria el siguiente:

(a. b 0.0 n)

La composicion de ia una no va a cambiar a lo largo de las n extracciones El parametro
p va a permanecer, por tanto constante durante el proceso, siendo su valor siempre
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La probabilidad dv obtener una bola blanca no varia, proporcionando extracciones

independientes.

En rclacion con la clasificacion clasica, se trataria del caso evénements usuels por la
constanciz de p, y del caso événements indépendants, ya que el factor de contagio siempre es

CEro.

Este modelo dara origen. como se vera mas adelante, a la distribucion binomial.

En general puede :onsiderarse que ~uando el parametro ¢ toma un valor mavor o igual
que cero, siempre se afiaden bolas a la urna, convirtiéndose en un modelo con reemplazamiento

En términos de! factor de contagio, se diria que cuando su valor fliera mavor o igual que
cero, se estaria tratando de un modelo con reemplazamiento.

Una situz:ion especial se tiene cuando el nimero, #. de repeticiones es | Este modelo da
lugar a la distribucion de Bernoulli.

(a, h 0 0 1
Si se estudia este modelo a partir del modelo inverso. se liega a
[a b0, 0 k],

tre.andose también de un modelo con reemplazamientc que va a dar ongen a la d'stribucion
binomial negativa,
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' 2.- MODELO SIN REEMPLAZAMIENTO

Se trata del caso en que el pardmetro ¢ toma el valor -1, es decir. las bolas extraidas no
son devueltas a la uma (o se devuelven a la urna junto con -1 bola del mismo color). El esquema,
siguiendo la notacion utilizada hasta el momento, es el siguiente: |

(a. b, -1, 0 ny.

La composicion de la urna va a cambiar durante el proceso, quedando cada vez menos
bolas en su interior. El factor de contagio sera, por tanto, niegativo e igual a

Yy

Este modelo dara origen a la distribucidn hipergeométrica.

En general, puede considerarse que cuando el valor del parametro ¢ es estrictamente
negativo, la uma va perdiendo bolas que no se reemplazan. originando, en un sentido mas amplio,
un modelo sin reemplazamiento que también r.odriamos denominar modelo con reemplazamiento
regativo.

En términos del factor de contagio, se ciria que cuando su valor fuera menor que cero;
se estaria tratando de un modelo sin reeniplazamiento.

Si se estudia este modelo a partir del modelo Inverso, se llega a
[a. b, -1, 0 k],

tratZ.ndose tamb#:n de un modelo con reemplazamiento que va 2 dar origen a la distribucion
hipergeométrica negativa o distribucién beta binomial.

Algunos tipos especiales de madelos con reemplazamiento, que se obtienen segun el valor
que toma el parametro ¢, son los siguientes:
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a)c=1

En este caso el modelo obtenido tiene la forma
(a.b. 1.0, m,

es decir, siempre que se extrae una bola se reemplaza junto con otra bota del mismo color
El factor de contagio es:

v =

H
N
que es una cantidad positiva.

El proceso seria el contrario al caso que se ha descrito como mode.o sin reemplazamiento
donde cada vez se extrae una bola de la uma. Por esta razon la distribucion a que da
origen este modelo tendra relacion con aquélla y recib2 el nombre de distnbucion
hipergeométrica negativa o distribucion beta binormial

Se llega de esta manera a una distribucion que coincide con la que se obtuvo a partir del
modelo inverso dado por
a b. -1, 0. k],

como se Vio antes.
Dentro del modelo inverso cuando el parametro ¢ es igual a 1. se tiene el esquema
siguiente:

[a. b. 1. 0. k],

que va a generar la distnbucion beta Pascal

Si ademas se da la situacion especial en que el numero de bolas blancas es igual a | (a=1):
(1, b. 1,0, k),

se llegara a la distribucion geométrica.
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byc=a=5b

En este caso el modelc obtenido tendra la forma:

{c.c.c. 0. n).

La uma constara inicialmente de un mismo niimero ¢ ¢« bolas blancas v negras (el numero
total de bolas sera N=2c), y en este caso la probzbilidad de extraer una ovola blanca
coincide con el factor de contagio:

==

$0 | -0

Este modelo dara lugar a la distribucion uniforme sobre (0.1, 1)

OTROS MODELOS DE URNA RELACIONADOS Y SUS APLICACIONES

A partir del modelo de urna de Friedman expuesto al inicio de este caprtulo, v siguiendo
la notacion utilizada nasta ahora. se han podido descnbir otros modclos de urna con distimtas

aplicaciones que se presentan a coniinuacion

1.- MODELQO DE CAMPANA DE SEGURIDAD

Propuesto por el mismo Friedman como un caso particular de su modelo v relacionandolo
con e! ejemplo de los accidentes de Feller El nombre se debe al planteamiento de que una
campaiia de seguridad es impulsada cuando ocurre un accidente (se extrae una bola negra),
mientras que si no ocurre mngun accidente la campana de seguridad afloja v la probahilidad de
un accidente se incrementa

En el modelo de urna de Friedman este hecho se traduce en que al obtener una bola (negra
si hay un accidente o blanca si no lo hay), la probabiiidad de que ocurra lo contrario aumenta (si
ha ocurrido un accidente se impulsa la campana de seguridad y cuando no ocurre sc relaja), es
decir, se incrementa el valor del parametro & La forma del modelo es la sigutente
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(a. b. 0.d n),
con la restriccion de que el parametro 4 toma siempre valores positivos
Un caso particular de este modelo, cuando @=1, ha sido estudiado por Freedman (1965).

(a. b. 0 I mn

2.- MODELO DE EHRENFEST

También llamado Modelo de Intercambio de Calor entre dos cuerpos aislados, debido al
origen del problema planteado por Ehrenfest y Ehrenfest (1907) Considera una uma con bolas
blancas y negras. En cada extraccion se reemplaza la bola obtenida por una bola del color
opuesto En este caso lo- paraimetros dei modelo general toman los siguientes valores:

fab.-1.1.n).

3.- MODELO DE NAQOR

Se trata de un modelo que se construye a partir del modelo inversa Naor (1956) planteo
el siguiente modelo de urna con V bolas de las que una es negra (roja en el articulo original)
(&=1), y el resto blancas (@a=N-1). La sustitucion de una bola blanca (cuando es extraida) por una
bola negra continua hasta que se extrae una bola negra Naor estudia la vanablc rmumero de
extracciones requeridas. Después de N-1 extracciones la urna contiene solamente bolas negras,
no siendo necesarias mas extracciones

Consiste, por tanto, en un modelo donde se penaliza la extraccion de una bola blanca
(hzsta ahora éxito), y viene expresado por el esquema

IN-1. 1, -1. 1. k}

A partir de este modelo se obtiene la distribucion de Naor. El interés que tuvo esta
distribucici: para Maor (1957) fue su aplicacion en la resolucion de pioblemas de reparacion de
m#.quiuas.
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.

MODELO DE URNA GENERALIZADO

Bagchi y Pal (1985) presentan un modelo de urna mas general y con una notac-6n
adaptada al desarrollo computacional de arboles Gouet (1989) hace uso dc este modelo y de la

notacion cuando realiza sus estudios de convergencia.

Se considera una urna con la composicion nicial utihizada hasta ahora de N bolas, M de
las cuales son blancas El experimento consiste en extraer una bola vy, i resulta ser blanca, se
devuelve a la uma junto con a bolas blancas y 8 bolas negras Si la bola extraida resulta ser negra.
se devuelve a la urna junto con y bolas blancas y 0 bolas negras mas La variable aleatonia de

interés en el estudio es el nimero de bolas blancas en la urna después de n extracciones

La notacion que se utiliza para representar el proceso es la siguiente’

Se hacen las siguientes suposiciones sobre los parametros’

Da+p=y+d=s> 1
Es decir, se arffade el mismn numero de bolas en la urna en cada etapa De esta forma, tras
la »-ésima extraccion en 1 urna habra M+#s polas

9M2 |

Ja=y

4p>0.y>0

5) Si @ <0, entonces e divideay vaM. Si & <0, entonces 8 divide a § v a N-A1.

A partir de este modelo se obtienen otrcs casos pardculares entre los que se destacan los
siguientes:

a) Cuando: a=8=s+ 0y [} =y = 0, se tiene el esquema de urna de Polya. En este caso
se verifica que el parametro ¢ = s. La notacion es
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b) Cuando: a =& + Oy B =y = O, se tiene el esquema de urna de Friedman. Los
parametros correspondientes vienen dados por: ¢ =8 =cy B = y =d La notacion es

¢) Cuando: €« =8 =-1y B =1y = 1, se tiene el modelo de Ehrenfest

d) Cuando: ¢ =y =0y & =-f ~ 0, se tiene un modelo construide por Woadbury (1949),
donde plantea que la extraccion de una bola blanca (no infectzda) no tiene efecto en la
composicion de la urna, pero que la extraccion de una bola negra (infectada). provoca que
d bolas no infectadas se infecten Es un caso en que el numero de bolas de la urna

permanece constante, y a largo plazo todas las bolas seran negras

e) Cuando: ¢ =8 =-1y [} =y = s, se tiene un modelo construido por Wei {1976) para

determinar un asignamiento secuencial de tratamientos en una prucba clinica

UN NUEVO MODELO DE URNAS

En forma de un nuevo modelo de umnas Janardan y Schaeffer (1977) presentaron un
esquema consistente en tres urnas: U,, U, y U;. La urna U, contiene a bolas blancas (verdes en
el trabajo original), la uma U, contiene b bolas negras (rojas en el trabajo onginal) y la uma U,
contiene a bolas blancas y & bolas negras. Se determinan dos enteros positivos N y 7 y un entero

¢ de tal forma que verifiquen que

min{ab)}+Nt+Nc>0
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A continuacion se elige un numero entero &, O< & < N Se realiza una extraccion de U,,

después una extraccion de U, o de U, segun el resultado de la extraccion anterior, y por ultimo

N extracciones mas de U, bajo las siguientes condiciones:

Polya.

i) Se extrae una bola de U, y se devuelve a esa urna después de anotar su color,

ii) Se afiaden At bolas negras & U,, (N-k)1 bolas blancas a U, y 4f bolas blancas junto con
(N-k)t bolas negras a U,

ii1) Si la bola que se extrajo de U, era negra, se extrae una de ;. Si ésta tambien es negra,
no se realizan mas extracciones y no hay posibilidad de éxito.

iv) Si la bola que se extrajo de 17, era blanca, se cxtrae una de U,. Si ésta también es
blanca, no se realizan mas extracciones y no hay posibilidad de éxito.

v) Si la bola que se extrajo de U era negra y la que se extrajo de U, era blanca, o sila
bola que se extrajo de U, era blanca, y la que se extrajo de U, era negra, entonces se
realizan N extracciones de U, con reemplazamiento como se especifica en vi).

vi) Después de cada extraccion de U, la bela extraida <e reemplaza junto con ¢ bolas mas
del mismo color. Antes de la siguiente extraccion, las bolas de la urna U, se mezclan Se
considera un éxito cuando exactamente & de 2stas NV bolas son blancas

En el caso particular en que r=0, se tiene la r.¥ sma situacion que en el medelo de uma de

UNA EXTENSION DE LOS MODELOS DE URNA

El modelo de urma de Bernard Friedman puede extenderse al caso de N bolas de m+1

colores distintos, de tal forma que haya M, bolas del color 1 (/=1. m)y N-Y_ M bolas del

(m+1)-ésimo color.

Si se extrae una bola del color , esa bola junto con ¢ mas del mismo color y & bolas de

cada uno de los m colores restantes se devi:elven a la urna.

De esta manera se consigue un modelo mas amplio que se va a notar con la siguiente

estructura.
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(N M. M, ...M..cdn),

cuando Ia condiciér de parada es r2al’zar un totul de n _xtiacciones, es decir, en el caso del
modelo d*recto

Por otra parte, si se plantea ei u.odelo inverso, es decir, se establece como procedimiento
de parada el conseguir una configuracién de colores determinada que esté formada por &, bolas
del primer color, &, bolas del segundo, y asi sucesivamente, se habra obtenido un modelo andlogo
al presentado como modelo inverso. La notacién serd:

M, My, oo Mo c, d ks by oy k]

o, simplificada:
E.N', Mh :Mz-. ey “"Im‘ c, d kl ’

donde & representa el vector (k,, k,, ..., k).

Estos modelos daran lugar a las distribuciones Multivariantes de Polya Directa e Inversa
respectivamente, si se considera el pardmetro 4=0, obteniéndose, para los distintos valores de!
pardmetro c, las distribuciones multivariantes particularizadas correspondientes. Este modelo, en
esta version multivariante, fue pi puesto por Steyn (1957). |

Los valores que tome el pardmetro ¢, cuando 4=0, van a determinar si se trata de un
modz<io <on o sin reemplazamiento, del mismo modo que se ha visto en apartados anteriores (c>0
6 ¢<0).

A partir del modelo directo se van a generar las distribuciones multinomial y Dirichlet-
multizomial, para el caso de modelo con reemplazamiento, y la distribucidén hipergeométrica
miltiple cuando el modelo es sin reemplazamiento.

El modelo inverso va a dar lugar a las distribuciones multinomial negativa y Dirichlet-

Pascal cuando haya reemplazamiento y a la distribucién hipergeométrica negativa miltiple cuando
no lo haya.

Pdg. 29



Capitulo | Introduccion a jos modelos de urna La distribucién de Polya

En uno y otro caso s¢ comprueba que se trata, como ya se indico, de las generalizaciones
al caso multivariante de las correspondientes distribuciones obtenidas a partir de los modelos de
urna con dos colores.

Merece vna mencion especial el estudio de la distribucion bivariante de Pélya-Eggenberger
desarrollado por Marshall y Olkin (1990), donde se consideran tres colores: rojo, negro y blanco.
Siguiendo la notacién introducida, se tratara del modelo:

M, My M. c, 0, n).

En el esquema-resumen que sigue, se incluyen todos los casos presentados en este
capitulo.

ESQUEMA-RESUMEN

El siguiente esquema-resumen de los modelos planteados hasta el momento ha sido
construido especialmente para este capitulo.

.- (a, b, ¢, d, n): Modelo de Urna de Bernard Friedman.

* §j d=0:

(a. b, ¢, 0. n) Modelo de Umna de Pélya Directo.

(a. b, 20, 0, n): Modelo Con Reemplazamiento
(a. b, 0, 0, n): Caso especial (distribucion binomial)
(a, b, 0, 0, 1): Caso especial (distribucion de Bernoulli)
(a b, 1, 0, n): Caso especial (distribucion hipergeométrica negativa).
(a=c, b=c, c, 0, n): Caso especial (distribucion uniforme}).

(a, b, c<0, 0, n): Modelo Sin Reemplazamiento.
(a. b, -1, 0, n): Caso especial (distribucion hipergeométiica).
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* 8i c=0:
(a. b, 0, d n): Modeln de Campaiia de Seguridad.
(a, b, 0, I, n): Modelo tedrico de Freedman.

* Sic#0; d+0:
(a. b, -1, 1. n): Modelo de Ehrenfest.

I1.- [a, b, ¢, d, k}: Modelo Inverso.

* Si d=0:

[a. b, ¢, 0, k]: Modelo de Uma de Polya Inverso.

[a. b, c20, 0, k]: Modelo Con Reemplazamiento.
[a. b, 0, 0, k]: Caso especial (distribucion binomual negativa).
[a b. 1, 0, k]: Caso especial (distribucion beta Pascal).
[Z, b, 0, 0, k]: Caso especial (distribucion geométrica).

[a, b, €<0, 0, k]: Modelo Sin Reemplazamiento.
[a, b, -1, 0, k]:Caso especial (distribucion hipergeométrica negativa).

* Sicz20; d#0:
[N-1, 1, -1, 1. k]: Modelo de Naor.

IL- (M,, M,, ..., M, c, d, n): Modelo Directo Multivariante.

* Si d=0:
(M, M, ..,M_, c>0, 0, n): Modelo Con Reemplazamiento.
M, M,, .., M_, 0,0, n): Caso especial (distribucion multinomial).
M\, M,, .., M, 1,0, n): Caso espccial (distribucion Dirichlet-multinomial).
M, M,, .., M_, c<0, 0, n): Modelo Sin Reemplazamiento.
(M, M, .., M_, -1, 0, n) Caso especial (distribucion hipergeometrica maltiple).
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IV.- [M,, My, ... M, ¢, d, k]: Modelo Inverso Multivariante.

* Si d=0:
M, M,, ..., M_, c20, 0, k]: Modelu Con Reemplazamiento
[M,, M,, ..., M, 0, 0, k]: Caso espevial (distribucion multinomial negativa).
M, M,, .., M_, 1,0, k]: Caso especial (diztribucion Dirichlet-Pascal).
M. M,, ..., M, ¢<0, 0, k]. Madelo Sin Reemplazamiento.
[M,, M., ..., M, -1, 0, k]: Caso especial (distribucion hipergeométrica negativa
multiple)

LA DISTRIBUCION DE POLYA

Eii 12 cucesivo se va a partir del esquema de urna de Polya Con el fin de distinguir los
aspectos referentes a la distribucion de Polya, de los va comentados en los modelos de urna, y
para utilizar una notacién que ha sido comunmente aceptada en la litei atura al respecto, se va a
plantear el esquema de uma que da origen a la distribucisin de Polya de la manera que se muestra

a continuacion

Consideremos que una urna contiene inicialmente M boias blancas y N-AM
bolas negras (o alternativa ente, pV bolas blancas y gV bolas negras, siendo N el
total de bolas de la umma, p=M/N y g=1-p). Se extrae una pola, =2 anota su color
y se introduce de nuevo en la umna junto a ¢ bolas del mismo color que la extraida.
El procedimiento se repite n veces. La probabilidad de extraer k bolas blancas en
las n extracciones es

_PNY( _4V)

¢ cJ
PX=k] = n-k

k
N\
E
\

H
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donde
[ -;) i} (-l)"[ A+§'—])

La forma habitual de expresar esta probabilidad, y a la que se hara referencia en este
trabajo, es la siguiente:

U AW VLY M) &
[‘l{'\ -nj - l A J L .
[ Ntn.c;

donde
AT = A(A+C)(A+2c) (A+(k-1)c) . A" = |

Bosch (1963) prasenta otras formas distinias de expresar esta misma probabilidad A
continuacion se reccgen dos de ellas. donde la expresion de la funcion de probabilidad de la
distribucion de Pélya es: « en términos de las funciones Gamma y Beta respectivamente, siempre

tomando c=20:

Sk, =" n-k

e ( :) : f C( M 1: M)
B ——

g 2 )

M , N-M )

El pardmetro ¢ puede tomar valores negativos, pero de ser asi debe verificar la condicion

N+en-1)>1.
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También se utilizan como parametros los valores

p”

CASOS PARTICULARES

La distribucion de Pdlya puede definirse, tal como se ha planteado en este capitulo, en
funcion de los cuatro parametros N, M, n, y ¢, que determinan el proceso El parametro Af puede
sustituirse por p, ya que ambos parametros proporcionan la misma informacion.

En funcion de los valores que reciba el parametro ¢, Polya (1954} interpreta los siguientes

casos particulares:

c>0
Interpreta que el éxito y el fracaso son contagiosos en el sentido de que un exito o un
fracaso aumenta la probabilidad de ¢xito o de fracaso, respectivamente

=0
Entonces los sucesos son independientes.

c<0

Interpreta que cada extracci :n va a originar un reves de la fortuna, en el sentido en que
el éxito disminuye a su vez la probabilidad de obtener un nuevo éxito (del mismo modo
el fracaso disminuye también la probabilidad de ur nuevo fracaso).

En funcion de los valores pariculares de los parametros se obtienen distribuciones
notables como casos particulares de la distribucion de Palya Asi,

c=-1: Distribucion hipergeométrica

=0 : Distribucion binomial

=0, n=1;, X=0,1: Distribucion de Bernoulli

c=1 : Distribucion beta binomial o distribucion hipergeométrica negativa
c=M=N-M : Distribucion uniforme discreta
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DISTRIBUCION INVERSA DE POLYA

También puede realizarse el planteamiento que se ha llamado inverso, si en lugar de repetir
el proceso n veces se establece 12 regla de parar después de haber obtenido & bolas blancas. De
esta forma, en lugar de considerar la probabilidad de obtener k bolas blancas en n extracciones,
* se consideran cuéntas extracciones snn necesarias para obtener k bolas blancas. La probabilidad
de que se necesiten k+r extracciores, 1iene indicada por la &i- -ibucién /nversa de Pélya. La
probabilidad de que sean necesarias » e traccioues para obtener & bolas blancas vale

PN _aN || N
Px-r] - H ¢ Gt B
r k r-k r o}

Con maés frecuencia se utiliza la siguiente expresion:

oy (kY hF _ A0NErE)
P[X#]:[krl)M (N-M)S
r N(br.c)

CASOS PARTICULARES

La distribucion Inversa de Pélya puede definirse, tal como se ha planteado en este
capitulo, como funcién de los pardmsatros N, M, ky ¢, que determinan el proceso. En este caso
también puede sustituirse el pardmetro M por el pardmetro p.

En funcién de los valores particulares de los pardmetros se obtienen distribuciones
notables como casos particulares de la distribucién de Pélya. Asi, tenemos que:

c= -1: Distribucién beta binomial o distribucién hipergeométrica negativa
¢=0 : Distribucién binomial negativa

c=1 : Distribucién beta Pascal

c=1; M=1: Distribucién geométrica
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FAMILIAS DE DISTRIBUCIONES QUE INCLUYEN A LA
DISTRIBUCION L= POLYA |

1.- SISTEMA DE PEARSON DISCRETO

Pearson (1895) desarroll6 este Sistema, también liamado Sistema de Ord. a partir de las
distribuciones discretas de probabilidad cuyas funciones de probabilidad verifican la ecuacion en
diferencias finitas

a_'k .
% i - _ , . kel
Wer = 5 ~ Lo b+ bk +bk(k-1) Sy

donde f, es el valor de la funcion de masa de probabilidad en el punto & . a. ,. A, y b, son
parametros y 7 es un reticulo regular de anchura unidad.

La distribucion de Polya P(N,M,n,c) pertenece al Sistema de Pearson y los valores que
la caracterizan dentro del Sistema son

(M -c)(n+1)
e b, =0
N-2c
b = =M +c(n-1) B g
‘ N-2¢ P ON-2

Por otra parte, las distribuciones de Pélya con parametro reemplazamiento negativo
pueden concretarse dentro de una subfamilia del Sistema da Pearson. En efecto, Ollero y Ramos
(1995) definen la subfamilia #; como la constituida por aquellas distribuciones + -+ tienen rango
finito T=[s,S), s 2 0, y satisfacen

b=0 y b/b, +2sc R

Estas cond'ciones son verificadas por las distribuciones de Polya P(N,M,n,c) con ¢<0.
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2.- DISTRIBUCION BINOMIAL GENERALIZADA

La distribucion binomial generalizada, o distribucion binomial de Poisson, aparece al
eliminar del modelo binomial la exigencia de que cada éxito tenga . misma probabilidad en tocas
las pruebas. De esta manera, dadas »# pruebas independientes, cada una con probabilidad de éxito
pi , i:1,...,n, la distribucién binomial generalizada B(p) queda determinada por el vector de
parametros

P=@.P:, P

Ollero y Ramos (1995) demostraron que cualquier distribucion perteneciente a la familia
£y, y en particular la distribucion de Polya con c< U, puede escribirse como una distribucion
binomial generalizada como afirma el siguiente resultado

Teorema [Ollero y Ramos (1995)]
Toda distribucion de Polya, P(N,M,n.c). con ¢<0 y rango [m.s]. puede ser descrita como
una distribucion binomial de Poisson cuyo vector de probabilidad p=(p,.p.. .p.) queda

determinado por = —— ,1:1,..,8 siendo z (i.1,....s) las s raices de la funcion generatnz de
P, Z 2

]

probabilidad de la distribucion de Pdlya.

Obsérvese que si ¢ = -1 se obriene la correspondiente descripcion de la distribucion
hipergeométrica como binomial gen. ralizada.

Dedicaremos el Capitulo Il para tratar las propiedades de la distribucion de Polya que

van a ser derivadas de la aplicacion de la anterior descripcion de esta distribucion como binomial
generalizada o de Poisson.
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3.- FAMILIAS DE KEMP

Para el estudio de las distribuciones pertenecientes a las Familias de Kemp, desarrolladas
por Kemp (1968 a y b) a partir del trabajo de Kemp y Kemp (1956), se toma como base la funcion
hipergeométrica gaussiana que tiene la forma:

| _ i (al); '(aﬂ)} X'

by bx] = F
oA ol @5l b x] = F Ppsicild ‘ ro (b)), (&) 1

con la restriccion. b, # 0;-1;-2; ... ;1: 1, ...,¢q;
siendo (a); el simbolo de Pochhammer, definido como

(@) = ala-1)...(a-j-1).
=l grupo principal de estas distribuciones es el denominado GHRD, Distribuciones

Hirergeo nétricas Generalizadas Recast, que incluye a aquellas distribuciones cuya funcion
generatriz de probabilic=¢ tiene la forma

__}r'q[);: +£]
T[]

Esta familia contiene a su vez a otras dos: GHPD, Distribuciones Hipergeométricas
Generalizadas, y GHFD, Distribuciones Hipergeométricas Generalizadas de Momento Factorial.

La familia de distribuciones GHFD constituye el caso particular en que £=-A. con lo que
la funcion generatriz de probabilidad tiene la forma

Glz) = F A1)

La familia de distribuciones GHPD aparece cuando se considera £=0 Su funcion
generatriz de probabilidad tiene la forma
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P
o ol]

La distribucion de Polya pertenece a esta ultima familia, ya que su funcion generatriz de
probabilidad es:
Aozl = C Fif-nMe:-n-I-(N-M) c: =]
donde C' es una constante.
El estudio realizado por Kemp y Kemp (i956). donde proponen el término de
Distribuciones Hipergeométricas Generalizadas y desarrollan este contenido. se basa en los

trabajos de Davies (1933 y 1934) y Noack (1950), donde estudiar las condiciones bajo las que
la expresion

proporciona una verdadera distri ucion de probabilidad.

Se distinguen asi cuatro tipos principales de distribuciones, divididas a su vez en subtipos,
de acuerdo con el -iguiente esquema tomado del libro de Johnson, Kotz y Kemp (1992).
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Condiciones para la existencia de los tipos de Dist. tbucione. Hipergeométricas Generalizadas
LILHNyIV

Condiciones

n-b-1<0; n entero, O<n-1<a

IA(i) n-b-1<0; a entero; 0<a-1<n x=01, ..a
IB n-b-1<0; J<a<J+1; J<n<l+] x=0 1,
| 11 1A a<0<n; n entero; b<d; b=-1 x=0.1, .n

a<0<a+b+1; J<n<)+:,; J<n-b-1<J+|

n<0<a; a entero; b<n-a; b=n-a-1 .
111B n<Q<atb+1; J<a<J+I, J<n-b-1<J+1 x=0.1, ..

il el 5120 S

" Nota: J es un entero 10 negativo (el mismo para cualquier tipo de distribucion).

La distribucion de Polya pertencee al tipo 11, subtipo 1A

LA DISTRIBUCION DE MARKOV-POLYA GENERALIZADA

A partir del modelo de umas que desarrollan Janardan y Schaeffer (1977) y que ha sido
presentado en este capitulo, se deriva la distribucion de Markov-Pdlya generalizada. El nombre
se debe a Janardan y Sck: .effer que, inmersos en la polémica de la denominacion de la distribucion
de Pélya, reivindican la idea de Markev. De esta forma se le llamara aqui. va que se trata del
linico nombre conocido dado a esta distribucian.

Utilizando la misma notacion dada a los paranetros en ¢| modelo de urna de referencia,
la funcion de masa de probabilidad de la distribucion d * Markcv-Polya generalizada es
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a b .
Jry&e) b+(N-kn)v-4a
el T A

._‘”._9._.(3+b +N:)w-"
a+b+Nt

PX=k] =

Como se especific6) en el modelo de umna, para el caso particular en que =0 se tiene
directamente la distribucién de Pélya.

Casos especiales de la distribucion dc Markov-Polya generalizada son:

* ¢= -1: Distribucién mixtura cuasi-hipergeométrica.
=0: Distribucién hipergeométrica.
+=1: Distribuci6n hipergeométrica negativa.

* +=(); Distribucién mixtura cuasi-binomial.
t=0: Distribucién binomial.

* ¢=1: Distribucién mixtura cuasi-hipergeométrica negativa.
+=0: Distribucién hipergeométrica negativa.

MOMENTOS
1.- DISTRIBUCION DE POLYA

El primero en realizar un estudio acerca de los momentos correspondientes a la
distribucién de Pélya fue Jordan (1927). El procedimiento que se expone a continuacion se basa
en la caracterizacibn dada de la distribucién de Pélya dentro de las distribuciones
hipergeométricas generalizadas.

Para las distribuciones hipergeométricas generalizadas existe una forma general del -
ésimo momento factorial, en el caso de existir. Para las distribuciones del tipo IIA, y
particularizando la forma a los pardmetros dados para la distribucion de Pélya, la expresion es
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I G )

n - P
(n-—r)!(ﬂ -r) '[i J?

c

Para las distribuciones del tipo I1A, estos momentos existen siempre. v toman el val. - cero
cuando r>n. Ademas, son finitos para todo 7.

A partir de esta expresion se obtienen la esperanza y la varnianza de la distrifucion de
Polya:
EfX] = nup

N e
Var{X] = p, = ”]Jf[(.’ He)
. “l\‘ & {:}

Del mismo modo, se tiene que el momento de orden 3 es

ug-p)N+2nc)
(N+2¢)

H,y

Boscl. (1963) también c tiene estos momentos sin utilizar la propiedad de las
distribuciones hipergeométricas generalizadas.

2.- DISTRIBUCION INVERSA DE POLYA

Patil y Joshi (1968) recogen los momentos media y varianza de la distribucion inversa de
Polya:

kgN
(pN-c)

EX] =

para el caso en que Af>c, no existiendo la esperanza para otros valores de M.
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Varlx] = (R(N—m) N—c}( M+(k-i)c}
M-¢c )\ M-c M-2c

+

La varianza tiene sentido cuando M>2¢, y no existe para otros valores

FUNCION GENERATRIZ DE PROBABILIDAD

1.- DISTRIBUCION DE POLYA

La distribucion de Polya pertenece a la familia de distnbuciones GHPD, por lo que su
funcion generatriz de probabilidad se adapta a [a expresion general de esta familia, y una vez
particularizados los parametros, sera

FinM gy B
G - ———
z]"t[—M,-"--—.-mrI-(' M) '
¢ ¢

Como -n<0, el numerador de la expresion dada se puede escribir. vease Abramownz v

Stegun (1972), como

{ n){-——i] 2’
(N M) 4 ¢

< ,'0 [ N-M N
-n+l -__.,_) ]
¢

o | -n,ﬁ; -n+] -

Para obtener la correspondiente expresion del denominador basta hacer z=1

Ollero y Ramos (1995), tomando como base la inclusion de la distribucién de Polya en el
sistema de Pearson discreto, establecen la siguiente expresion de la funcion generatnz de
probabilidad en el caso en que ¢<0:
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G =/1,:=" TFI( _'”m,ﬂ’M."——-—-—N’A!*C(H_ 2, +2m,

C C

donde el rango de la variable viene dado por el intervalo [m.s] y [, es el valor de la funcion de
masa de probabilidad en el enterrs menor m.

El interés de esta ultima expresion radica en que se contempla el caso en que el rango no
sea completo, es decir m>0. Por otra parte, en el trabajo antes citado, Ollero y Ramos obtienen
asimismo la expresion de la funcidn generatriz de probabilidad para las distiibuciones ce la familia
o

Patil y Joshi (1968), indican el valor de la funcion generatriz de probabilidad en los
siguientes términos:

[ qN)(nl
G(z) = i</ zfl( -n‘fi.:—'&}-—n*i, :)
- c ¢

donde

a” = wa-l)ta-2)..tan-1):a” 1.

Acerca de las raices de la funcion generatriz de probabilidad de la distribucion de Polya,
Ollero y Ramos (1995) probaron el siguiente resultado

Teorema
S1 G,(2) es la funcion generatriz de probabilidad de una distribucidn de Polya F(N,M,n,c),
con ¢<0 y rango [m,s], entonces G(z) tiene s raices reales, de las cuales s-m son simples negativas

y las restantes son la raiz z=0, con orden de multiplicidad m

En el Capitulo 11 se analizara también este resultado
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2.- DISTRIBUCION INVERSA DE POLYA

Patil y Joshi (1968) dan la siguiente expresion para la funcion generatriz de probabilidad
de la distribucion inversa de Polya:

—gN (k) )
G(:)=_—L;[H"‘ -
=

DISTRIBUCION DE POLYA MULTIVARIANTE

A partir de las extensiones de los modelos de urna que se han desarroilado, puede
obtenerse la distribucion multivariante de Polva Esta distnibucion fue desarrollaca por Steyn
(1957) como perteneciente a una familia de distribuciones multivanantes discretas que el msmo
definio.

En este caso, utilizando el esquema de urna

§ ;, 1"!].. J‘b’:, u .wm. C. d‘ f’},

se plantea buscar la probabilidad de obtener una configuracion de colores K=(K,, K.. ,K_)en
n extracciones.

La funcion de probabilidad de la distribucion multivaniante de Polya viene dada por
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,yportanto p__. = 'E—Zp,

1=l

dond M,
onde = —

P, N
Cuando m vale 1 esia distribucion se reduce a la distribucion de Polva

En el trabajo de Patil y Joshi {1968) se recogen los principales momentos correspondientes
a la distribucion multivaniante de Polya

Vector de medias u, = np,

Matnz de covananzas

I

'{ a il N-all Nenc
» -——] - ' } - 1=
T N L on-c
G‘j =
{ (I‘ ) ( a ) [ ;\! .’K‘ ]
-m —1| = LY
{ NIWNJ\ n-c

Asimismec se recoge en el citado trabajo la correspondiente funcion generatnz de

probabilidad cuyo valor es

R ]'l
F ot
(_:...E.__-"-[

(25 2,) = . A
- 4 h. (m
( — M- I}
L3 ‘.
siendo
y ) )
N pN N p_ N
A= l.wll"[ —n,p' ‘Py : .I'f . CE o 8- .:N]I
oy C C C
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Capitulo 11 Caractanizaciones de la distribucion de Poha

APITULO I1

)

4_ ARACTERIZACIONES DE LA DISTRIBUCION
DE POLYA

Eu este capitulo s¢ presentan dos caracterw aciones de la disinbucion de
Pélva con pardmetro reemplazanuento pegativo. basadas cu nuxturas con la
distribucién bmomal v la disinbucion de Péha respecinamente bl uawo
antecedente de caracterizacido de la distnibucion de Poh a que hemos encontrado
corresponde a Janardan (1984) donde afirma que hasta esa fecha «e desconoce 1a
exislencia de alguna caracterzacion para la dstnbucien de Polva

INTRODUCCION

Aunque las proptedades de la distribucion de Polya han sido ampliamente estudiadas, son
escasas las caracterizaciones que existen de esta distribucion Janardan (1984) obtiene una
caracterizacion basada en el comportamiento de la distribucion de Polya frente a muxturas
respecto del parametro n cuando éste sigue una distribucion binomial negativa

El proposito de este capitulo es considerar distribuciones de Polya P(N,M,n.c) con
parametro reemplazamiento o de contagio ¢ negativo, y obtener caracterizaciones de esta familia
basandonos en su comportamiento frente a mixturas respecto del parametro m (m=M/{c|) cuando
éste sigue una distribucion de Pélya cualquiera.
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MIXTURA DE DISTRIBUCIONES

Definicién

Dada una familia de funciones de distribucion F (x,.x,....x,).con y = -1.0.12, , vuna

sucesion de parametros a, tales que Z a = 1 cona>0. Y. se llama comypaoncion o mectura

de F, respecio de g; a la distribucion obtenida como

En el caso particular de que las funciones F (x,, x....., x,) son de la forma F(x.{g. v los 3,
representan las probabilidades de la distribucion del parametro

En este capitulo van a tratarse casos de mixtura de la distribucion de Polva PN M.n.c)
respecto del parametro m (m=M/|c|) En pnmer lugar consideraremos que m es una vanable
aleatona binonual y ello dara al Teorema 2 3 de caracterizacion de la distnibusion de Polva Dicho
teorema sera necesario como paso previo para abordar el resultado prircipal de este capitulo.
Teorema 2 4, en el que obtenemos una caractenzacion mas general de s distnbucion atendiendo

al comportamiento de la misma ante una mixtura respecto de m cuanc.o m sigue una disiribucton
de Polva cualquiera.

La notacion que se va a utilizar para Ia mixtura respec:o del parametro m sera
P(N\Munnc) " F.

donde F representa la distribucion que sigue el param.etro m
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ANTECEDENTES: TEOREMA DE CARACTERIZACION DE JANARDAN

Janardan {1984) obtiene la siguiente caracterizacion de la distnibucion de Polya
P(N,M,n,c) basada en su comportamiento frente a mixturas respecto del parametro n cuando este
parametro sigue una distribucion binomial negativa

Teorema

Consideremos la familia de distribuciones f (k,n) indexadas por el parametro
n:0,1.2,..., definida cada una sobre un subconjunto de {0, 1,.., n}, e independientes de 6.
Si n sigue u..a distribucion binomial negativa, BN(n ; N/c,0), entonces la mixtura resultante
con f (j;n) es una distribucion binomial negativa BN(k;M/c,0) si vy solo si la famiha de
distribuciones f (k;n) es la familia de distnbuciones de Polya, P(N.M,n.c).

A partir de este teorema Janardan obtuvo el siguiente corolario.

Corolario

Las variables aleatorias independientes X e Y :'cuen d.stnbuciones BN(x,M/¢.8) y
BN(y;(N-M)/c,8) respectivamente si y solo si la distribucion condicionada de X dado
X+Y=n sigue una distribucion de Polya P(N,M.n,c).

Ramos y Ollero (1989) obtuvieron caracterizaciones de iz distribucion hipergeométrica
basada en su comportamiento frente a mixturas con otras disiribuciones. Una de las mixturas

estudiada fue con la distribucion le Polya, derivindose de elia el siguiente teorema de
caracterizacion.

Teorema

Sea {F,}, M=0.1, N, una famiha de funciones de distribucion que asignan
probabilidades no nulas solo a los enteros {0,1, ..,n} Condicion necesaria y suficiente para
que esta familia sea la formada por la familia de distnbuciones hipergeométnicas H(N. A n),
es que se verifique.

1) Su composicion cuando M sigue una distribucion de Polya P(N M’ N.c), es la

distribucion de Pélya P(N" A .n.c)

2) Las distribuciones F, no dependen del valor N
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En este capitulo vamos a constderar distribuciones de Polva PIN.M.n.c) con parametro
de reemplazamiento ¢ negativo, y vamos a obtener una caractenizacion de esta fanulia basada en
su comportamiento frente a mixtuias respec:n del parametro m (m=M* ¢ ) cuando dicho
parametro sigue una distnibucion de Polya cualquiera En Ramos (1989} se hace .eterencia a la
postbilidad de establecer el teorema de caracterizacion de la distnbucion de Polva que aqus

precisamente se ha desarroliado

MIXTURA DE LA DISTRIBUCION DE POLY A

Teorema 2.1

Si c<0, con N=n‘¢; v M=m ¢ _ se venfica
PONMso) ' mPON' M ey = PN M s

Demostracion

Por las restricciones impuestas. 1a expresion anteror puede expresarse como
P(nici mict s.c) "mPIN' N .nc - PN MM sC)

La funcion de masa de prohabilidad de la distnbucion resultante de la mixtuza sera

PlE=k) = Y _pk.nic' Jici s.o)yply N Al oa¢)

Utilizando la notacion de la funcion de probabilidad de la distribucion de Polva. la funcion
de masa de probabilidad de la distribucion resultante de la mixtura tambien puede expresarse de
la forma

P[E:k] = Z { S) (lici)!(‘{i((" '“j){(.' )zr &“-'E ”) \J' < l( VAN .,“{.}n- P

k ("vct)if.(‘) / .\'4"4 '
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Asimismo, teniendo en cuenta que

(Ale] )™ =(AlcXAlc|-lc!) (Alei«(B-1)ic!) =
= Alcl(A-Dc! (A-B+1)ic: = ¢ "AY(A-BY .

puede escribirse.

l )
%)

Por la conocida p-oniedad de los numeros combinatonos,

l n’ AR\ -
\wi '

la expresion de la funcion de masa de probabihidad de la distnbucion resultante de la mixtura
quedara

(n}{ n-k i'u-j} 5
E=k) = 3 4. "'k}; ‘:k ' J A “:':{.)" £t
n 5 . .
N
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Haciendo ahora uso de las relaciones:

::\.1*.“')' = _\FL:'}('\iukc-)f.l-L:”f .
(N'!_‘\f)m-j.c') = (N'_‘\r)u-kc-} (N'_‘\r*(s_k )cl)(nnj.‘-l':"i )

N*(m:’l - N"““‘(N'*sc‘)'"“"" .

se tiene que

[ n)( n—lr)[ H-_[}
vk e AT _p s ke _ g &
PLE-k] - { S]M (N'-M") )Z kj j-k )\ s-k

A
k

N ) " {n—k}
| A \ ,\—k }
donde

(M =kc' ) SN M (s -kt T R

AR T U

y como

.
EG

la expresion de la funcion de masa de probabilidad de la distribucion resultante de la mixtura se
puede ¢scribir como sigue

k]

Plisk] ) [5]A4' (i‘.('](‘\"_f\v"){': [ ¥'s lzi' "__.‘.) (‘,\f‘.kcl)f k.‘.!‘,\" _\f.'{\ ‘A.)lr',}' (2 &

‘ k N _j"k (N xc ') = 3

donde el sumatorio que aparece es igual a la unidad por ser la suma de fas probabilidades
purituales de una distribucion de Pélya P(N'+sc' . M'+kc',n-s.¢’) Por tanto,
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.‘_) M r'i_c‘}('\rt -M ){l ')
k ‘\.'-(r...‘ i

PLE=H] = |
Vemos, finalmente, que esta expresion se corresponde con la de la funcion de probabilidad

de la distribucion de Polya P(N',M',s.c), con lo que queda probado el resultado
Para el caso particular de la distnbucion hipergeometrica se obtiene e! siguiente corelario

Corolario 2.2
HNM.n) A HIN'MUN) = HINM n)

Demostraciéon
Se obtiene directamente al particularizar ¢ = -1. yva que

P(N.M.n.-1) = HIN AL
En Ramos (1989) se recoge el resultad> del antenor corolario y se obtiene, asimismo, el
siguiente resultado acerca de la mixtura de una distribucion hipergeométrica con una distribucion

de Polya, mixtura que esta sugerida en el libro de Johnson v Kotz (1969)

Teorema
H(N,M.n) * P(N' .M’ N.c) = P(N' M'.n.c) .
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TEOREMA DE CARACTERIZACION

A continuacion se desarrolla para esta memoria un teorema de caracterizacion de la’
distribucion de Pélya, basado en el comportamiento de esta distribucion frente a la mixtura
respecto del parametro m (m=M/|c|) en el caso en que éste también siga una distribucion de

Pélya.

Como paso previo para la obtencion de nuestro resultado fundamental, Teorema 2 4, de
caracterizacion, necesitamos obtener un resultado que se va a enunciar en forma de teorema
(Teorema 2 3) en lugar de en forma de lema va que. como veremos, va a constituir por si mismo
un teorema de caracterizacion. aunque finalmente quede englobado en ¢l mas general Teorema
24

Vamos a necesitar el concepto de complerinid Decimos que una familia de distnbuciones
{py 85Q} de una vanable aleatoria X indexada por el parametro € en el conjunto Q es completa
si, para cualquier funcion u(x) independiente de 0, E[u(x)]=0 para cada 6cQ implica que u(x)=0
para todo x (excepto posiblemente para un conjunto de x con medida de probabilidad cero para

todo 8eQ).

Teorema 2.3

Sea P, (m.0,1, .,n) una familia de distribuciones de probabilidad con funciéon de
probabilidad definida en un conjunt » de enteros consecutivos contenido en (0.1, s} con s<n
Condicion necesana y suficiente para que esta familia sea la constituida por Jas distribuciones de
Polva P(N,M.s.c) con ¢<0, siendo N=n|c! y M=mic¢!, es que se verifique

(1) Su expresion cuando m sigue una distribucion binomial B(n,0) es la distribucion B(s,0)

(it) Las distribuciones P_, no dependen de 6.

Demostracion

Admitamos que la familia P, es la constituida por las distribuciones de Polya P(N,M,s,c)
con ¢<0, N=n|c| y M=m|c|. La condicion (i) queda probada por el Teorema 2 | sin mas que
considerar ¢'=0 y =MYN', y la condicion (ii) se verifica trivialmente En consecuencia, la
condicion necesaria del teorema queda probada.
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Admitamos ahora que la familia P, venfica las condiciones (1) y (11) del teorema Vamos
a probar que esta familia es la constituida por las distribuciones de Polya P(N,M.s.c) con ¢<0,
N=n|c| y M=m|c|. En efecto, por (i) se verificara que

};;pm(k)b(m;n,ﬁ) = b(k,s.0) [2.1]
para todo k:0,1...,s.

Una vez sustituidas en [2.1] las probabilidades binomiales por su correspondiente

expresion, se obtiene:

[
o
L

- 3
Z: pm(k)( " ] em(I _e)” o= l o ) e*(i ‘-B)r K {
m 0 m . A_A

Esta expresion, para un valor k fijo, es una ecuacion lineal con n+1 incognitas p,.p,. . p,

Sabemos por el Teorema 2.1 que
Po(k) = p(k;N,M,s,¢) con ¢<0, N=nic, y M=mici, mO.1_ n,

es solucion de [2 2]

Debemos probar que ésta es la unica solucion de [2 2] Para cllo consideremus que existe
alguna otra solucion f (k) tal que no dependa de 0 Entonces,

Z;f,,(k)( :]6’”(1—6)"”‘ - [ ;]0‘(! -9)° ¢ (23]

para todo k:0,1,...,s.
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Restando [2.2]-[2.3]. se tiene que

E [pm(k) -fm(k)] { )B’"(I ‘e)" R - ]'_‘[Hm(’()I
m=0

n
m

para todo k:0,1,...,s, siendo u (k)=p,(k)-f, (k).

Puesto que u,(k) no depende de O y la familia de distribuciones binomial By(n,0) es
completa [Patel, Kapadia y Owen (1976)] se sigue necesariamente que u,(k} -0, v de aqui que
Po(K)=f (k) para todo k:0,1,...,s, quedando probado el teorema.

De la particularizacion del Teorema 2.3 para el caso c=-1, se obtiene el teorema de
caracterizacion de la distribucion hipergeométrica dado por Skibinsky (1970) como un caso

particular del nuestro.

Teorema

Si hy, hy, ..., hy son funciones que toman valores en {01, .n}, v por b(i.r,0)
notamos la probabilidad de que la variable binomial de parametros r y 0 tome el valor i,
entonces:

con 1:0,1,...,n; j:0,1,...N; nsN, siysolosi
a) los h; son independientes de 0

b) ). hyi)b(;N,0) = b(i:n,0).

J

El siguiente teoremna de caracterizacion engloba al Teorema 2.3 y constituye el resultado
principal de este capitulo.
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Teorema 2.4

Sea P, (m:0,1,...n) una familia de distribuciones de probabilidad con funcion de masa de
probabilidad definida en un conjunto de enteros consecutivos contenido en {0.1,...,s} con ssn.
Condicién necesaria y suficiente para que esta familia sea la constituida por las distribuciones de
Pélya P(N,M,s,c) con c<0, N=n|c¢| y M=m|c|, es que se verifique:

(i) Su expresion cuando m sigue una distribucion de Pélya (N . M',n.c”) es la distribucién

de Pélya P(N',M',s,c).

(ii) Las distribuciones P_, no dependen de N’.

Demostracion
Condicién necesaria:

Admitamos que la familia P_, es la constituida por las distribuciones de Polya P{N.M.s,c)
con ¢<0, N=n|c| y M=m|c|. En este caso, por el Teorema 2.1 se verifica la condicién (i),
mientras que la condicidn (ii) se verifica trivialmente.

Condicién suficiente:

Consideremos en primer lugar que c=0. En este caso P(N'M’nc):B(n6) y
P(N’M’,s,c)=B(s,0) con 6=M"/N’, y el resultado a probar estaria demostrado con ¢l Teorema
23 )

Admitamos ahora que ¢’#0 y que la familia P, verifica las ~ondiciones (i) y (ii). Vamos
a probar que esta familia es la constituida por las distribuciones de Pdlya P(N.M,s,¢) con ¢<0.
N=n|c| y M=mlc|.

En efecto, por (i) se verifica que

Z,}m(k)p(m;N',M‘,n,c‘) = plloN' M',s.c") [2.4]
m=0

para todo k:0,1,...,s.

Una vez sustituidas las probebilidades puntuales p(m;N’M',n,c’) y p(k;N',M',s,¢) por sus
correspondientes expresiones, [2.4] puede volverse a escribir como
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n n M1 (m,c‘)(Nr_Ma)(mm.r:') - s M!(lr.:: )(N' _M-)(t-k.c')
E [ )pm(k) Nl(ﬂ") N k A!'(!,(’")

m=Q

que, para cada valor k fijo, representa una ecuacion lineal con n+1 incognitas py(k), p,(k)....,
Pa(k).

Puesto que admitimos por (i) que las distribuciones [’ no dependen de N, podemos
obtener a partir de la expresion anterior, un sistema lineal de n+| ecuaciones con n+1 incognitas

simplémente considerando los valores N'+ac' con a:0.1,.. .n.

Este sistema de ecuaciones admite, al menos, la solucion

S) Mi‘.f)(N _M)(s-i-.c)

Pn(k) = ( " P

como consecuencia inmediata de la condicion necesaria del teorema. El teorema quedara
demostrado probando que dicho sistema tiene solucién unica.

La expresion del sistema de ecuaciones lineales es

i[’ {k)'M'(m'c.}(l‘vl"‘ﬂC'—_-i*f'}f"'"m‘} ) { _.’.) A/{ltk.._"}(‘\;.4_“{_._}‘,')U ke
m=0 m ([N['-o-‘!’,.')l‘ﬂ'.(") Y k (I\“ "(“_'I)"g" “y

con a:0,1,...,n; que también puede escribirse como

n

g ' , (hC YNt _ p g (5kCT)
E ;7"(!()[ ] Mn(m.c )(N“ac"M')"""’" ) - [ S)(N' +ac‘)"’=‘ )ﬂf (1\; ac A.{)
. k (‘,\?r’ac-}u.ct ¥

n
m=0 m

conao,l,. . ..n
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El determinante A de la matriz de los coeficientes del sistema anterior es de la forma:

i M:(O,{')(Nu _M: ).‘n,c') A'{'”'CI)(:VI _M-)(n»i.ﬁ'} N .M.(H'r.)(f’\"' _F"!n){ﬂ.t"}
i MYCEN =M+ Y MOEUN M +¢' Y7 0 MIOSUN =pf 00

M OEON =M enc Y MEUN M anet AN A et )

xtrayendo factores fuera del determinante y llamando. por comodidad: D=N"-M, se tiene
que este determinante es equivalente a

A _ [ g]( I;){ ”],M"“""M (1) _;\4""".’6
y M

donde

D(n.c') D(n'!.c‘} - Dt'l.ﬂ
(1)+Cc)(n.c'n (D‘C-)m«i.c'i (D*c')‘”‘("

|
1
%
|
!
%
t
|

(D+nc' Y (Depct ) D (D+nc' )<

La condicion suficiente quedara probada demostrando que A #0 Para ello varmos a restar
a cada fila del determinante & la fila anterior, y vamos a reiterar el proceso un total de n veces,

de forma que en el proceso i-ésimo restaremos a la fila j la fila j-1, para j:n+1.n,.._i+1.

Sin mas que tener en cuenta que A®“ =1,y que
(D+c Y™ - (D+(t-1)c )7 = (D+te )< %ve’ (v:1,2,...n)

el determinante que se obtiene tras el proceso anteriormente descrito es el siguiente:
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D) D(H-I.C"} : D(z.c'l D 1

(D+c" )" 1! (D+c")" 2 Yn-1)e! o (D+c2e" ¢ N
(D+2c Y 2 M(n-1)(c' } (D+2c" )" Nn-1)n-2)c'} .. 2c') 0 0
nl(c')" 0 0 0 G

de manera que todos los elementos de este determinante por debajo de la diagonal secundaria son
nulor. mientras que los de esa diagonal son todos distintos duv cero, ya que estamos admitienco
que ¢'+0. Consecuentemente, el valor del determinante es distintc de cero. quedando d'. esta

manera probado el teorema.

Corolario 2.5

Sea {F,}, M=0,1,..N, una familia de funciones de distribucién que asignan
probabilidades no nulas sélo a los enteros {0,1,...,n}. Condicién necesaria y suficiente para que
esta familia sea la formada por la familia de distribuciones hipergeométricas H(N.M,n), es que se
verifique:

1) Su composicién cuando M sigue una distribucion hipergeométrica H(IN' M '\N), es la

distribucién hipergeométrica H(N',M’,n).

2) Las distribuciones F,, no ¢ penden del valor M".

El resultado de este corolario fue probado en Ramos y Ollero (1989), y se obtiene
directamente del Teorema 2.4, como caso particular del mismo.
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Capitula I Descripcion de la distribucion de Pdlva como binomial generalizada. Aphicaciones

CAPiTULo III

DESCRIPCION DE LA DISTRIBUCION DE POLYA
COMO BINOMIAL GENERALIZADA.
APLICACIONES

[La descripcion de la distnbucion de Polva con  paramelro
reemplazamiento pegalivo como distnbuctén binomial de Porsson o braonual
generalizada, permite obtener aigunas nuevas propiedades de la distribucion de
Pélyva v redemostrar otras ya conocidas. Nucstra aportacion en este capitufo seva
a centrar en utilizar esta nueva descripcion para obtener resultados acerca de la
distribucion de la suma y diferencia de distribuciones de Polva.

LA DISTRIBUCION BINOMIAL GENERALIZADA

La distribucion binomial generalizada o binomial de Poisson aparece a raiz del interés que
Poisson (1837) tiene en el problem de n pruebas en las que la probabilidad de éxito varia de una
a otra. Para plantear el problema, considera k tiradas independientes de n dados donde p, es la
probabilidad de éxito para el dado i en la tirada j, y supone que cada resultado de cada dado es
un experimento de Bernoulli de probabilidad p,, [Johnson, Kotz y Kemp (1992)]

Se define la distribucion binomial generalizada o binomial de Poisson como la distribucion
que sigue el nimero total de éxitos que ocurren en un conjunto de pruebas independientes con
probabilidades de éxito arbitrarias. Cada una de estas pruebas recibe el nombre de praeba o
ensayo de Poisson. En el caso particular en que todas las pruebas sean equiprobables, se emplea
¢l nombre de ensayo de Bernoulli.

Una distribucion binomial generalizada queda determinada por las probabilidades de éxito
de todas las pruebas que la definen, y se llama vector de parametros al que tiene por componentes
las prababilidades de éxito de cada una de las pruebas del conjunto considerado
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En lo sucesivo se van a considerar n pruebas independientes siendo la probabilidad de
éxito en cada una de ellas p, i:1,...n. Asi el vector de parametros p= (p,,p.... .p.) determina la
distribucion binomial generalizada B(p). Notaremos por b,(p) al valor de su funcion de masa de
probabilidad en el punto k y por B(p) a su funcién de distribucion.  Para las correspondientes
funciones de la distribucién binomial (de Bernoulli) B(n,p) se empleara ia notacién b(n.p) y
B,(n,p).

La funcion de masa de probabilidad de la distribucion binomial generalizada viene dada
por la expresion

i

b.(p) = Z ;)'_‘"(1 -p_’)i"el’

00 71

'
”

B

EAR]

donde cada sumando representa la probabilidad de que los k éxitos se consigan en aquellas

pruebas en que i, sea igual a 1.

La funciin generatriz de probabilidad de la distribucion binomial generalizada es

#

Ggfz) = H((ff'/).:}

[

Obsérvese que el lugar ocupado por ca.a componente en el vector de probabifidad es
irrelevante ya que Gy(z) es una funcion simérsica de dichas probabilidades.

Resulta claro que, en el caso en que p,= p para todo i 1,2, n, se obtiene la distribucion
binomial como caso particular de la distribucion binomial generalizada
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LA DISTRIBUCION DE POLYA COMO BINOMIAL GENERALIZADA

En el Capitulo I hicimos mencion al trabajo de Ollero y Ramos (1995) en el que se
describe una subfamilia del sistema de Pearson discreto como distribuciones binomiales
generalizadas o binomiales de Poisson Dicha subfamilia es notada por ©,, y se prucba la
pertenencia de las distribuciones de Polya con parametro reemplazamiento negativo a £, y, en
consecuenciz, la descripcion de estas distribuciones en términos de pruebas independientes. Es
decir, cualquier distribucion de Polya P(N,M,n,c) con ¢<0 que, en principio, est4 asociada a un
modelo de pruebas dependientes, se distribuye como el nimero de éxitos que tienen lugar en una
szcuencia de pruebas independientes.

Debemos hacer notar que, a diferencia del tratamiento que le estamos dando en «sta
memoria, en el citado trabajo de Ollero v Ramcs nu se impone sobre los parametros de 1a
distribucion de Polya la condicion (-c)(n-1) < min{M;N-M}. Por tanto, el rango de la distribnién
puede no ser el rango méaximo [0,n], sino que puede tener rango [m.s] con m>0 vy 3<n

I a descripcién de la distribucion de Polya sin reemplazamiento (¢~2} :uiio binomial
generaiizada se llcva a cabo a través de la identificacion de las correspondientes funciones
generatiices de probabilidad. Para ello se obtiene la funcion generatriz de probabilidad de las
distribuciones pertenecientes a la subfamilia ©,;. En particular, para el caso de una distribucion de
Polya P(M ,M,n,c), ¢<0, con rango cualquiera, se abtiene la expresion de la funcion generatriz de
probabilidad:

FAd 4 - A
Go(z) = [,2"H —n+m,-!‘-'£+m,~‘?\' M+c (n-1) 2m :J ,
& c /

donde f , es el valor de la funcion de masa de probabilidad en el menor entero m con probabilidad
no nula, y H es la funcion hipergeométrica definida por

» aﬂ’) ("):A‘
H(%B:YI—') = Z (E ——
o y® &

con y>0y A® = A(A+1)...(A+k-1), AV =1,
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Se prueba que G, (z) tiene s raices reales, de las cuales s-m son raices simples v las m
restantes son iguales a cero. Como consecuencia. G, (z) puede ser escrila coro

Gu(2) = £ I =-z)
=1

Por otra parte, la funcidn generatriz de probabilidad de una distribucion binomial
generalizada con vector de probabilidades p=(p,,p,, .p. ) conp, > 0 paratodoi 1,2, s 25

3

5 " ) p
Gy = [Tqp2) = II;{.H{ ::4;’)—'
el ol i i

Para hacer coincidir ambas funciones generatrices de probabilidad es suficiente con que

. 1 .
— =z, , 0 lo que es lo mismo, basta tomar p, = T 11,2, s
P, Z,

Se observa que las s-m raices simples de G, (z) se corresponden con pruebas con
probabilidad de éxito distintas entre si, mientras que la raiz z := 0 con grado dc multiplicidad m
se corresponde con m pruebas deterministicas de éxito seguro en la descripcion de la distribucion

de Polya como binomial generalizada.

En Ollero y Ramos (1995) se considera como ejemplo el caso de la distribucion de Polya
P(12,6,3,-2), que tiene rango [0,3] y cuya funcion de masa de probabiliaad vale

£(0)=1/20 , £ (1)=9/20 , f (2)=9/20 . £(3)=1/20 .
Por tanto, su funcion generatriz de probabilidad es
G(z) = (1/20)(1+9z+92*+2) ,

y sus raices son
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z,)=-4+v15 ; z,;=-1 ; z,=-4-/15
De acuerdo con el teorema anterior, los valores p, correspondientes son
p,=(5-V15)/10 ; p,=1/2 , p,=(5+/15)/10
y de aqui se tiene la equivalencia

P(12,6,3,-2) = (0 5-/015,0.5 0 5+/0 15)

ALGUNOS RESULTADOS Y PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION DE
POLYA SIN REEMPLAZAMIENTO DERIVADAS DE SU DESCRIPCION
COMO BINOMIAL GENERALIZADA

Como consecuencia de la descripcion de la distribucion de Polya con parametro
reemplazamiento negative como distribucion binomial generalizada, propiedades asociadas a esta
ultima distribucion van a poder ser aplicadas para, en unos casos, obtener resultados acerca de
la distribucion de Polya que, de otra forma, serian dificiles de probar y, en otros casos, pasar a

deducir de una manera mas simple propiedades ya conocidas de esta distribucion

1.- LOCALIZACION DE LA MODA Y DE LA MEDIANA

Los resultados sobre la localizacion de la mediana y de la moda en la distribucion binomial
generalizada conducen a la conclusion de que tanto la moda como la medizna de la distribucion
de Polya sin reemplazamiento pueden localizarse inicamente en los enteros ady .entes a su media
. Si la media fuera entero, entonces tanto la moda como la mediana tomarian este valcr.

Los resultados concretos sobre localizacion de moda y mediana se recogen en los
siguientes teoremas. ‘
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Capitulo I1I Descripcitn de la distribucién de Polva come binonal generalizada Aplicaciopes

Teorema [Darroch (1964)]
La moda de una variable binomial de Poisson es

i) M, sid(p) =0
ii) (11, si 0 < 8(p) < ([u]+2)"
1ii) futl], si n-[u] < 6(p) (p-[p]+1) < n-[u]+1

iv)  [n], (p+1), o ambos, si ([p]+2)" < &(p) < (n-(u]) (n-[n]+1)"

siendo &(p) la parte fraccionaria de p, o sea, u-[u].

Teorema [Samuels (1965)]
Sean py,; ¥ pjn respectivamente, la mayor y la menor componentes dei vector de
probabilidades de una distribucion binomial generalizada Si k < p < k+1, entonces la moda

sera;

1)k, st u+p,;<k+1
i) k+1, Si p+pg >kt
iii) k, k+1 o ambos, en cualquier otro caso.

Teorema [Jogdeo y Samuels (1968)]

Sik < pu<k +1, la mediana de la distribucion binomial generalizada con media u es’

(0 k, siop<h,
() k+t, T

donde A, y A, son las soluciones respectivas de:

i . ll ; X }‘2 ¥
— = min B/|n-r,—| , — = minB|n-5s,——
2 o ke n-r 2 sk -y
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Capitulo HII Descripcitn de la distribucién de Polya como binomial generalizada. Aplicaciones

2.- SOBRE LA FORMA DE LA DISTRIBUCION

Samuels (1965) define por recurrencia las sucesivas diferencias a partir de la probabilidad
b,(p) de obtener k éxitos en t pruebas independientes:

Dy(k} = by(p)
D/(k)=D,,(k)- D, (k-1);k:1,2,...

y prueba el siguicnte conjunto de desigualdades:

.

D (k)] 2 _ D,(-1) D, (k=1)

R

para r:0,1,... y k:l,...,t+r-1,

Una version débil de la anterior desigualdad es

Dzr(k) > Dr(k'l) Df(k+]) 9

que indica que D, puede tener como maximo un cambio estricto de signo entre sucesivos
cambios estrictns de signo de D, . Por tanto, D, tiene como maximo r cambios estrictos de signo.
En este caso se dice que b,(p) es acampanada de orden r para todo k.

Consideremos ahora la distribucion de Pdlya P(N,M,n,c), c<0, con rango [m,s] y notemos
Py al valor de su funcién de masa de probabilidad en el punto k. Si particularizamos la anterior
desigualdad para el caso r=0, se tiene que

pzk b pk*l pl"? ; k . m+l,m+2l"'ls-l »

Esta condicién indica que la distribucién de Pélya es fuertemente unimodal o, lo que es
lo mismo, que p, es log-céncava [Keilson y Gerber (1971)].
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3.- ACOTACIONES PARA LA FUNCION DE DISTRIBUCION

En Hoeffding (1956) se acota la funcion de distribucion B{p) de una distribucion binomial

generalizada con media p en la siguiente forma

(i) 0< By(p)< Bi(nu/n) , O <k < u-l
(i) By(n;u/n) s By(p)< 1 ; us<kse<n

donde B,(n,u/n) indica el valor de la funcion de distribucion de la distribucion binomial de

Bernoulli B(n,u/n) en el punto k.

Este resultado se adapt6 en Ollero y Ramos (1995} al caso de una distribucion de Polya
P(N,M,n,c) con parametro reemplazamiento negativo, teniendo en cuenta el rango {m,s] de la
misma que indica que en su descripcion como binomial generalizada habra m pruebas
deterministicas con probabilidad de éxito uno y n-s pruebas deterministicas con probabilidad de
éxito cero En este caso se pueden considerar dos distribuciones aproximantes alternativas con
el mismo valor esperado p: la distribucion B(t.p/s) y la distnbucion binomial desplazada
m+B(s-m;(pn-m)/(s-m)), probandose que esta ultima es la que da lugar a las mejares acotaciones.

Las cotas obtenidas para la funcion de distribucion P, de la distribucion de Polya son

(1) Py=0 si 0<k<m-l
(1) 0<P, <B,, si ms k < p-i
(i) By, <P, <1 si u<k<s
(iv) P.=1 si s<ks<n

donde con B, se nota la funcion de distribucion de la distribucion biromal B(t-m,(p-m)/(t-m)).

Si consideramos una distribucion de Polya P(N,p,n.c) con ¢<0 y con rango [0,n], como
venimos considerando a lo largo del desarrollo de esta memoria, la acotacion para la funcion de

distribucion P, vendria dada por

(i) 0<P,<B, si O0<k < p-1
() B, <P, <1 st p <k <n-t
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Capitulo I1I Descripcion de la distribucién de Polya como bmcmnal generalizada Aplicaciones

siendo u = pn y donde B, es el valor de la funcion de distribucion de la distribucion binomial
B(n,p) en el punto k.

Este resultado nos indica que la distribucion de Polya P(N,p,n,c) y la correspondiente
binomial aproximante B(n,p) sun comparables en todo punto excepto para valores de k
pertenecientes al intervalo (p-1;u) que, en este sentido, podemos denominar inrervalo de

indeterminacion.

En el Capitulo V obtendremos una acotacion que mejora la presentada en Ollero y Ramos

{1995) ya que conseguiremos reducir el intervalo de indeterminacion

4.- INTERVALOS DE CONFIANZA Y TEST DE HIPOTESIS

Como consecuencia de las anteriores acotaciones de la funcion de distribucion de la
distribucion de Palya por la correspondiente distribucion bincmual, el test usual para el parametro
p de la distrikucion binomial puede aplicarse directamente para contrastar la correspondiente
hipotesis sobre e! oiametro p=M/N en una distribucion de Polya P(N,M,n,c) con ¢c<0 LCn este
caso, el nivel de significacion de’ test sera como maximo el valor nominal de dicho nivel en el test
binomial utilizado. De manera similar puede probarse que la potencia de dicho test cuando se tiene
un valor alternativo no demasiado cercano al de la hipotesis nula es. como mimino, igual a la
potencia del correspondiente test binomial

En el mismo sentido, el i tervalo de confianza para el parametro p binomial puede
utilizarse para estimar el correspondiente parametro en la distribucion de Polva sin
reemplazamiento. Cuando el nivel de confianza es suficientemente grande, ¢l nivel de co::fianza

real serd mayor que el nomial en el intervalo para el parametro binomial
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SUMA Y DIFERENCIA DE DISTRIBUCIONES DE POLYA SIN
REEMPLAZAMIENTO

En el siguiente epigrafe vamos a obtene: unos resultados para la distribucion de Pélya sin
reemplazamiento (como se ha venido haciendo a lo largo del desarrolio de esta merioria. se va
a trabajar con distribuciones de Polya de rango [0,n]), que no aparecen recogidos en Ollero y
Ramos (1995) y que se derivan de la particulanizacion al caso de la distribucion de Palva de una
caracterizacion de la distribucion binomial generalizada dada por Ollero (1988)

Teorema [Ollero (1988)]

Sea Z una variable aleatoria obtenida como suma de dos variables X ¢ Y. indcpendientes
y no negativas. Una condicion necesaria y suficiente para que Z se distribuya segun una
distribucion binomial generalizada B(p,) es que X e Y sigan también distribuciones binomiales

generalizadas, cuyos vectores de parametros, py v p, respectivamente. verifiquen que D,=(py.py )

1.- SOBRE LA SUMA DE DISTRIBUCIONES DE POLYA SIN REEMPLAZAMIENTO

Como consecuencia de la descripcion de la distribucion de Polva con parametro
reemplazamiento negativo como binomial generalizada, y teniendo en cuenta el teorema anterior
[Ollero (1988)] de caracterizacion de estas distribuciones, se siguen los siguientes corolarios

Corolario 3.1
La suma de dos vanables aleatorias independientes X e Y que siguen distribuciones de
Polya con parametro reemplazamiento negativo, se distribuye segun una binomial generalizada.

Demostracién
Basta tener en cuenta que al poder expresarse X e Y como distribuciones binomiales
generalizadas con vectores de parametros py ¥ py, respectivamente, entonces X+Y seguira una

distribucion binomial generalizada con vector de parametros p,, siendo p,=(p\.py)
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Corolario 3.2
Si una variable aleatona Z sigue una distribucion de Polya con parametre reemplazamiento
negativo, y Z puede expresarse como suma de dos variables aleatorias independientes X ¢ Y no

negativas, entonces X e Y siguen distribuciones binomiales generalizadas

Demostracion
Basta tener en cuenta que Z sigue una distribucion binomial generalizada v aplicar la
condicion necesaria del teorema referido [Ollero (1988)]

2.- DIFERENCIA DE DISTRIBUCIONES DE POLYA SIN REEMPIAZAMIENTO

Consideremos X e Y variables aleatorias independientes que siguen distnbuciones de
Polya con parametros reemplazamiento negativo y con tamanc muestral n, v n,. respeciivamente

X e Y pueden expresarse como vaniables binomiales generalizadas B(p.) v B(p, ) respectivamente

Consideremos la diferencia V = X - Y La vanable aleatona \' tomara los valares enteros
comprendidos entre -n, y r Si desplazamos \' n, unidades a la derecha. es decir. si consideramos

la vanable aleatoria V + n, , tendremos que
V+n, =X-Y+n, = X +(n.-Y)
Puesto que la variable n, - Y es el numero de fracasos que ocurren en las n, pruebas. se
tiene que

n-Y — Bla,)

En consecuencia, a partir del teorema desarrollado por Ollero ( 1988). se sigue que

V+ny — Bpy)

~on pv=(px,Qy).
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La conclusion puede ser expresada en el siguiente corolario

Corolario 3.3

Sean X e Y variables aleatorias independientes que siguen distribuciones de "olya con
parametro reemplazamiento negativo y sea V = X - Y. Fntonces existe un entero n tal que V+n
sigue una distribucion binomial generalizada.
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Capitulo IV La funcion de distnibucion de la distnibucion de Polva

APiTULO IV

A FUNCION DE DISTRIBUCION DE LA
DISTRIBUCION DE POLYA

P este capitulo se prucban nuevas propiedades para T Tuncon de
distnmbucion de la distnbucion de Polva s establecer restnicaone sobre ol
parametro reemplazamucento. Asi. todas las propredades que ~¢ presentan <on
aplicables a distribuciones dernv adas de la distribucion de Polva. conmr es ol caso

de las distnbuciones binonual. lupergeométrica ¢ luperpeoméinea negalina

LA FUNCION DE DISTRIBUCION

Como se ha indicado, consideraremos el esquema de urna de Polva con N bolas de las
cuales M son blancas y N-M negras En cada extraccion se devolvera |2 bola obtenida junin con
c bolas mas del mismo color La operacion se repite n veces Cuando el parametro ¢ tome valores

negativos se anadira, como se ha espectficado. la condicion’
(-chn-1) < min{MN-M} [41]

que garantiza que la distribucion tiene rango completo (0.0}

La funcion de distribucion de la distribucion de Polya tiene la forma

0 , v <0
L1 \ (1.c (n-1c)
F(x) = P[Xsx] = 2( "} Ly i) L ksx<kel (KOl ).
me0 \ M N (me)
i Lox*n
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A continuacion se van a desarrollar dos propiedades de la funcion de distribucion de la
distribucion de Polya a las que se hara referencia ea el Capitulo V. El interés radica en estudiar
el comportamiento de esta funcion cuando varin la composicion inicial de la urna mediante la
adicion, si ¢>0, o extraccion, si ¢<0, de ¢ bolas blancas

RESULTADOS

Sea F(x) la funcion de dist:ibucion de una distribucion de Polya PIN.AM.c)

Por F'(x) notaremos a 'a funcion de distribucion correspondiente a una distribucion de
Polya P(N,M+c,n,c). En el caso de ¢<0 admitiremos que los parametros de esta distribucion

satisfacen la condicion [4.1] y, por tanto. que tiene, asimismo, rango [0.n]

Teorema 4.1
Para todo x.0,1. ..n-1, se verifica:
; 3 fxel ¥ (7 ox .
R ] _‘{ KN
n)(”_”c (M) (N -A)

Fx) - Fix) = [42]

X

Demostracion
Se va a probar por indu. 10n

Para v=0+

F(0y - F1(0) = (")-—1——?1!‘“-"(.&’-.\f)'“"-t.\m}"“-- (N-Af-c)" ] =
L O} piwst

- (N -MY™ (N -M =)

A{(n.c}

Teniendo en cuenta que

(N-MY™ = (N-MY™ S (N-M - (n-1)c) |
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-M-c)™ = (N-M)™' (N M-¢) .
la expresion anterior se puede escribir como

. (=15 N_ANin-loy
Fo) - Fi0) = LM iy Metn-tye-Notdec] = MO

N(-‘Ld VLR

que coincide con [4.2] en el caso particular en que x=0
Supuesto valido hasta x-1, se va a probar para x En efecto,
Fix)-F'(x) =

- " . ) H y fy ¥ y 1
= F(x-1) - Fl(x-1) + { "]_.:_i_’tl'~*-"{,\'-_-\f)"' SO (M PN - -y 2
LX) Nar :

y teniendo en cuenta que

it'f

‘14(1'.(.‘& - (A‘f"f)h'”
(M +xc)

(N-MY"=2 = (N-M-c)n xo &M (-2 1))

(N-M-c)
la expresion anterior se puede escribir como sigue
Fix)-F'itx) =
= F(x-1) - Fi{x-1) - (”} . ""{ s oo =
X N (o) [Mﬂrc N-M+(n-x-1)c|

-
i

s Fle-1) - Fla-1) » { n) (M) UN-M)" "9 Mnc-Nxcxc? l
X N LM =xcN-M~(n-x-1)c) |
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sin mds que operar la expresidn entre corchetes. Por otra parte, de acuerdo con [4.2],

(M+C)(" l.f)(N_M')(n xc}
N e

n

F(x-1) - F'i(x-1) =( 1](n~x+l)c

Teniendo en cuenta que

(N_M)(n-x.:) o (N—W‘”'"ﬁ (}\:.!w_,_ (n-x- UCJ [43]
(M+¢)™ = (M+c)™" (M+xc)

se puede escribir

M) N -MY"" 1) (N=M+(n-x~1)c)
N (M+xc)

F(x-1) - Fl(x-1) = ["]xc(
X

En consecuencia, y sin mas que tener en cuenta de nuevo [4.3],

(M+c)*N-M)" =19 If Mn-Nx +xc+x(N-M+(n-x-1)c)

N 1 M+xc |

F(x-1) - Fiix-1) = [ ")
X

Y el corchete puede simplificarse ya que

Mn-Nx+xc+xN-Mx+xen-x*c-xc _ Mn-Mx+xen-xc

M+xc M+xc

. Mn-x)+xc(n-x) _ (M+xc)(n-x)
M+xc M+xc

= (n-x)

con lo que queda probada la proposicién. 2 |
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Capitulo [V La funeion de distribucidn de la distibueiss de Mélva

Nota: La expresion [4.2] no es valida para x=n ya que (N-M)™*! ng estaria definido para dicho
valor. Por otra parte, puesto que estamos admitiendo rango [O.n} para ambas distribuciones,

tenemos que
Fm)-F'imp=1-1=0

El siguiente corolario se obtiene como particularizaci. n del teorema anterior cuando ¢=1.
En este caso, el rango [0,n] asta garantizado por ser ¢ positivo.

Corolario 4.2
La funcion de distribucion de la distribucion hipergeométrica negativa verifica

¢

{AJ*x](.V-A{+n~x—2)

Fix) - Flix) = £ A Cox 0, -

(' N+p-1
n

Demostracion
Aplicando directamente el Teorema 4 1 para ¢ = |, se tiene que

: Mg« Py2-Nip AT A nin v B
F - Fo = | ”)m*n&:‘_f V(N MY

¥ }{H‘:,H
v como
(A!._l)u-j‘} - xl «'\f‘l’)
X
(M = New-1]
n
 N-Men-x-2)

(N..A{)hr x 11}y . ‘"_I__l)l J
n-x-1
se llega a la expresion dada sin mas que tener en cuenta que

Pag 80
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["}("-,\')M = ]

X o

A continuacion se va ¢ asiderar F'(x), denorainandose asi a la funcion de distnibucion

correspondiente a una distribucion de Polya P(NM-c,n.c)

Siempre que la distribucion P(N.M-c,n.c) tenga rango completo [0O.n]. se verifica el

siguiente corolario.

Corolario 4.3

(ANCHN-Meeym 1o
N

x 1.2, n-]

Fiix) - F(x) = [ :}(n -x)e

Demostracion

Este resultado «e deriva directamente del obtenido en el Teorema 4 1

Los dos siguientes corolanos hacen referencia a la funcion de distnbucion de
distribuciones hipergeométricas. Si jor F(x) notamas ahora a la funcién de distribucion de la
hipergeométrica H(N,M,n), F '(x) y F ''(x) seran, respectivamente, las funciones de distribucion
de las ‘ipergeométricas H(N,M-1,n) y H(IN,M+1.n)

Corolario 4.4
La funcion de distribucic a de la distribucion hipergeométrica verifica

3o i) B
%)

Flx) - F(x) =

-
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Capitalo [V _— La fimcion de distribusion de la distribucio de Polya

Demostracién
De la particularizacién del Corolario 4.3 al caso en que c¢=-1, se tiene que

‘L!)u.-l)(N-M,])(n-x— I,-1)

F(x) - F(x) = ~(F(x) - F'(x)) = ~( :)(n-x)(—l)(

an.—l)
y como
ME-D [ M)xr
X
(N=M-1)" 51D ( i }m-x-l)!
n-x-1
N [ Mt
n
la diferencia anterior puede escribirse como sigue:
( M)x!( N-M-1 }(n -x=~]}!
Fx) - Flf(x) - ( n}(n»-x) X n-x-1
X

¥ nt
H
de donde se obtiene el resultado buscado.
Este resultado fue obtenido por Uhlmana (1966) en un estudio acerca de la distribucién
hipergeométrica siguiendo una metodologia distinta.

El corolario siguiente es una particularizacién del Teorema 4.1, cuando ¢ = -1.
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Corolario 4.5
La funcién de distribucion de la distribucién hipergeométrica verifica:

F'(x) - Fx) = ( ( . ‘J cx:0,1,. -1

)
Demostracion
De la particularizacién del Teorema 4.1 al caso en que ¢ = -1, se tiene que

2

T —x)(- l)(M 1)(: ”(N m(nxi -1)

F'(x) - Fx) = ~(F(x) - Fix)) = ( )
N@-D

y como

(M-1)*D = ( M= ]x!

X

(N-M)"= 1 = [ e

. n-x-1|

‘)"(n_-ll = ( A’)";
n

la diferencia anterior puede escribirse como sigue:

{ :)(n-x)[ Mx—le"( ,,A::{I }("“x"l)?

](n*x—lﬁ

Fi(x) - F(x) =

de donde =c obtiene el resultado Huscado.
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Teorema 4.6
Para valores de x:0,1,...,n-1, se verifica que la segunda diferencia de la funcion de
distribucion de la distribucion de Pélya, tiene la siguiente expresion:

F”(.I'} ~ Z.F(I) " Ff(x) - ( H} (N"'.l’)c(M+‘-)ch)(f\,l_M)(l-x ic) -'\'!C([}(H-l)-‘r)
X Ninc (M +xc)N-M)

Demostracion
La expresion de la segunda diferencia también puede escribirse

F'tx) - 2F(x) - F'tx) = (F't(x)-Frxyj - (F(x)-F'(x))

Aplicando los resultados del Teorema 4.1 y del Corolario 4 3, se tiene que

["] (:’:x))c{a !(r.c)(N‘M,C)(mx ey (Asz)“"’(N—A-l)“’ x l.:z)
x nc

que es igual a

i (XL) = {(mx )c) = + — e .
[z}(”_x)cw YN -M) { M N-M+(n-x-1)c _ (4.4]

N \ Mxc N-M

ya que

MESH = (M*C)‘"“ M
(M-+xc)

~M+(n-x- 1))

N-MY"5) = (N-AM-c)" l.c)(N
(N-MY*=) = (N-M~c) e

Operando ahora el paréntesis de la expresion {4 4], resulta que
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M(N~M)+Min=x - Do -MN-M) -xe(N-M) _
 (Mexe)(N-M)

_ Mn-1)c-Nxc _ Ne@p(n-1)-x)
(M+xc)(N M) (M+xc)(N-M)

quedando, de esta forma, probado el teorema.

Observamos que esta segunda diferencia se anula para x = p(n-1). (Basta sustituir en la
expresion obtenida para comprobarlo).

Corolario 4.7
La funcién de distribucién de la distribucion hipergeométrica verifica la siguiente
expresion para la segunda diferencia:

o ) I O e

) ")

F(x) - 2F(x) + Fi(x) = ! } v ox0,1,...,n-1

Demostracién
Se trata de una particularizacion del Teorema 4.6 al caso en que c=-1. También puede
deducirse inmediatamente a partir de los Corolarios 4.4 y 4.5,

Uhimann (1996) obtuvo también la expresion correspondiente a la segunda diferencia de
la distribucién hipergeométrica siguiendo una metodologia distinta.
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En el siguiente teorema se van a comparar las funciones de distribucion de dos
distribuciones de Polya con distintos valores en &} parametro ¢. No se hardn restricciones sobre
el signo que tome este pardmetro. Se va a notar por Fy,,, (x) a {a funcion de distribucion de una
distribucion de Pélya de parametros P(NM,n.c), y por Fyy.(x) se notard a la funcion d=
distribucidn de una distribucién de Polya de pardmetros P(NM,n.c’). En el caso en que ¢'<0 se
mantendra la condicién: (<<')(n-1)<min{M,N-M}, con lo que el rango sera [0,n] en ambos casos.

Teorema 4.8
Sic > ¢’y n22, se verifica que:
2) Franed®) > Fuaad0)
b) Frapne(n-1) < Fyyacln-1)

Demostracion
a) Puesto que

Fiund0) = P[X<0] = P{X=0],

basta probar que

~AAiRC) AR
WM (oM

ring 1 ‘
‘}' 'y & (me 3

lo que se va a hacer probando que !a desigualdad se cumple para cada término del prod cto que
define la expresion A™, ya que por los requerimientos exigidos a los parametros, esta
garantizado que todos los factores son positivos.

Debemos probar, por tanto, que

N-M=tc  N-M+tc’

t 14, mn-1
N+ic N+[c'r

(para t=0 se da la igualdad, con lo que la demostracion no se ve afectada).

En efecto,
c>¢' = ¢-c">0,yportanto, parat:1,2, .n-1 setiene que
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Ni(c-c') > (N-Mjt(c-c") = Nte + (N-M)tc' > Ntc' + (N-M)tc =
we N(N-M) + (N-M)tc' + Ntc + Pee' >
> N(N-M) + (N-M)tc + Nic' + fec’ =
N-M+tc | N-Mstc!
N+le N+te'

b) Puesto que

Fupac(n-1) = P[Xsn-1] =1 - P[X=n]
de manera an4loga al apartado anterior se prueba que

M) e 9
>
NED  arinc

y de esta forma se tiene que

Mn.c) - Mn,c’)

T = Fyne '(n N l)

N N@)

FH_.JM(n—l) =1 -

Corolario 4.9
En los casos particulares ¢c=1, ¢'=0 y ¢ = -1, (distribuciones hipergeométrica negativa,

binomial e hipergeométrica, respectivamente), se verifica para n>2 que

) Fumna(0) > Fypap(0) > Fypin(0)
b) FN‘M,n,n(""I) = FN.M,n.b("'I) < FN.M,n.c("'])

Demostracién
Es inmediata a partir de la aplicacién del Teorema 4.8.
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Teorema 4.10
La distribucién de Pélya es simétrica parap =q = 1/2.

Demostracién
Basta probar que para todo k:9,1....,n, se verifica que

x|

(1.c) - {(n-1,c} a
7]@0 (N-pN)" ) _ ):[

n| (pNYV<XN-pN)» 1)
i N@) jen-k ]

J N(n.c)

En efecto, si p = ' la igualdad anterior puede ser escrita como

k H] (pN)(n,c)(pN)(n—:,c) _ n (n} (pN)O.cl(pN)(ﬂ'J-f)
Z( N‘"'c) ;;&t _] N(n.ci

igualdad qune se verifica trivialmente sin mas que tener en cuenta que el sumando que se obtiene
para i (i:0,1,...,k) en el primer sumatorio es igual al sumando que se obtiene para j = n-i (i:0,1,....k)
en el segundo sumatorio,

|
Corolario 4.11
Parap=1/2 ynimpar,: verifica que
f: [ "] (pN)“"')(N-pN)(”"") - t ”) (PNY'YN -pN)y=1e) = lN(mc)
(=0 i t=mel i 2
Demostracién
Se deduce de forma inmediata del Teorema 4.9.
|
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Capitulo V - Ul;a acolacién para h’fmlq:ibn de distribucion de la distribucidn de Polva

C aeituLo V
]' T

< NA ACOTACION PARA LA FUNCION DE
DISTRIBUCION DE LA DISTRIBUCION DE POLYA

En este capitulo se compara la funcidn de distribucion de la distribucion
de Pélyva con pardmetro reemnplazamicnto negativo con la funcién de distnbucion
de la binomial aproximante (igual valor esperado v tamaio muestral),
abteniéndose un resultado que permite la comparacion de ambas funciones de
distribucion en todo punto salvo como méaximo en w miervalo de amphtud mesar
que la unidad.

INTRODUCCION Y DEFINICIONES PREVIAS

En este capitulo vamos a considerar exclusivamente distribuciones de Palya P(N,M,n,c)
cun parametro reemplazamiento ¢<0 y rango completo [0,n], condicion esta Gltima que queda
garantizada con la exigencia:

(-c)(n-1)<minfM:N-M}.

El objetivo de este capitulo a a ser llegar a poder comparar la funcion de distribucion de
la distribucion P(N,p,n,c) [p=M/N] con la de la distribucion bincmial B(n,p). El resultado
fundamental, Teorema 5.19, permite la comparacion de ambas funciones de distribucion en todo
R salvo en un intervalo de amplitud menor que la unidad. El interés de este rasnitado radica en
que mejora el obtenido por Ollero y Ramos (1995) comentado en el Capitulo 111 de esta me.iioria,
ya que el intervalo de indetcrminacién de la comparacion obtenido por estos autores contiene
estrictamente al que nosotros o0tenes0s.

Para alcanzar nuestro objetivo vamos a utilizar la metodologia sugerida en Uhimann
(1966) en un estudio acerca de la distribucion hipergeométrica. En este sentido vamos a utilizar
dos funciones auxiliares Gy, ,.(P) ¥ Huxne(P) relacionadas con la funcion de distribucion
Fy pne(x) de la distribucion de Polya P(N,p,n,c) que definimos a continuacion
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Recordemos en primer lugar que

0 x<0
L]
ﬂ\ (pN)(mc)(qN)(n m.c) . - .
FN‘Mﬂ_c(x) = P[Xsx] = n%( } 6 © ks x < k1 (k01 ..n) .
1 Cox >N
Definamos ahora
0 c{n-x-1) _ %4
N P
X n) (pN)™egN)ome  _ex c(n-x-1)
GNJ.H.C(p) = n;)[ m) N N s ps i+
1 0 &
< p 7
Consideremos, por otra parte, la funcion auxiliar
X (pN)(mc)(qN)m m.c) )
HyxnclP mZ%{ ) e Osps i (5.1}

( 1, en-x-1)

que coincide cor Gy, (D) en el intervalo: v
L N

Si consideramos fijos los valores N, n y c, se tiene que, para todo x:0,1,...,n, y para todo
valor de p compatible con el modelo de urna asociado a la distribucion de Polya con parametro
reemplazamiento negativo,

GMx,n.c{p) = HN(:,nyc(p) L= FN p,n,c(x)
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RESULTADOS PREVIOS

Teorema 5.1
Para valores x:0,1,...n-1, se verifica que

c n' N +c)xe) (n-x-1.¢)
Hy nelP) - HNJ.ﬂ.c[p+N} . ( X)(n—x)c(P ) N‘ii?ﬂ [5.2}

Demostracion
La demostracion es similar a la empleada en el Teorema 4.1 Se procedera a probar por

induccion.
Para x=0:

o
HygndR) - HN.o.n,c(P*"rg) =

= ._J._[(pN)(U-C?(N npN')(n.c; - (pN +C)“3-¢5(N hpN g C)m.cm": -

N0l
B (N._F,N)(n.c) nc ) nc(N_pN)(n-m’
N N-pN+(n-1)c N{ne

Consideremos ahora el resultado valido para x-1 y probémoslo para x (x 1,2, .n-1) En electo,
de acuerdo con la expresion [5.1],

. . . .
HN,I'.D.O(P) h HHJ.n,c(p'_] = HN.:-!,n_c(p) ) HN.x-t.n.c{ p+-._...] *
y Ni i N.

. ( n) (pN)*E)(gN)-xe) ) { n) (PN*C)"‘CI(QN*C)(""'”

X N e x NS
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-y, supuesto que la expresion [5.2] se - vifica para x-1, tendremos que

c
HN.x,n,c(p) - HNJ‘I"C[p "N} =

- n \(n—x+1)c@N*c}(""d(N“PMM"“” X n LpN)"-"(N-pN)‘” x.c) i
X-1} Nne X NG

.n } _‘PN*C)(""‘;(N—pN-c}(”'ﬁ-c}
Al N (e :

Esta expresion puede ser eccrita como la suma de tres términos B, C y D respectivamente, en la
forma B+C-D donde

C-D-= [ n) 1 ((pN)(x,c)(N_pMm-x,c) B (PN*C‘(X'C)(N"}JN'C)(A-I'C}] )
X N(ﬂ.c)

Como

(xc) . RN pN
{(pN) (pN+c)*&
pNxc

(N-pNyxe' = (N-pN-c)n-xa N-PN(n-x-1)c
N-pN-c

el término C-D jueda.

C-D- [ n) (BN+)*IN-pN® [ pN N-pN-¢ |
X N pN+xc  N-pN+(n-x-1)c|

Operando el término entre corchetes, y desoués de simplificar, queda

_ p <[ 1] N} AN-pN)t 2 ~ B gy
C-D [x) pre (oN(n-x)c - xc(N-pN-c)) .
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Antes de sumar el término B, tendremos en cuenta que

[ g ](n-w‘l) - [ "}xﬂ
x-1} X

por lo que el resultado final de B+C-D es el siguiente

(pN‘C)“ 1 c}(qN)(n *-1c)
N el

B+C-D - ( ”)xc‘PN+C)""-"’(qN)"’"-°' . (
X N e x

—[PN(n-x)-x(gN-¢)]

[x} -‘Eﬁé-‘-’-’“——(x(qrv)‘" X (gN)™ = (- x) - X(GN-C)]) |

Esta expresion puede ser simplificada ya que
x(gN)™= + (gN)™"< [pN(n-x)-x(gN-c) ] =
= x(qN)™*" (@N+ (n-x-1)c) ~ (GN)™ " [pNfn-x)-x(gN-c)| -
= (gN)™™ " [x(gN~n-x-1)cj « pNin-x)-x(gN-c) ~ (gN)™ '« (n-x}Q)N xc).

En consecuencia,

F
HN’.x.n,c(p) - Hleﬂ.clpf-ﬁ = B+C-D =

+0 Y1 ) ppYE - n-x-1,
[ ] gpN C) (qN)(n - 1c)(n X)(pN*‘XC) - ( ﬁJ (n_x)c (PN C)( )(qN)( 1.6)
X N(RC) X N(n,c)

quedando probado el teorema.
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El resultado que se ha presentado en este Teorema 5.1 tiene un homologo en el Teorema
4.1 donde se obtuvo la expresion de la primera diferencia para el caso de la funcion de
distribucién de una distribucion de Pélya P(N,M,n.c) pero no se impuso la condicién de
negatividad en el parametro c.

Corolario 5.2
Para x:0,1,. .,n-1, se verifica que:

c n N (x.c) N+ (n-x-1.¢)
HyxneP) - Han.c{p"’;J') = «( x](n—X)c(P ) (:l{n’e)} -

" . Demaostracién
Este resultado se obtiene teniendo en cuenta que

N.xnc(p) anc [P' E") = - [H!\J,xm,c [P‘%) - HN.x.n.c(p)}

y aplicando la expresidn [5,2] sin mas que considerar que

(-

= pN-c-c = pN

zln

In-
)
]N gh+c .

2!0
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Corolario 5.3 ‘
En el caso particular de la distribucion hipergeométrica (c= -1), se verifica para

1] (pf)(fm) |

N:n 1(p) an 1 (p"'"' { N)
n

N
A este resultado, obtenido por UhImann (1966), se llega aqui como una particularizacion

x:0,1,...,n-1 que

Demostraciéa

del Corolario 5.2 para el caso en que c=-1. En efecto,

(x,- 1) (mx-1~1)
N"" (P - N,xn 1(P+%} =[ )(ﬂ x)pr) (gN-1)

N(n 1}
Puesto que
(PN~ = x.r[ AN
X
(e = nf N)
v
(GN-1)x10 = (_x- 1)4( 9N~ 1)
L n-x-1
se tiene que

A 1 A

[PN]( q:ws) (pN)( qN_1)
N,l’,ﬂ 1(p) Nx_n 1(p 1} = ( n](n-—x) X n-x-1 x!(n-x—‘l)! N X n-x-1

como queriamos demostrar.
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Teorema 5.4

Hy xnc(P) es decreciente en el intervalo

o A T‘Pc(n-x-ﬂ}
N N

Demostracion:
Hy »nc(P) es una funcion polindmica de grado n que verifica:

Hpxne(P)=1 cuando p

1
=

-
—

-

-
P

[53]

Hpyxne(P)=0 cuando p = %E@T—Vx_ﬂ ;1001 n-x 154!

(p) esun polinomio en p de grado n-1 que tiene n-1 raices distintas

d
Por otra parte, ED'HN;,n.c

¥ * '
pfr p?n srxg pn—!'

Teniendo en cuenta las expresiones [5.3] y [5.4] v considerando el caracter du funcion

polinémica de H,, ,.(P) se tiene, necesariamente, que

; -C ! -2¢ (-x+1)C , -XC
0« € - < o € € 2 £ =
PreN Pt N Px N
c(n-x-1 i c(n-x+2 . c .
1+._(_Tu.__.._)_ <P, < 1+._(__N__2 << teZ<p <1
es decir, las n-1 raices se 2ncuentran fuera del intervalo _;X ; 1+c(n—;~1)} , por io que en

dicho intervalo H,, , .(P) es estrictamente decreciente.
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Corolario 8.5

Si 0<x<n-1, existe un punto p,€ ( -;x d 1+°(";:;'1)] tal que

o? <0 s p,sp<p

—H .
dpz NJ’.ﬂ.c(p){ > 0 S’- po < p < p'x.!

Demostracién
Es inmediata a la vista de la distribucion de las n-1 raices p’,, p',, ..., p'»; de la funcion

polinémica -a%HN neP) . que Hy, ,.(p) tiene un maxima relativo en P, y un minimo relativo

en p',,,. Consecuentemente, en el intervalo [p';p" I, H . 4P) comienza siendo concava y

finaliza siendo convexa, existiendo un punto de inflexion p,e ( :

-cx | Mc{n-x-‘i))
LN N

Corolario 5.6
Para los valores x=0 y x=n-1 se tiene, respectivamente, que:

a) Hyanc(P) s convexa en el intervalo {0 : f("_Nu)

b) Hy o 1.n(D) s concava en el intervalo {_c(f%~_1) ; ‘1}

Lemostracion:
Basta tener en cuenta el caracter peolinémico de la funcion H,,, , (p) y la distribucion de
las raices p’; (i:1,2,...,n-1) particularizada para los casos x=0 y x=n-1.
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Teorema 5.7 ;
Para valores de x:1,2,...,n-2, se verifica que la segunda diferencia toma la forma:

c f c
HNJ.R.C{ p'W] = 2Hy,pP) + HN',_,-,'C[ p+ﬁ} =

L (n-x)c +C)Y RN - (n-x-1.00 NC(p{n-1) -x)
(X] N PHE) =P (PN ~xc)(N-pN)

Demostracion
La expresion:

e -
HN,x.n,c(p'TV') - 2HN.x.n.c(p) bl HN r,n,c[ p'TV‘}

#

también puede escribirse como sigue:

[ o
(HNJm,c[p"'%] - HN.x'nvc(p)) e ( HN.x.r!.c(p) - HN.rn,clp‘%) ]

y aplicando a cada una de estas diferencias el resultado presentado en el Teorema 5 1. se tiene que

esigual a
( :}%,ZTC“PM"'°’(N-;>N+¢>‘""'*-" - (PN+6)*AN-phy™>1) =
=] N -—--(n—x)c N +c) (N - (n-'-hc)( oN N-pN+(2-x-1)c | ‘?)
{X} N Ph=c= N pN+xc N- N
ya que

(pN)™9 = (pN){pN+c)(pN+2c)...(pN+(x-1)c)
(pN+c)™ = (pN+c)(pN+2c)(pN+3c)... (pN+xc)

Pag 99
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(N-pNY™=1) = (N-pN)(N-pN+C)(N-pN+2c)... (N-pid+(n-x-2)c)
(N-DN+¢)™9) = (N-pN+c)(N-pN+2¢)(N-pN+3c)...(N-pN+(n-x-1)c} .

Finalmente, puesto que

pN _N-pN+(n-x -z 1
pN+xc N-pN

. PN(N-pN) +pN(n-x-)c-pN(N-pN)-xc(N-pN) _
(PN +x¢)(N-pN)

Ne(p(n-x-1)-x(1-p)) _ Ne(p(n-1)-x)
(pN+xc)(N-pN) (pN+xc)(N-pN)

tenemos que

HN_x.n,c[p‘%) - ZHN.x,n_c(p) * HNx,nc p*%} =
= n .&.-_x)s LeVxc) > (p-x-1¢) NC(p(n-1)—x)
(x] Nno) (PN-+c)"“(N-pN} (pN-xC)(N-pN)

como queriamos demostrar.
8

Observamos que esta segunda diferencia se anula para p = (_xﬂ {basta sustituir ¢n la
n.—

expresion obtenida para comprobarlo)

El resultado que se ha presentado en este Teorema 5.7 tiene un equivalente en el Teorema
4.6, donde se obtuvo la expresion de la segunda diferencia para el caso de la funcion de

distribucién de una distribucion de Polya P(N,M,n,c) pero no se impuso la condicion de
negatividad en el parametro c.

La misma consideracion se puede hacer respecto del Corolario 5.8 y del Corvlario 4.7.

:
i
!
'
]
‘.
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Capitulo V _ Una acotacion para la funcion de distribucidn de la distribucién de Pélva

Corolario 5.8
La segunda diferencia de la funcion correspondiente al valor ¢ = -1 (distribucion
hipergeométrica) verifica la siguiente expresion.

1 1
HNJﬁ'"l(p-ﬁ) - 2HN.XJ‘I.'1(p) * HN,x_n,-‘l[p*—&-) =

) ()
HIH

Se trata de una particularizacion del Teorema 5.7 al caso en que ¢ = -1. Uhlmann (1966)

Demostracién

calculo la expresion correspondiente a dicha segunda diferencia en el caso de la distribucion
hipergeométrica, siendo este resultado equivalente al suyo.

Corolario 5.9

4(—x‘1)c R o
: z y convexa en
n-

Parax:1,2 ,n-1, Hy,,..(D) esconcavaen - itervalo

el intervalo ( A ;1+C(n—x-2)
. n-1 N

Demostracion

Por ¢l Teorema 5 7 sabemos que para x 1,2, .n-2.

Y

c
Hﬂgm,c(p_mj - 2HN,:.,n,c(p) = HNx.n_c P+

z|o

.
)

- n (H*X)C N+ (x.2) N- (n-x-1.¢) Nc(p(n'1)_x)
[x) N©®o R NpoD (PN +xc)(N-pN)
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De aqui se sigue que la nda diferencia se anula s6lo para p = . Para este valor
q gue q

(n-1)

tenemos que:

- ; X €. x X
lo cual indica que los puntos de abscisa —— - ; — ; — -

; £ estan alineados
n-1 N »-1 n- N

En consecuencia, la localizacion del punto de inflexion p, sefialada en el Corolario 5 5

X

queda precisada: p, = =

Por tanto, y de acuerdo con el Corolario 5.5. Hy,, ,.(P) sera concava para todo p tal

que £XN€ . 5o X yconvexaparatodoptal que —— ¢ p < 1-S0°X2)
n-1 n-1 N
B
Lema 5.10

Para todo € real tal que 0 < & < 1 y paratodo x 1.2, .n-2, se verifica’

(’) HN.x.nut [P"%] _"’Nx,n.c (p) >E {HNJJ‘!.C [p+%) —HN,x.n.c (P) }

aratodoptalque =€ ¢p < X .
P ptaiq N p g,

(i) HN.m.c [P"%} 'HN.x,n.r- (p) <€ {HNJJLC [p*"%) 'HN.x.n.c (p) }

X

SR e X ¢ 1.600-x-2)
paratodo p tal que ——-—= < p <
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Capitulo V Una scotacitn para la fungion de distribucién de la_distnbucsén de Polva

Demostracién
Q) Por el Corolario 5.9 sabemos que H,,, ,.(P} es concava para todo p tal que

X
n-1

Consideremos un punto p tal que -—E- s P s Es obwvio. siendo ¢<0, que p-i— sigue

perteneciendo al intervalo de concavidad de Hy,, ,.(p) En consecuencia,

c £
HN_r,n.c (8 [p"'ﬁ) + (1 'E)p) = HNx.n.c [p “"G

¢ !
= B Hn'-‘rnc{p."ﬁ} : (1_L}Hﬁ,rnc(p) =

= 6{ HN.x.n.c (P*%) —HN.:.n_c (p)} - Hvi.oc (ﬂ) :
De aqui,

c - go)
€ HNJ.!‘!.C p+'ﬁ N HNx.n_c (p)} < HNJ.F!.C [p"—&") ~ Hyin: (p) .

(1) Por el Corolario 5 9 sabemos que H,, , ,.(P) es convexa para todo p tal que

X_ . b < 1’c(n-,w--2)
n-1 N
Consideremos un punto p tal que __x_"__% < ps 19-(1—!5-£ Por ser ¢<0 resulta claro que
n.

p+% sigue perteneciendo al intervalo de convexidad de H,,, ..(D}).

En consecuencia, razonando en términos similares a lo efectuado en (1), quedana probado (i)
B
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Capitulo V Una acotacidn para la fimcion de distribucién de la_distribuc:dn de Pélva

Lema 5.11
Para 0<x<n-1, las funciones las funciones Hy, , ,.(p} ¥y Hy.. . ».(P) tienen un unico punto

!t -CcX ; Mf+c(n-x-1)} ‘
de corte en el intervalo ( v =

Demostracién
Aplicando los resultados conocidos, expresiones [5.3] y [5 4] y Teorema 5 4. de ia funcion
Hy xne(p) 2 la funcion Hy . . ,.(p), tendremos que

HyexnelP)=1 cuando p = —< .i0,1, x [55]
o N-¢
HN—c‘x,n_c(p)zo cuando p = ?"-Ciqﬁ:xc;n 101, .n-x [56]

Xy, c{n-x-1)

siendo decreciente en el intervalo [
 N-¢ N-c

}I con un unico punto de inflexion p*%,

en el intervalo tal que en p*, la funcion pasa de ser concava a convexa

Por una parte, al ser c<0 y 0<x<n-1, se tiene que

P e~ ?-M < %‘M

N-c N N N-¢

(57]

Por otra parte, de las expresiones [5 3]. [5 4] v [5 5], [5 6]. se sigue que

e e . it

12, x-%
N-c N N-c

1. 90-x-0) _ 4 en-x-i) o eln-x-i1) g5

n-x-14
N N-¢ N-¢c

como puede comprobarse faciimente.
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En consecuencia, y teniendo en cuenta :a expresion obtenida {5 7], ambas funciones

HyxnclP) ¥ Hycxne(P) son decrecientes en el intervalo

g 1-q"'x"1)] , verificandose:
. N N

-CX . -CX
Hmm:[ T) =12 Hn-me("'&'}

n-x-1 cin-x-1
HN.!M[ 1"‘:(_”""')') =0 < HN-cxﬂ.r[ 1'_7—)') '

Por todo ello, atendiendo a la continuidad de la funcion H. H,,, . (B} ¥ Hy. , »(0) tcndran un

) como guenamos probar

unico punto de corte en el intervalo [ ";x : fa 00N 1)

N

Teorema 5.12
Si x=0, -1tonces,

0 . p-0
<0 ; O<p<1+ cin-1)
GunonelP) = GycoaclP) = 1 (N-c)
0 . 4p'? 1 om
(N-¢}

y si x=n-1, entonc:s,
0 : ps .:E(fil
” (N-c)

Gup-10P) = Gyocn1aP) = >0 _".%n_"ll.cpc‘%
(N-c)

Pag 105



CopitiloV _Unanootacidn para a1 neidn de ditibucibn dé s distribycio de Pélya

E Demostnéi&li:

Por la definicion dada de *as funciones Gy () Y Hxnc(D). podemos LSCﬂblr

e?c(n”X"1) < . ,%
N S

| . & n-x-1
GuxncP) = | AnxncP) SR *!*.E(_Tv_l

CX
1 0 p< -2
! N
En particular, para x=0,
' 1 N p ES 0
H P) . O<peis c(n-1)
GN,B (p) = < NQ.nc * - p ks T
O , - 1 e C_(n_1)
. N
X . p=0

. -1}
H-cnc)?U‘RS’l*gl—
GN—:.O.I'J.c(p) ol e (p . N-c

0 * p = 1“5" C(n"‘l)

N-c

Por el Corolario 5.6 sabemos que Hy,,..(0) es decreciente y convexa en ei intervalo

" \
[0 . 1+c(—’;J-D-) Y HycondP) es decreciente y convexa en el intervalo (O C 1+ 053 :)) - Por

otra parte, por ser ¢<0,

g, 071 o, -1
N N-c
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Entonces, se verifica necesariamente que, para valores de p pertenecientes a
(ow»_—l“"“’}
% N—c *
GuanedP) - GuconlP) <0

completindose el resultado de forma trivial

La demostracién del resultado para el caso x=n-1 se hana de forma andloga sigmendo un
planteamiento dual.

Lema 5.13
$i0< x <n s N, para todo O< 0 = 1, se venfica que

HN.:J.: (P"%] - HH-az.n.c(p) .

f: [ ?}!MN-C))""W(N—C)*C)"‘@ “{(c-Nyi-pn{N-c))

N-c io N®£

. Demostracién
A partir de la definicion de 1, , (D) podemos escribar

e

v r“!'

HNM.C (p-%) - HN c.x.nc(p) :
. 2!:( n)MN_c))ﬂ.tl(qN,m)l" LE) - i n) (MN'C,F’((KN-C))W.E;
AW Nine) o\ ! (N-cy*<
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Copitulo V_____ o Una scotacitn para la funcion de disribucion de la disnbucion do Polva

sin mas que tener en cuenta que

[p-%]ﬂ = Np-cp = p{N-c)

{1-p-%}N = N-Np+cp = Ng+pc

Por otra parte, puesto que

N*a —  NIN<c)..(N«{n-1)c) _ N+«(n-1)c
(N-c)@  (N-C)N._(N+«(n-1)c-c) N-c

entonces,

HNJJ'M: (p'%) - HN c,rn.c(p) -

{ic
- 3| 1) B oy e - Ml Degvcye o] g

Realizamos a continuacion algunas operaciones en el segundo miembro de la expresion
[5.8] En primer lugar tenemos que

(gN+pc} = (@N+{1-g)c) = gN-gc+c = g(N-c)+c .

@N-c)™ | _(@N-g"o
@N-p0f"™  (q(N-c)cf
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(QIN-c){g(N~¢)+€).. (g(N-C)+(n-i-1)c) _ g(N-c)

" (gIN-C)+e)@N-0)+20)...(@N-C)~(n-i.c)  (@IN-C)~(n-1)c)

Teniendo en cuenta lo anterior, el segundo miembro de la expresion [5 8] puede ser escrito como

Z[ ’)(pw -c)*AgN-pe)™' S (N-(n-1)e) _ (g(N-¢c)) (5.9]
~0

Na (N-¢) (qN-c)-(n- :)c)!

Desarrollando el ultimo paréntesis de la expresion [5 9] tenemos que

g . (N+(n-1)c) (QiN-c)) . IN-cHg(N-¢c)«(n-i)c) -(N-(n-1)c ) {q(NV-c))
(N-¢) (g(N-c)-(n-i)c) (N-cHg(N-c)-(n-)c)

cuyo numerador puede reducirse va que

(N-c)(q(N-c)) + (N-c)(n-i)c - Ng(N-c} - (n-1)cq(N-c) =
= - og(N-c} + (N-c)J(n-i)c - (n-1)cq(ti-c) =

= - cg(N-c) + N(n-i)c - (n-i)c® - (n-1)cqg(N-c) =

=¢ [ - q(N-c) + N(n-i) - (nH)c - (n-1)g(N-c) ] =

= ¢ [ N(n-i) - {(n-i)c - ng(N-C) ] =

=c[Nn-Ni-nc +ic-n(t-p)}(N<c)]=
=Cc[Nn-Ni-nc+ic-Nn+nc+npN-npcj=
=c[-Ni+ic+pn(N-) ] =c[(c-N)i+pri(N<} .

Sustituyendo en [5 9] la expresion obtenida, aquella puede volver a escribirse como

Z( )(B(N c)'NAgN-pc)” 9 ¢ ((c-N)i+pn(N-c))

[5.10]
-0 N e (N-¢) (g{N-c)+(n-1)c)

Finalmente, esta ultima expresion puede ser simplificada teniendo en cuenta que
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@N+SY™® (@N-C)se)™D i
(@N-c)+(n-i)c)  a(N-c)+~(n-i)c {gIN-¢€) +c)

por lo que la expresion [5.10] puede ser ¢scrita de nuevo como

¢ Z( n) {p(N-c)) g(N-c)+c)® '<Y(c-N)i+pn(N-c))
(N-¢) 13 Niae)

quedando de esta manera probado el Lema.

Teorema 5.14
Si0< x<n < N, para todo 0< p 5 1, se venfica que

HN.l,n,c(p ) - HN-c,x,n‘c(p ) =

= - _ep) .o (x+1)e(p(N-c )= Yg(N-c)~c o x 1<)
Puxadf) HNJﬁ'c{p N ] ( x+1 } (N-c)N-2) :

Demeostracién
Teniendo en cuenta el Lema 5 13, sera suficiente cor: probar que’

c_ ¢ ( n} (p(N-C))*Ng(N-c)+c)" " N(c-N)i-pn(N-c)) _
i _ = [5.11)

[ n ](x+1)c(p(N—c)f"'-“tq(N-c)*c)f"“-f* o
x+1 (N-c)N o) - o
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Lo probaremas por induccion.

En efecto, para x=0 basta sustituir este valor en [5.11] y en [5.12] para comprobar la igualdad:

c fn) (PIN-C))®Ng(N-c)+c)™ "“pn(N-c) _ nc_(p(N-c))"“Yg(N-¢)+c) '
(N—c)( 0 N (e (N-c) Ninel

Supuesto cierto para x-1, demostrémoslo para x. En efecto, descompomendo la expresion [5.11]
se tiene que

c_y f P | (PIN-C))*SUgIN-c)-c)" "M (c-N)i-pn(N-c)] _
(N'C)::O !J N

-

- c n)x(p(N‘C))("C)(Q(N—C)*C)(”"'-C)
(N-c)\ x N

., _E Jn] (BIN-C))*NG(N-c) +c)" ') (c-N)x+pn(N-¢c)] _
(N-c)\ x N ()

c | n) (B(N-C))=HGIN-C)+c )= ' x(g(N-C) +cn-x) «(c-N)x +pn(N~-c)] [5.13]

T Wl x N©O
obteniéndose la Gitima igualdad sin méas que tener en cuenta que
(q(N-c)+c)™ = (g(N-c)+c)™™" (gN-c+nc-xc)
en [5.13], con lo que el factor multiplicador se reduce a
x(g(N-c)+c(n-x))+(c-N)x+pn(N-c) =
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= x(N-¢) - xp{N-c) + x»o(n-x)A - x{N-c) + pn(N-c) =
= xc(n-x) + p(N-c)(n-x) = (n-x)(xc +p(N-c))

y la expresion [5.13] puede escribirse ahora como

< {n} (PIN-C))*NG(N-c) +c)" ' Nn-x)(p(N-c)+xe) _
(N—c)l X N (.0

) —c—{ n}(n—x) (P(N-c)) " XG(N-c)-c)” * 1
(N-e)\ x N el

Teniendo en cuenta, por ultimo, que

[”)cn*x) ( " )(M} .
X x+1

la expresion [5.13] puede ser finalmente escrita como

e {7 ) yuq BIN-CN TGN -C) -c) x 1
—— (x+1) )
N-cl x+1 N me)

quedando, de esta manera, probado el teorema.

Corolario 5.15
Si0< x <n < N, para todo O< p < 1, se verifica que

HN.I.ﬂ,-1(p) - HH".X.J'I,-‘l(p) =

ip(~+1)~1)[ qwa)q]
= Hn.x.n_.1(p) = HN.z,n. 1[p+.§_) . X n-x-1 »

#
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ﬁDemostnclén
l'-‘amculanzando el resultado del Teorema 5.14 para el caso ¢ = -1 (distribucion
hipergeométrica) se tiene que

HN.x.n,~1(p) - Hn.|_x,n‘.1(p) =

(N+1))("1"1)(Q(N+1) _1)(n-x-1.-1)
(N~ ‘

Huan-1P) = Huen. {puﬁ-} - [ xf1)(x+1)<-n“’

Teniendo en cuenta que

AGD - Al b!f A
(A-h)! l b

podemos escribir:

[o(N+1)&10 = pN=1)[p(N+1)- 1] = N+1)x'( p(N+1)-1)
X

[N+ -] = (n-x- 1)1[ G(N+1)- 1)

f-x~1 |

N(n.-1) - n![ N )
n

Y, por tanto,

( )(m)( qylo(N-)E L Dg(N1)-1J 1D
o (N+ 1N
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(N+‘ﬁ-1‘))[ (GN+1)-1

- [ (o
o ( n )("*1)"!("""1)!,9(N+1){ X nx-1

+ | —
x+1 n ; (N+1}{ N}
ny

p( p(N+1)-1)( g(N+1)-1)

X n-x-1
N
n

quedando probado, de esta forma, el corolario.

Este resultado coincide con el obtenido por Uhlmann (1966) en su estudio de la

distribucion hipergeométrica.

Teorema 5.16
Si 0<x<n-1<N, se verifica:

o ; Ospsf-(_—c)

N-c
>0 x(-c) . xN
N-¢ ps(n-1)(N—c)

GNJ.n.c(p) - GN-c.x.n,c(P) =

n-1 (n-1)}{(N-¢)

o ; 1+—c(n—x_1)sps1
N-c

Demostracién
Se probara para cada uno de los cuatro intervalos.

x(-c)

a) Consideremos 0 < p <
N-¢

*®

<0 - X ’(-c)(n—x—1)5p<1*c(n-x—1!

N-¢
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En este caso, al ser ¢<0, XIEIH-? < ﬂ;'c) , por lo que, teniendo en cuenta la expresién

de G(p), se iiene que
GN,x,n,c(p) = GN-c,x,n,c(p) = 1

y, por lo tanto, la diferencia es cero.

o(n-x-1)

b) Consideremos 1 + =——= < p =< 1.
N-c

En este casc,

q @M;w‘% + E(_n}:_'” , por lo que:

N-¢c

GN,r.n,c(p) = GN.C,,_,,'C(D) =0

¢) Sea __X(_"Q_ <pcs ____X_{!__ )
N-¢ (n-1)(N-¢c)

Por el Lema 5.10 sabemos que para todo 0 < ¢ < 1, paratodo 0 < x < n-1 vy para todo p

tal que —"-:;5 £ ps -!-’-’:f-{ , se verifica que

Hyxne {p'«%—) “Hyxne (P) > € {HN,x,n,c {p*%} “Hyync (P) } [5.14)
Aplicando el Teorema 5.1

Hm.c{ p+-,%) = Hyno(P) - f ;)(n—x)c(pN*C)(:’(ﬁ?’)w — (5.15]
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" -En consecuencia, de [5.14] y [5.15] se tiene que

n N+ ) (n-x-1.¢)
HNM.:(P'f%) = HyraolP) > —6( x)(n—x)c(p c) N(ﬁ?’) (5.16]

Haciendo el bar.:bio: p = Mp‘ y &€ =p ,setiene

N
o _E_C_=£-_C_ +£En'
F*N NP’ N P
_ N-c _
@ pN+c‘-—N—-—pN+C-ﬂ(N—C)+C
, N-c . .
° qN=\1-p)NmN-pN=N—TpN=N—Np*cp:

=N + c(i-q) = g(N-¢) + ¢

y podemos escribir de nuevo, volviendo, por comodidad, a notar p en lugar de p’, (5.16) como
sigue

c(p(N-C)+c )N q(N~-c) +c)" * 9
N .€)

C
HN.z.n.c(p) - HN.x.n.c(p""‘Ve} - "P[ :}(n‘x)

expresion que sera cierta, teniendo en cuenta que -'ﬁ-: < ps J—1 y el cambio efectuado, para
n_

todo p tal que
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o, de modo equivalente, para todo p tal que

X cps .
N-c {n-1)(N-c)

Por otra parte, aplicando el Teorema 5.14, tenemos que:

HN.m.c(p) - HN-c.x.n.c(p ) =

[ xn1 ](M Jelp(N-e)* " g(N-c)+c] * ' &

(N-c)N@e)

>

HN.x.n,c(p) - HN.x,n.c(p'%] +

0| | m-nctp-o)-ctotaini-o) i

N (n.c)

+

[ xn1 )(’”1 Jelp(N-c)* "9 [q(N~-c) ~c]" * 19

(N-cN© 2

Teniendo en cuenta que

ghoa-(Jes
X x+1

[p(N-c)F**' = p(N-c)[p(N-c)+c[*?

el segundo miembro de la desigualdad anterior es igual a cero, por lo que
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Hﬂ.xnc(p) N c.xnc(p) >0

, ~ ~XC xN
para todo p tal que o SP* NS

Finalmente, basta tener en cuenta las definiciones de Gy, n.(P) ¥ Hyxn.(P) para que se deduzca

de forma inmediata que Gy, n(P) - Gncxnc(P) > 0 para todo p 1tal que

o PRSI XN __ omo queriamos demostrar.

N T % N9

HSea X - X)L pcq . Hox)
n-1  (n-1)(N-c) N-¢

Por el Lema 5.10 sabemos que para todo 0 <e < 1;x:1,2, .. ,n-2, y para todo p tal que

X c c(n-x-2)
— - o £1 s S
1 NPT N 5.7

se verifica que

[ ec
HNJr.n.c (p*'ﬁ} _HN.x.n.c (p) <& { * x.nc [phﬁJ _HN.x.n.c (p) } -

Aplicando el Teorems 5.1, se tiene que

+Y{x0) (n x-1.c)
HNF,.,,.C(,,J,%) - Hyp0) < - ( }(n x)cleN C)N((ﬂ?n .

Llamando p = _f_V__’;_Cp- y € =p , al igual que hicamos con la expresion [5.16] del
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- apartado nntenor, y volviendo, por comodidad, a notar pen lugar de p’, podémos rescribir la
 expresion [5.18] como sigue:

G n clp(N-c)+c 1™ g(N-c)+cl-*-1£)
HN.X.n,c(p) - HN,:,n.c(p-"'l,'sl) - —p[ x)(n"x) [D{ bl A:I(ﬁi) ) I ; o

Teniendo e¢n cuenta [5.17] y el cambio efectuado, esta ultima expresion sera cierta para
todo p tal que

X _ <. N—cp =4 = c(n-x-2)
n-1 N N
0, de forma equivalente,
X _ co(n-x-1) cpeie c(n-x-1)
n-1 ‘n-1}{N-c) N-c

Por otra parte, aplicando el Teorema 5.14, tenemos que

HN.X.ﬂ.c(p ] = HN-c,t,n,c(p ) =

( n )(1*1)6[9{“’“6)]‘"‘“[q(N-c)ﬁc]l"-xv?hc}
CP} L x+1

= HN.x.n.c(p) B HN,x.n,c( p-——=

P

(N—C)N {n.c)

- P[ :)(H—X)C[P(N—c)+C](x.c)[q(N_c)*c](,,gﬁ’,élc)

N(n.é} »

e

( Xn1 ) (x+1 )C[P(N-C)]f’f' ‘-‘)[q(N— 2) +c.]m- x-1.¢)
+ (N_C)N{n.t)
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Paesto que el segundo miembro de la anterior desigualdad es igual a cero como ya
probamos en el desarrollo del apartado c), queda finalmente que

HN,x,n.c(p) - HN-c,x[n_c(p ) = 0

X - C(n‘X"1) € p « “i A+ M
n-1  (n-1)}{N-¢) N-¢

para todo p tal que :

Teniendo, por iltimo, en cuenta las definiciones de Gy, (D) ¥ Hy . ..(P) se deduce
inmediatamente que Gy, ,.(P) = GrcxnclP) < O para todo p tal que

x _ ¢n-x-1) 5@ e & c(n-x-1)
n-1 (n-1)(N-¢) N-c

como queriamos demostrar.

COMPARACION ENTRE LAS FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE LAS
DISTRIBUCIONES DE POLYA Y BINOMIAL DE IGUAL VALOR
ESPERADO Y TAMANO MUESTRAL

Consideremos la distribucion binomial B(n,p). Para valores x:0,1,...,1., definimos:

X

G,0) = 3. ( ;]pmu T 0cped

m=0

El siguiente teorema permite establecer la comparacion entre esta funcion y la funcién
Gpixne(P) para todo p, excepto para valores de p pertenecientes al siguiente intervalo:

( N x c(n-x-1))
(n-1{(N-©) ' n-1  (n-1){N-¢)) °
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Teorema 5.17 |
Para O<x<n-1<N, se verifica que

0 si p=0

’ xN ’
(n-1)(N-c)
x _ c(n-x-1)

n-1 (n-1)(N-¢c)

0 si p=1

>0 si 0<p

GNJ.n.e(p) - G,_,,(P) ol

<0 si sp<1

Demostracion

Teniendo en cuenta que lim G, , (P! = G, (p) podemcs . -cbir:
N-»

"

GNJ.n.c(p) - Gx,n(p) = Z[Gﬁ-m.x.n.c(p) N GN-(:-Uc,x.n,c(p)‘ [5*191

=0 :

A partir del Teorema 5.16 se obtiene que

o . O;p-—fﬁfl—
N-(i+1)c

>0 : X0, X(N-ic)
N-(i+Dc  (n-1)(N-(i+1)0)

GN"C.mc(p) B GN-{s.nc_x,.-.,c(P) =

<0 - X ____Sn-x-1) o, cin-x-1)
" on-1 (n-1)(N-(i+1)6) N-(i+1)e
0 - 1*2(21_-1—)*:{‘351
N-(f+Ne

(i)  Si p=06 p=1, entonces,
GN-i c.x.n.c(p) - Gmfn".n,c{p) =0

Y, por tanto, Gy, ,.(P) - G,.(p) = 0.
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T' i) Puesto que:

XN —_— x(l_[—ic)
(A=1)(N-c)  (A-1}N-(i+T)e)-

~ para todo 11,2, se tiene qyue.sig’fn

0 <‘ Ps TBT%(@N_:E)- 4 entomes léﬂ.x.n.c(p) = G.m(p) = 0: ya C[UC, POY pequeﬂo que Sea px

x(-¢)
(N-@i+1)c)

existira un i suficientemente grande como para que sea p >
A partir de ese valor de i, los términos de la serie [5.19] seran estrictamente positivos,
mientras que los primeros términos seran nulos.

X _ en-x-1) o _x_ c(n-x-1)

n-1 {(n-1)(N-¢} n-1 (n-1)(N-(i+1)c)

(iii) Puesto que , entonces Gy, . (p)- G, (p)<0

ya que, por grande que sea p, existird un 1 suficientemente grande como para que sea

. Cln-x-1)

Pl WGng

A partir de ese velor de i, los términos de la serie [5.19] seran estrictamente negativos,

mientras que los prim2roe términos seran nulos.

En las definiciones de las funciones Gy ,,. (P) y G,,(p) subyacen las funciones de
distribucion de las distribuciones de Polya P(N,p,n,c) y binomial B(n,p) respectivameate,
consideradas estas tltimas como funcion de p, para un valor x fijo de las correspondientes
variables aleatorias, con la salvedad de que en Gy, ,.(P) y en G, ,(p) no se hace ninguna
restri~cion sobre los valores que puede tomar p.

n consecuencia, si notaros por Fy ,,.(X) y F,q(x) a las funcioues de distribucién de las

distribuciones de Polya y binoinial respectivamente, es claro que, para tode x:0,1,..,n-1 y para
todo valor p fijo,
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 CaplfloV . Utlascotacién parsls funcién dedistribiscién de la disribucion de Fola

qu;a(x) - Gmm(P)
ForX) = GpafX)

Vamos a poder, por tarito, reinterpretar el resultado obtenido en el Tearema 5.17 y .
comparar las funciones de distribucion de las distribuciones de Pélya y binomial de igual valor

esperado.

Veamos, en primer lugar, el siguiente lema previo.

Lema 5.18
Dadas las distribuciones de Polya P(N,p,n,c} (¢<0) y binomial B{n,p), se verifica:

(‘) FN p.n,c(o) = Fpn(o)
(”) FN,p.n,c(n'1) - Fp‘n(n' 1)

Demostracion

O Pt - U ()

0 N(n.c) N (n.c)
L n
ForlO) = ( g}p"u -p)" = [lN-’ﬁ]

N-M.wc g 204 para todoi:1,2,...,n-1 (n>1) para que quede
N+ic N

probado que Fy,,.(0) < F,,(0).

Basta tener en cuenta que

M(n.cl

(ii) Fuand®=1) = 1= Fuppdn) = 1 - 2o

. AN
FP.n(n°1) =1 - Fp.n(n) =1 - (TV-}
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 CapitdoV. - - Unseootacinparalafimeion dodisribucitn do I dismbucionde Polya

, - ’ a
Se comprueba, de forma andloga a lo efectuado en (i), que {para n>1}): x::<{%] .

por lo que Fypno(n-1) > Fpo{0-1).

Teorema 5.19

Dadas las distribuciones de Polya P(N,p,n,c) (c<0) y binomial B(n,p), se verifica la
siguiente relacion entre las correspondientes funciones de distribucion Fy () v F,.(x) para
todo x:0,1,...,n-1 (n>1):

<0 si xePODN-G)scn-1)

X<
N
FNp.n.c(x) of p.n(x)

>0 8 .x?ﬂ’_’;%(_“i?ﬂ

Demostracién
Teniendo en cuenta que para todo x:0,1,...,n-1, y para cada valor de p fijo compatible con
¢l resto de parametros de la distribucion de Polya,

5 Np.n.c(x) = GH.x.n.c(p)
Fan(x) =G, .(p),

basta con reinterpretar el resultado dado en el Teorema 5 17, expresando la diferencia en funcion
de x, para p constante. Asi, se tiene que para 0<x<n-1,

<0 s xg p(n-1)(N:)+c(n-1)

>0 si xp A0
' N

F, N.p.n.c(x 3 » Fpn(x )

La demostracién queda completada teniendo en cuenta (Lema 5.18) que Fy, , , .(0)<F, ,(0)
Y Fupne(n-1) > F o (n-1).
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CONCLUSIONES

Ala v:sta del Teorema 5.19 se concluye que como Maximo existe un unico valor de x
entero parael que la comparacion de las funciones de distribucion de las distribuciones de Polya

con pardmetro reemplazamiento negativo y binomial de igual tamafio muestral y valor esperado,
queda sin determinar. Concretamente esto ocurre si x pertenece al intervalo I siendo

[ « [ Blo-NN-C)+c(n-1) . p(n—‘l)(N—c)]
T ; v

Puede comprobarse sin dificultad que la amplitud de este intervalo es menor que la unidad.

(-On-1)

En efecto, la amplitud del intervalo es que es menor que la unidad ya que, por

hipétesis estamos aceptando que (-c)(n-1) < min {M;N-M} <N.

Este resultado, Teorema 5.19, supone mejorar la acotacion para la funcion de distribucion
de la distribucién de Polya obtenida por Ollero y Ramos (1995) a partir de la descripcion de esta
distribucion como binomial generalizada, resultado que recogimos en el Capitulo LIl y que con
la notacion que estamos utilizando aqui seria:

() 0 <FypnclX) <Fpafx) 81 0sx sp-1
(i) Fou(X) <. npacl®) <1 Si p<sx<n

La funciones de distribucion de la distribucion de Pélya y de la distribucion binomial
aproximante son aqui comparables salvo en el intervalo de amplitud unidad (u -1, p).

Veamos seguidamente Jue el intervalo de indeterminacién I en nuestro resultado esta
contenido estrictamente en (p -1; p). En efecto,

a)

p(n-1)(N-c)+c(n-1) = Nnp -cnp - Np + cp +cn-c = Nnp - Np + cn(1-p) + ¢(p-1) =
= Nnp - Np + ¢(p-1)(1-n) = Nnp - Np - (1-p)(-c)(n-1) > Nnp - Np - (1-p)N =

= Nnp - N = N{(np-1) = N-1)
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Capitulo V Lina acotacion para la fungidn de distribucion de la disribucion de Polya

Luego,

po- YN0l 5y g

b)
p(n-1)(N-¢) = Nnp - cnp - Np + cg = Nnp - p{cn+N-c) =
= Nnp - p(N+c(n-1)) < Nnp = Ny

ya que estamos aceptando que (-c)}(n-1) < min {M;N-M} < N y, por tanto, N+c(n-1) es una
cantidad positiva.

En conclusion:

p0-N-0) |,
B2 <.
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