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Abstract

he classification of algebras is an important and an interesting problem in

Modern Algebra. There are algebraic classifications, geometric classifica-

tions, degeneration level classifications and some other. In this essay, we
focus on the algebraic classification, that is, on the problem of finding all the algebras
module isomorphisms of a certain dimension. Specifically, in the classification of
algebras with non null annihilator. To this end, we make use of one type of algebra
extensions: the so-called annihilator extensions.

This concept has been studied in depth in Theory of Lie Algebras, due to its nume-
rous applications, especially outstanding in Physics. Due to this remarkable interest,
the study of annihilator extensions of Lie algebras has a long history. However, the
use of this notion to classify algebraically different classes of algebras is relatively
recent, and that’s the center of our study.

As a result of our research, we obtain a procedure to algebraically classify all
algebras, of a certain class defined by polynomial identities, of dimension n with a m-
dimensional annihilator, using the classification of algebras of dimensién n — m. In ad-
dition, we apply this procedure in different specific cases, obtaining the classification
of the n-dimensional algebras with (n — 2)-dimensional annihilator, the classification
of the n-dimensional anticommutative algebras with (n — 3)-dimensional annihila-
tor and the classification of the n-dimensional non-malcev binary-Lie algebras with

(n — 4)-dimensional annihilator.
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Prefacio

a clasificacion de dlgebras es un importante y apasionante problema en el

Algebra Moderna. Existen clasificaciones algebraicas [1-13], clasificaciones

geométricas [2—4,10,11,13-27], clasificaciones segtin el nivel de degeneracién

[28], entre otras. En esta memoria, nos centramos en la clasificacién algebraica, esto

es, en el problema de encontrar todas las algebras médulo isomorfismos de una

cierta dimension. Concretamente, en la clasificacion de dlgebras con anulador no nulo.

Con este fin, hacemos uso de un tipo de extensiones de algebras: las denominadas
extensiones por anulador.

La nocién de extension por anulador de una algebra, o de extensién central en

Teoria de Algebras de Lie, sigue una definicién semejante a la de extensién central de

un grupo. Esta es:

Sean A’ una dlgebra y 'V un espacio vectorial sobre un mismo cuerpo k. Una extension
por anulador de la dlgebra A’ por V es una dlgebra A tal que el anulador de A es'V y la

dlgebra cociente A/V es isomorfaa A'.

Este concepto ha sido estudiado en profundidad en la Teorfa de Algebras de Lie,
debido a sus numerosas aplicaciones, especialmente destacables en distintas 4reas de
la Fisica.

En general, en Fisica, el grupo de simetria de un sistema es el conjunto de trans-
formaciones que dejan invariante el Lagrangiano que define la evolucién temporal de
un sistema fisico. En algunas ocasiones, este grupo se corresponde con una extensioén
central del grupo simétrico, que, a su vez, se corresponde con una extensién por
anulador de la dlgebra simétrica [29,30].

Esto ocurre por ejemplo en la Teoria de Corrientes Conservadas. Estas corrientes
se identifican con una algebra que estd relacionada con las llamadas algebras de

Kac-Moody afines, que son extensiones por anulador universales de dlgebras loop,
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un cierto tipo de algebra de Lie. A propésito de las dlgebras de Kac-Moody, existen
conjeturas sobre la posibilidad de que sean los grupos de simetria de los sistemas de
una teoria de supercuerdas unificada [31].

Asimismo, en Teoria Conforme de Campos y en Teoria de Cuerdas, se utiliza
ampliamente la 4dlgebra de Virasoro, una algebra de Lie compleja que es la tinica
extension por anulador de la dlgebra de Witt [29,32].

Otra 4rea en la que encontramos extensiones por anulador es en Mecédnica Cudnti-
ca: uno de los primeros encuentros es por medio del Teorema de Wigner, que establece
que una simetria de un sistema mecanico cuantico determina una transformacién
lineal y unitaria o antilineal y antiunitaria de un espacio de Hilbert [33]. Esta materia
guarda una estrecha relacion con las dlgebras de Lie y la cohomologia de dlgebras de
Lie, que estd orientada al estudio de este tipo de extensiones.

Debido a este notable interés, el estudio de las extensiones por anulador de
algebras de Lie tiene una larga historia. Sin embargo, el uso de esta nocién para
clasificar algebraicamente distintas variedades de dlgebras es relativamente reciente.

Los primeros en estudiar las extensiones por anulador de algebras de Lie con
el propésito de obtener clasificaciones algebraicas fueron Skjelbred y Sund, que las
utilizaron para clasificar las dlgebras de Lie nilpotentes [34].

Posteriormente, surgieron trabajos que utilizaban extensiones por anulador para
clasificar otras clases de algebras. De este modo, tenemos la clasificaciéon de todas
las dlgebras de Malcev de dimensién #n con anulador de dimensién n — 4 [35] o
la clasificaciéon de todas las dlgebras de Jordan de dimensién n con anulador de
dimensién n — 3 [36], entre otros trabajos [37-40]. No obstante, existen numerosas
clases de algebras con anulador no nulo que no han sido estudiadas todavia y de las

cuales no se dispone de una clasificacién.

En este estudio, consideramos el problema de clasificar algebraicamente las alge-
bras con anulador no nulo de una clase que esté definida por identidades polinémicas.
Para resolver esta cuestion, hacemos uso del concepto de extensién por anulador y
formulamos un procedimiento a través del cual obtener dicha clasificacion.

El primer capitulo recoge todos aquellos requisitos previos que son necesarios

para poder abordar este problema. Esto incluye una breve introduccién a la teoria
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de 4lgebras no asociativas, junto con algunos ejemplos de las clases de dlgebras mas
conocidas.

En el segundo capitulo, desarrollamos un algoritmo para obtener una clasificacién
salvo isomorfismos de las extensiones por anulador de una élgebra. Seguidamente,
aplicamos este algoritmo a un problema concreto, el de clasificar las dlgebras de
dimensién n con anulador de dimensién n — 2.

En el tercer capitulo, nos planteamos el problema de generalizar el procedimiento
de tal forma que obtengamos tinicamente las dlgebras de una determinada clase
definida por identidades polinémicas. Después, aplicamos esta generalizacién al
problema de clasificar las dlgebras anticonmutativas de dimensién 7 con anulador de
dimensién n — 3.

Finalmente, en el cuarto capitulo, abordamos otra variante del problema, la de
clasificar las dlgebras de una cierta clase que no sean de otra cierta clase, lo que
nos lleva a tener que adaptar ligeramente el procedimiento del capitulo anterior.
Posteriormente, aplicamos esta nueva variante con el fin de clasificar las dlgebras de

Lie-binarias que no son de Malcev de dimensién # con anulador de dimensién n — 4.






Capitulo 1

Algebras no asociativas

n este capitulo, vamos a introducir brevemente los conceptos y resultados de
la teoria de algebras no asociativas que serdn necesarios en el desarrollo de
esta memoria. Comenzaremos definiendo el concepto de dlgebra y presen-
tando algunas de las clases de dlgebras mds conocidas, junto con ejemplos, dejando
ver que existen dos grandes bloques: las clases definidas por identidades polindmicas
y las clases no definidas por identidades polinémicas. A continuacién, presentaremos
algunos de los conceptos basicos de la teoria de dlgebras no asociativas, como la
nocién de ideal de una 4lgebra, la de anulador de una &lgebra, la de cociente de una
dlgebra por un ideal o la de homomorfismo entre dlgebras. Finalmente, utilizando

estos conceptos, enunciaremos el problema al que se debe este estudio.

1.1. Introduccidon

Cuando hablamos de algebras no asociativas no nos referimos a aquellas 4lgebras
que no cumplen la propiedad asociativa, si no a aquellas a las cuales no se requiere
en su definicién tal propiedad. Siendo precisos, llamaremos dlgebra a la estructura

que definimos a continuacion.

Definicién 1.1. Sea k un cuerpo arbitrario. Una dlgebra A es un k-espacio vectorial junto
con una aplicacion bilineal, a la que llamaremos multiplicacion de la dlgebra, denotada de la

siguiente forma:

—eo—:AXA—A

(x,y) > xeoy


Atha
Resaltado
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Ademds, definimos la dimension de la dlgebra A como su dimensién como espacio vectorial.
Por tanto, una dlgebra tiene dos operaciones internas, la suma y la multiplicacion — e —,

Yy una operacion externa, el producto por un escalar del cuerpo.

Histéricamente, las primeras definiciones de dlgebra que surgen incorporan la

condicién de que la aplicacién bilineal — @ — deba ser asociativa, esto es, que cumpla

(xey)ez—xe(yez) =0

para todo x,y,z € A, y unitaria, es decir, que exista un elemento 1 € A tal que
1ex = xe1 = x. Eneste caso, la suma y la multiplicacién dotan a A de estructura
de anillo unitario.

Uno de los ejemplos de mayor peso en la teoria de dlgebras asociativas es la

algebra libre:

Ejemplo 1.1. La dlgebra libre asociativa unitaria en n variables X = {a, ..., a, } sobre k,
a la que denotaremos por k(X), es la dlgebra cuyo espacio vectorial estd generado por todas las
palabras (o monomios asociativos) del alfabeto X (incluida la palabra vacia, necesaria para que
sea unitaria) y cuya multiplicacion de dos elementos de la base se obtiene por concatenacion:

(i oy - oo,) @ (@&, oo ) = QG Ky o G R L

S

El resto de productos se infieren de la bilinealidad de la multiplicacién. Claramente, la palabra
vacia es el elemento unitario y la asociatividad se deduce de que la multiplicacion no preserve

los paréntesis.

Anéalogamente, en la teoria de dlgebras no asociativas tenemos la édlgebra libre no

asociativa:

Ejemplo 1.2. La dlgebra libre no asociativa en n variables X = {ay, ..., &y} sobre k, a la que
denotaremos por k(X), es la dlgebra cuyo espacio vectorial estd generado por los monomios
no asociativos (que retienen los paréntesis) de X y cuya multiplicacion de dos elementos de la
base se obtiene por concatenacion conservando los paréntesis. Basta incluir el monomio vacio

para que sea unitario.

Con la emersion de la teoria de grupos de Lie, se acrecent6 el interés por estudiar

estructuras no asociativas y surgieron una amplia variedad de clases de algebras no
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asociativas (con y sin unidad), que se diferencian en las propiedades que satisface la
multiplicacién de la dlgebra. Dentro de las clases de dlgebras no asociativas podemos
distinguir dos grandes grupos: las clases definidas por identidades polinémicas y las

clases no definidas por identidades polindmicas.

1.1.1. Clases de dlgebras definidas por identidades polinémicas

Una identidad polinémica es una igualdad P = 0 donde P = P(aq,ap, ..., &,) €S
un polinomio no conmutativo y no asociativo cuyos monomios son de grado estricta-
mente mayor que uno. Diremos que una édlgebra A satisface la identidad polinémica
P = 0, si para cualesquiera elementos xi, ..., x, € A se tiene que P(x1,...,x,) =0
en A. De forma que una clase de algebras estd definida por identidades polinémicas
si las propiedades que debe satisfacer la multiplicacion para que la dlgebra pertenezca
a la clase son identidades polinémicas (o equivalentes a identidades polinémicas). En
otro caso, diremos que la clase no estd definida por identidades.

Notese que el término “identidad polinémica” es un abuso del lenguaje, ya que
con polinémica nos referimos a polinomios no conmutativos y no asociativos.

Que una clase esté definida por identidades polinémicas es una propiedad desea-
ble, ya que, en geometria algebraica, esto garantiza que esta clase de lugar a una
variedad algebraica, lo que justifica que en ocasiones se utilice el término variedad pa-
ra referirse a una clase definida por este tipo de identidades. A continuacién, veremos

algunas de estas clases, junto con algunos ejemplos.

Definicién 1.2. Una dlgebra A es anticonmutativa si satisface la identidad polindémica

xex=0,parax € A.

La condicién x e x = 0 implica que x ¢ y + iy @ x = 0. Sin embargo, el reciproco

solo es cierto si la caracteristica de k no es dos.

Ejemplo 1.3. Las matrices cuadradas de dimension n, M,,(k), junto con el producto definido

como x @y = xy — yx para x,y € My (k) forman una dlgebra anticonmutativa.

Definicién 1.3. Una dlgebra A es dlgebra de Leibniz si para x,y,z € A la multiplicacién

satisface la identidad polindmica, conocida como identidad de Leibniz, dada por:

xe(yoz)—(xey) ezt (xez)ey=0.


Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado
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Ejemplo 1.4. Si tomamos un espacio vectorial de dimensién dos con una base {e1,e;}, junto

con la aplicacion bilineal definida por:

e10e1 =0 e10ep =0 epoe; =¢1 ereey =e

tenemos una dlgebra de Leibniz.

Definicién 1.4. Una dlgebra A es dlgebra de Lie si es anticonmutativa y de Leibniz. Es decir,
la multiplicacion, a la que se suele llamar corchete y se denota [—, —|, satisface las identidades

polinémicas:
» [x,x] = 0 para todo x € A. (anticonmutatividad)
v [[x, ]zl + [y, 2], x] + [[z,x],y] =0, para x,y,z € A. (identidad de Jacobi)

La comprobacién de que la identidad de Leibniz y la identidad de Jacobi son

equivalentes en dlgebras anticonmutativas se obtiene de forma inmediata.

Ejemplo 1.5. La forma cldsica de construir un ejemplo de dlgebra de Lie consiste en tomar una
dlgebra asociativa, como puede ser M, (k) con el producto usual, y modificar la multiplicacion,
tomando una nueva definida como [x,y| = xy — yx. Mediante cdlculos sencillos, se puede

comprobar que esta construccion siempre genera una dlgebra de Lie.

A partir de la identidad de Jacobi que acabamos de introducir, podemos definir el

operador jacobiano J (a1, a2, a3) € k(aq, a2, a3) como

T (aq, a0, 03) 1= [[aq, az], a3] + [[a2, @3], a1] + [[as, 1], az].

Asi, surgen generalizaciones de 4lgebras de Lie como las siguientes:
Definicién 1.5. Sea A una dlgebra anticonmutativa.

» Ladlgebra A es dlgebra de Lie si

J(x,y,2z) =0 para todo x,y,z € A.

» Ladlgebra A es dlgebra de Malcev si

J(x,y,[x,z]) = [T (x,y,z),x] paratodox,y,z € A.


Atha
Resaltado

Atha
Resaltado
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» La dlgebra A es dlgebra de Lie-binaria si

J([x,y],x,y) =0 para todo x,y € A.

Observacién 1.1. Toda dlgebra de Lie es dlgebra de Malcev y toda dlgebra de Malcev es
dlgebra de Lie-binaria. Por lo que afirmamos que la clase de las dlgebras de Lie es una subclase
de la clase de las dlgebras de Malcev y la clase de las dlgebras de Malcev es una subclase de la

clase de las dlgebras de Lie-binarias.

Ejemplo 1.6. Un espacio vectorial de dimensién cuatro con una base {ey, ..., es}, junto con

la aplicacion bilineal anticonmutativa definida por:

My1 @ Jer,e0) =e3 [er,es] =e1 [ereq] =ex ez, eq] = —e3

donde los productos que no se indican son nulos o se deducen de la anticonmutatividad, es
una dlgebra de Malcev. Por otra parte, un espacio vectorial de dimension cinco con una base

{e1,..., es}, junto con la aplicacién bilineal anticonmutativa definida por:

Bss : [e,e2] =ex [e1,e3] =e3 [e1,es] =es [ea,e3] =e5

es una dlgebra de Lie-binaria que no es dlgebra de Malcev.

Otros ejemplos de clases de dlgebras de interés son los que resultan de la cons-

truccion de Cayley-Dickson.

Ejemplo 1.7. La construccion de Cayley-Dickson es un proceso por el cual se obtiene una
secuencia de dlgebras sobre el cuerpo de los reales R en la que cada una tiene el doble de
dimension que la anterior. Esta secuencia aporta una gran cantidad de ejemplos interesantes.

Previamente, necesitamos introducir el concepto de conjugado:

Sea A una dlgebra, diremos que una aplicacion lineal = : A — A es un conjugado si

X=xparax € A.

A partir de aqui, la construccion se hace de la siguiente forma:

= Tomamos Ao = R y definimos el conjugado de un elemento x € R comox = x. La

multiplicacién en A es la usual en los reales.


Atha
Resaltado
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» Definimos Ay 1 = Ay S Ay y definimos el conjugado como (x,y) = (X, —y). La

multiplicacién en Ay se define a partir de la multiplicacion en Ay como:

(x1,y1)(x2,y2) = (X1X2 — V2y1, Yox1 + Y1X2).

Construyamos las primeras dlgebras de la serie.

0. En primer lugar, tenemos a Ao = R con la multiplicacion usual. Se trata de una
dlgebra de dimension uno, asociativa y conmutativa, es decir, para x,y € Ay se tiene

que xy — yx = 0.

1. Ensegundo lugar, tenemos a Ay = C con la multiplicacién usual de niimeros complejos.
Una base de C es {1, i}, por tanto es una dlgebra de dimension dos. Ademds, es asociativa

y conmutativa.

2. En tercer lugar, tenemos el espacio A, = C & C. Se trata de una dlgebra de dimension
cuatro asociativa pero no conmutativa: los cuaterniones, que se suelen denotar por
H. Para una base {1,i,j,k} de H, la Tabla 1.1 describe la multiplicacion entre los

elementos de la base.

TABLA 1.1: Tabla de multiplicar de los cuaterniones .

3. En cuarto lugar, tenemos el espacio Az = H & H. Supongamos que {1,e1,...,e7} es

una base de A3z, entonces la multiplicacion vendria dada por la Tabla 1.2.

Esta dlgebra, que se conoce con el nombre de octoniones y se denota O, no es conmutativa,
ni asociativa. Sin embargo, satisface una asociatividad relajada, dada por las identidades
polinémicas x e (xey) — (xex)ey = O0e (yex)ex —ye(xex) = 0 para
x,y € As. Las dlgebras que satisfacen estas identidades se conocen como dlgebras

alternativas.
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O|1 | e e es ey es eg ey

1 1 (4] (%) €3 €4 (53 €e ey
e1|le1 | =1 |es —ep | es —ey | —e7 | eg
er e | —es | —1 | €6 ey —ey | —e5
e3 | e3 | e —e1 -1 ey —€6 | €5 —€é4
€4 | €4 | —€65 | —€¢ | —€7 | — 1 €1 () (]
€5 | €5 | €4 —e7 | €g —e1 -1 —e3 | €2
e, | €6 | ey ey —e5 | —ep | e3 -1 | —¢
ey | €7 | —€g | €5 €4 —e3 —€2 | €1 —1

TABLA 1.2: Tabla de multiplicar de los octoniones .

4. Para k = 4, la dlgebra resultante no es conmutativa, ni asociativa, ni alternativa.

1.1.2. Clases de algebras no definidas por identidades polinémicas

El segundo gran grupo de clases de algebras son las clases no definidas por
identidades polinémicas. Dentro de este grupo, existen clases que estdn definidas
por lo que se conoce coloquialmente como pseudoidentidades, como son las dlgebras
conservativas.

El concepto de élgebra conservativa fue introducido en 1972 por Kantor en [41].
Para su definicién es necesario conocer previamente el producto entre una aplicacién

lineal y una aplicacién bilineal, que se define en dicho articulo.

Definicién 1.6. Sea V un espacio vectorial. Sean ¢ : V — V una aplicacion lineal y
P :V xV — V una aplicacion bilineal. Definimos la multiplicacion [, P] : V x V — V

como

[, Pl(x,y) = ¥(P(x,y)) = P(p(x),y) — P(x,¢(y)), parax,y € V.

Ahora estamos preparados para dar la definicion de dlgebra conservativa de

Kantor.


Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado

Atha
Resaltado
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Definicién 1.7. Una digebra A con multiplicacion P : A x A — A es una dlgebra

conservativa si existe otra multiplicacion F : A x A — A tal que:
(L], [LF,P)] = —[Lz,i(a,b),P], paraa,b € A,

donde LT es el operador de multiplicacién de a € A por la izquierda de P, es decir, la
aplicacién lineal LT : A — A tal que LT (x,y) = P(a, P(x,y)). Esta pseudoidentidad
puede desarrollarse dando lugar a la siguiente pseudoidentidad polindmica (en la que hemos

denotado P (x,y) como xy), que debe cumplirse para todo a,b,x,y € A:

b(a(xy) — (ax)y — x(ay)) — a((bx)y) + (a(bx))y + (bx)(ay) — a(x(by)) + (ax)(by)+

+x(a(by)) = —F(a,b)(xy) + (F(a,b)x)y + x(F(a,b)y).

Ejemplo 1.8. Un ejemplo de dlgebra conservativa es la dlgebra de dimensién dos A1(1), que
podemos encontrar en [2]. Para una base {ey, e, } de A1(1), su multiplicacion P vendria dada

por:

A1(1) : 7)(81,61)281+€2 7)(61,62):62 73(62,81):0 P(EQ,EQ)ZO

Es ficil comprobar que podemos tomar la sequnda multiplicacion F como cualquier

aplicacion de la forma:

./—"(61,61) =1 + /\162 f(€1,€2) = )\262 f(EZ, 61) = )\362 ./—"(62, 62) = /\462

donde A1, A», A3, Ay € k.

También existen algebras que no estdn definidas ni por identidades, ni por pseu-
doidentidades, es el caso de las dlgebras de evolucién, que fueron introducidas en

2008 por Tian en [42].

Definicion 1.8. Una digebra A es dlgebra de evolucion si existe una base B = {e1,..., ey}
de A tal que e;eej = O para i # j. Una base con dicha propiedad se le denomina base
natural. Ademds, los escalares ay; € k tal que eje; = Y _; ayjex se conocen como constantes

estructurales de A respecto a la base B.
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Estas algebras siempre son conmutativas. Sin embargo, el reciproco no es cierto.
Mas all4 de esta identidad, no se conocen otras identidades o pseudoidentidades que

cumplan todas las algebras de evolucion.

Ejemplo 1.9. Un ejemplo de dlgebra de evolucién es un espacio vectorial de dimension dos

con una base {ey, ep }, junto con la multiplicacion:

e1ee1=e1+e ejoep =0 epee; =0 ereerp =¢e

1.2. Conceptos basicos

Ahora que conocemos algunas clases de dlgebras y hemos visto una gran variedad
de ejemplos de ellas, veamos algunos de los conceptos basicos de la teoria de algebras

no asociativas.

Definiciéon 1.9. Una subdlgebra de una dlgebra A es un subespacio vectorial A’ de A tal

que x ey € A para todo x,y € A'. Estoes, A" e A" C A’

De la definicién de subdlgebra se deduce que si una algebra A satisface una

identidad P = 0 entonces cualquiera de sus subélgebras también la satisface.

Definicién 1.10. Un ideal por la derecha (respectivamente por la izquierda) de una dlgebra
A es un subespacio vectorial I de A tal que a @ x € I (respectivamente x @ a € 1) para todo
aclyxec A Estoesle A C I (respectivamente A o1 C ).

Si un subespacio 1 de A es simultineamente ideal por la derecha y por la izquierda
entonces diremos que es un ideal o ideal bildtero.

Ademds, una dlgebra cuyos tinicos ideales son {0} y ella misma la llamaremos simple.
Observacion 1.2. Todo ideal es una subdlgebra.
Como es natural, podemos definir cocientes de dlgebras por sus ideales.

Definicién 1.11. Sea A una dlgebra y sea I un ideal de esta dlgebra. Definimos la dlgebra
cociente de A por 1 como la dlgebra con espacio vectorial base A/H (cociente de espacios

vectoriales), junto con la multiplicacion:

(x+D)e(y+1I)=xey+Tparax,y € A.
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Ejemplo 1.10. La dlgebra anticonmutativa A generada por la base {e1, eo} con multiplica-
cion eq ® ep = ey + ey (el resto de productos se pueden deducir) tiene un ideal generado por
e1 + en.

El cociente de A por el ideal (e1 + e3) es la dlgebra de dimensién uno con multiplicacion:
(x+(e1+ex))e(y+(e1+ex)) =xoy+(e;+er) parax,y € A
Como para todo para x,y € A tenemos que x ® y € (e + e2), entonces todos los productos
son nulos.

Este ejemplo inspira la siguiente observacion:

Observacion 1.3. Dada una dlgebra A, el subespacio vectorial A> = A e A es ideal de A.

Ademis, el cociente B/ ‘A2 es una dlgebra de productos nulos.

Ejemplo 1.11. La dlgebra de Lie L1 generada por la base {e1, e, €3, e4} con multiplicacion:

L1 : [er,ed] =er [er,e3] =e3 [e1,ea] =es

tiene siete ideales ficilmente identificables, que se corresponden a los subespacios vectoria-
les (e;) con2 < i < 4; (ei,ej> con2<i,j<4,yi#jy E% = (ep, e3,e4). Ademds, es una
dlgebra unitaria cuya unidad es el elemento e;.

Vamos a calcular las dlgebras cocientes por ideales de dimension dos, las demds se obtienen
de forma andloga. La dlgebra cociente £1/< eiej) € la dlgebra de dimension dos generada por

la base {eq, ex } con multiplicacion e, ex] = ey dondek #1i,jy2 <k < 4.
Ejemplo 1.12. La dlgebra Ay generada por la base {e1, ez, e3} con multiplicacién:
Aw .o eree1 =6 61082:0 €r ®¢] = €3 62062:0
tiene un ideal un tanto especial, el correspondiente al subespacio vectorial (e3) de Aqp.
Este ideal cumple que (e3) ® Ajg = Ajp @ (e3) = 0.

Definicion 1.12. Sea A una dlgebra. Definimos el anulador de A, y lo denotamos por

Ann(A), como el conjunto de elementos x € A tales que x® A = A o x = 0.

Observacion 1.4. El anulador de A es un ideal de A.
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Definicién 1.13. La digebra opuesta de una dlgebra A con multiplicacion e : A x A — A
es la dlgebra con el mismo espacio vectorial base, es decir, como espacio vectorial A°F = A,y

con multiplicacion &°V : A°P x AP — AP definida por x P y =y e x.
Ejemplo 1.13. La dlgebra opuesta de la dlgebra conservativa

A1(1) : P(€1,€1):€1+€2 73(61,82)282 77(62,61):0 73(82,62):0

es la dlgebra

A1(1)P : P%(er,e1) =e1+ex PP(er,e2) =0 PP(ey,e1) =ep PP(ep,e2) =0

Definicién 1.14. Sean A y A’ dos dlgebras con multiplicaciones e y o', respectivamente.

Diremos que ¢ : A — A’ es un homomorfismo de dlgebras si:

» p(Ax + py) = Ap(x) + up(y) para x,y € A y A, u € k (es homomorfismo de

k-espacios vectoriales).

= p(xey) =¢(x) o ¢(y) parax,y € A.

A partir de aqui, podemos definir epimorfismos entre dlgebras, monomorfismos entre dlgebras,
endomorfismos entre dlgebras, isomorfismos entre dlgebras y automorfismos entre dlgebras, de

la forma usual.

Observacion 1.5. Sean A y A’ dos dlgebras tal que existe un epimorfismo de dlgebras
¢ : A — A'. Supongamos que A satisface las identidades polinémicas P =0, ...,P, =0,
/

. , ;.
entonces como para cualesquiera X1 Xy € A existen x1,...,Xy;) € /A tales que

P(x1) = x4, o, Pxg(5)) = x;(i), tenemos que:

Pi(xﬂ,...,x;(i)) = Pi(¢p(x1), .., (X51))) = P(Pi(x1, ..., %5(5))) =O0paral < i< n,
en donde la sequnda iqualdad se deduce de que ¢ es un homomorfismo de dlgebras. Luego, A’
satisface las identidades que satisface A.

De forma anédloga tenemos la siguiente observacion:

Observacion 1.6. Sean A y A’ dos dlgebras tal que existe un monomorfismo de dlgebras

¢ : A — A’ Supongamos que A’ satisface las identidades polindmicas Q1 = 0,...,Qm =0,
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entonces para x1, . .., Xs(i) € A tenemos

(p(Qi(xl,...,xs(i))) = Qi(qb(xl),...,¢(xs(i))) =0paral <i<n.

Como ¢ es monomotfismo, tenemos que Q;(x1,. .., xs(i)) = 0paral <i < n. Por tanto, A

satisface las identidades que satisface A’.
A partir de las dos observaciones anteriores tenemos la siguiente:

Observacion 1.7. Sean A y A’ dos dlgebras tal que existe un isomorfismo de dlgebras
¢ : A — A’ Entonces Ay A’ satisfacen las mismas identidades polinémicas. Ademds,

diremos que las dlgebras A y A’ son isomorfas y lo denotaremos por A = A'.

En esta memoria trabajaremos frecuentemente con homomorfismos de espacios
vectoriales y con homomorfismos de élgebras, por lo que por una cuestiéon de econo-
mia lingitifstica utilizaremos los términos homomorfismos lineales para referirnos a

los primeros y homomorfismos para referirnos a los segundos.

Observacion 1.8. Dada una dlgebra A, podemos considerar el conjunto de endomorfismos de
A, End(A), junto la operacién composicion. Esto da lugar a un grupo cuyo elemento neutro
es el homomorfismo identidad. Si consideramos el subconjunto de End(A) correspondiente a
los automorfismos, podemos comprobar que se trata de un subgrupo de este, al que denotaremos
por Aut(A) y denominaremos grupo de automorfismos de A. El grupo Aut(A) tendrd gran

importancia en el estudio que realizaremos en los proximos capitulos.

Ejemplo 1.14. En este ejemplo calcularemos el grupo de automorfismos de la dlgebra B, de-
finido sobre un espacio vectorial de dimension dos con una base {e1, e} y cuya multiplicacion

viene dada por los productos:
B3 .oere¢eq =0 €108€) =€) e€p@€] = —€ 62062:0
Como sabemos, las aplicaciones lineales biyectivas se pueden identificar con el grupo lineal

general de B3, al que denotaremos GL(Bs3). Por lo que tenemos que encontrar los isomorfismos

lineales ¢ € GL(B3) que cumplan que p(x o y) = ¢(x) ® ¢(y), para x,y € Bs.
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b11 P12

Supongamos que ¢ = donde ¢;; € ky que x = x1e1 + xpep para x1,xz € k
$21 P22

ey = yie1 + yaep para y1, Y2 € k. Entonces como

xey = (x1e1+ x202) ® (Y161 + y2e2) = (X1y2 — X2y1)e2,

tenemos por un lado que p(x @ y) = (x1y2 — x2y1)¢P(e2) = (x1y2 — x2y1) (P12€1 + P2€2).

Por otro lado, como

¢(x) = (pr1x1 + Praxz)er + (1 x1 + Pox2)er y

P(y) = (P11y1 + Pr2y2)er + (P21y1 + Pooy2)en, entonces

P(x) @ p(y) = ((P11x1 + P12x2) (P21y1 + P2ay2) — (P21x1 + P22x2) (P11y1 + P12Yy2) )e2.

Igualando cada componente obtenemos un sistema de ecuaciones que debe cumplirse para
todo x,y € Bs, y que podemos resolver ficilmente. De aqui, concluimos que el grupo de

automorfismos de la dlgebra Bs estd formado por los isomorfismos lineales de la forma

1
¢ P2

tales que o1 € ky ¢ € k™.

Un ejercicio interesante seria calcular ahora el grupo de automorfismos de B3°F, para compro-

bar que estd formado por los isomorfismos lineales de la forma

P12
0 ¢

tales que ¢12 € ky ¢ € k™.

La siguiente observacion es fruto de este ejercicio.

Observacién 1.9. Dada una dlgebra A, existe una correspondencia biyectiva entre Aut(A)
y Aut(A°P). Siendo mds precisos, los elementos de Aut(A°F) son los transpuestos de los

elementos de Aut(A).

En este punto, nos encontramos en disposiciéon de introducir el problema que nos

ocuparé los préximos capitulos de esta tesis: la clasificacién de algebras.

Fijada una cierta clase de algebras C, surge la pregunta:
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(Podriamos dar una lista de todas las algebras que pertenecen a esta clase?

Para resolver este interrogante recurrimos a dar una clasificacion algebraica.

Una clasificacion algebraica de las algebras de la clase C de dimensiéon n € IN con-
siste en hallar todas las dlgebras de la clase C de dimensién n médulo isomorfismos,
es decir, encontrar el cociente del conjunto de algebras de dimensién n de la clase C

por la relacién de equivalencia:
Dos élgebras A y A’ estan relacionadas si y solo si son isomorfas.

En esta situacién, podemos afirmar que cualquier dlgebra de la clase C de di-
mension n es isomorfa a alguna de las que hemos encontrado y, a su vez, dadas
cualesquiera dos élgebras diferentes de las encontradas, estas no son isomorfas entre
si (véase Apéndice A para encontrar algunos ejemplos de clasificaciones conocidas).

Sin embargo, abordar esta cuestion sin distinguir mds que la dimensién de la
algebra suele resultar demasiado ambicioso cuando se consideran dimensiones altas.
Es por ello que se pueden considerar otro tipo de restricciones que nos permitan
clasificar las algebras de cualquier dimensién: en esta memoria desarrollamos un
algoritmo que da respuesta al interrogante anterior en el caso de las dlgebras con
anulador no nulo.

Comenzaremos desarrollando un procedimiento que nos permita clasificar las
algebras de dimensién finita con anulador no nulo y pondremos en préctica este
método en un caso concreto. A continuacién, adaptaremos este procedimiento para
clasificar las dlgebras definidas por identidades polinémicas de dimension finita con
anulador no nulo y aplicaremos este nuevo método a un caso concreto. Para finalizar,
volveremos a adaptar el procedimiento para clasificar las dlgebras de dimension
finita con anulador no nulo, que cumplan unas identidades polinémicas pero que no

cumplan otras, volviendo a dar una aplicacién concreta.
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Capitulo 2

Clasificacion de las algebras con

anulador no nulo

ste capitulo estd dedicado a encontrar un algoritmo para clasificar las alge-
bras con anulador no nulo. En él, desarrollamos un conjunto de resultados
que culminardn con la presentacién del procedimiento a seguir para clasi-
ficar las dlgebras de dimensién n con anulador de dimensién m # 0, utilizando la
clasificacién de las algebras de dimensiéon n — m. Posteriormente, aplicaremos el pro-
cedimiento obtenido al caso particular de las dlgebras de dimensién #n con anulador
de dimensién n — 2, para ello nos apoyaremos en la clasificacion de las dlgebras de
dimensién dos. Finalmente, extraeremos la clasificacion de las algebras nilpotentes

de dimension tres de la clasificacién obtenida.

Este capitulo es una versién extendida de los articulos [43] y [44].

2.1. Fundamentos del procedimiento

Sea A una 4lgebra de dimensién n — m sobre un cuerpo k y sea V un espacio
vectorial de dimensién m sobre el mismo cuerpo. Tomemos una aplicacién bilineal
6 : AxA — Vyconsideramos la dlgebra Ay, definida por el espacio vectorial

A @&V, junto con la multiplicaciéon —ep, —: (A®V) x (A@V) - A®V dada

por:

(x+x")op, (y+y') =xepny+0(x,y), paracualquier x,y € Ayx',y € V.
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En primer lugar, observamos que se trata de una dlgebra de dimensién n. También,
observamos que V es un subespacio del anulador de la nueva algebra Ag. Ademas,
si denotamos por Rad(0) al subespacio vectorial de A formado por los elementos
x € A tales que 6(x, A) + 0(A, x) = 0 (al que llamaremos el radical de ), podemos

probar facilmente el siguiente resultado con respecto al anulador de Ay.

Lema 2.1. Sean A una dlgebra y V un espacio vectorial. Dada una aplicacién bilineal

0:A x A — V,entonces
Ann(Ag) = (Rad(0) N Ann(A)) V.

Puesto que acudiremos recurrentemente a aplicaciones bilineales, denotaremos
al conjunto de todas las aplicaciones bilineales definidas de A x A en V como
Bil(A,V). Ademas, cuando el contexto lo permita, denotaremos la multiplicacién de
A como e (en lugar de o) y la de Ay como ey (en lugar de o).

El motivo por el que hemos considerado esta construccion se pone de manifiesto
en el siguiente resultado, que serd fundamental para introducir el algoritmo que nos

permita clasificar las dlgebras con anulador no nulo.

Teorema 2.1. Sea A una dlgebra de dimensién n con anulador de dimension m # O.
Entonces existe una inica dlgebra A’, salvo isomorfismos, de dimension n — m y una inica
aplicacién bilineal 6 : A" x A" — Ann(A) con Rad(0) N Ann(A’) = 0 (que depende de
M), de forma que A es isomorfaa Ay y B/ Ann(A) €S isomorfaa A'.

Ademds, si A" es una dlgebra isomorfa a A', entonces existe otra aplicacion bilineal

v:A" x A" — Ann(A) con Rad(v) N Ann(A") = 0 tal que A es isomorfa a A.

Demostraciéon. Tomamos un complemento lineal A’ de Ann(A) en A. Consideramos
ip s A — A la proyecciéon de A sobre A’ y definimos una multiplicacion e a: en

A de la siguiente forma:

xepy=rp(xepy)parax,yc A
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También, consideramos 7t 4,,,,(a) : A — Ann(A) la proyeccién de A sobre Ann(A
(A) proy

y definimos la aplicacién bilineal 6 : A’ x A" — Ann(A) dada por:

0 = Taun(n)(Xx ®aY) parax,y € A'.

Observamos que Rad(8) N Ann(A’) = 0, ya que de existir un xg € Rad(0) N Ann(A’),
entonces xg € Ann(A), lo cual contradice el hecho de que x( pertenece a su comple-
mento lineal A’.

También, para x,y € A tenemos que:

i (x ony) =7ar (A (%) + Tan(a) () oA (A (¥) + Tann(a) (¥))) =

=7t (7t (x) o A (y)) = 7T (x) o 7T ().

Por lo que la proyeccion 7t a: es un homomorfismo entre las dlgebras A 'y A’. Como
Ker(mpr) = Ann(A), entonces el cociente A, Ann(A) isomorfo a A’. Ademds, de
aqui se deduce la unicidad salvo isomorfismos de A’, ya que de haber otra dlgebra
A" en las mismas condiciones debe ser isomorfa a A/ Ann(A)-

Por otra parte, por definicién de la dlgebra A’ y de la aplicacion bilineal 6, tenemos
que A’y = Ay por tanto son trivialmente isomorfas.

Para probar la segunda parte del teorema, denotamos por ¢ : A” — A’ al
isomorfismo entre estas dos élgebras y definimos v : A” x A” — Ann(A) como
v(x,y) :=0(¢(x),¢(y)), para x,y € A”. Basta observar que Rad(v) N Ann(A’) = 0.

Ahora, definimos la aplicacién ¢ : A” & Ann(A) — A’ ® Ann(A) tal que
p|A" = ¢y ¢p|Ann(A) = Id. Claramente es biyectiva, veamos que se trata de

un isomorfismo. Para x1,x2 € A" y v1,v2 € Ann(A), tenemos que:
4)((x1 =+ ”(')1) .A'/u (.’Xz + ’02)) = 47(.’)(1 o x2) + V(xl,X2) =
= @(x1 07 x2) +0(p(x1), p(x2)).

Por otro lado:

P(x1+01) opr, P(x2 +v2) = (@(x1) +v1) opr, (@(x2) +02) =

= ¢(x1) opr @(x2) +0(@(x1), @(x2))-
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Como ¢ es un isomorfismo, concluimos que ¢ también es un isomorfismo y puesto

que Ay esisomorfa a A, por transitividad, A es isomorfa a A. O

Antes de examinar las consecuencias de este resultado, veamos un ejemplo para

fijar algunos conceptos.

Ejemplo 2.1. Tomemos la dlgebra de dimension dos

Ay : ejeg =e ejep=¢ey exe1 = —ey exer =0

junto con un espacio 'V generado por la base {e3, es}. Denotemos por 0 : Ap x Ay — Va
una aplicacion bilineal con 0(e;, e]-) = 9?]-63 + 9;1]-64, paral <i,j < 2ydonde 95-‘]- € k.
La dlgebra (Ay)g es la dlgebra de dimensién cuatro generado por la base {ey, ..., es} con

multiplicacion:

. _ 4 _ 4
(Az)g :oeep =ey+ 9:1)’163 + 91164 e1er = ey + 9%263 + 91264

_ 4 _ 4
ee1 = —ey + 9;’163 + 92164 er6) = 9:23263 + 05,64

Puesto que Ann(Az) = 0, tenemos que Ann((Az)e) = V. Ademds, la dlgebra cociente
(AZ)@/W es isomorfa a Ay. Estas dos condiciones, hacen de (Az)g una extension por anulador

de la dlgebra A; por el espacio vectorial V, que definiremos a continuacion.

Definicién 2.1. Sean A’ una dlgebra y 'V un espacio vectorial. Una extensién por anulador

de la dlgebra A por V es una dlgebra A tal que Ann(A) =V y A/W es isomorfaa A’.
Equivalentemente, algunos autores simplemente escriben que una extensién por
anulador de la dlgebra A’ por V es una sucesion exacta corta

0> V->A—>A =0

donde el anulador de la dlgebra A es V.

Observacién 2.1. Toda construccion de la forma Ay, donde 6 € Bil(A,V) tal que

Rad(0) N Ann(A) = 0, es una extensién por anulador de la dlgebra A por V.

Reciprocamente, si /A es una extension por anulador de A por 'V, entonces, por el Teore-

ma 2.1, existe una vinica dlgebra A', salvo isomorfismos, y una aplicacién 6 € Bil(A’, V)
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con Rad(0) N Ann(A') = 0tal que A'g = Ay A’ = A/W = A. Utilizando la sequnda
parte del teorema, tenemos que como A" = A, entonces existe otra aplicacion v € Bil (A, V)

con Rad(v) N Ann(A) = 0 tal que A, = A.

El Teorema 2.1 asegura que toda algebra con anulador no nulo puede obtenerse
mediante una construccién como la que hemos descrito anteriormente: por medio
de una élgebra de dimensién inferior y una aplicacién bilineal. Como consecuencia
de ello, si conociéramos la clasificacién de las dlgebras A de dimensiéon n — m, el
problema de clasificar las dlgebras de dimensién n con anulador de dimensién m no
nulo se reduciria a clasificar las dlgebras de la forma Ay, donde 6 € Bil(A,V) con
Rad(0) N Ann(A) = 0.

Utilizando la Observacién 2.1, podemos afirmar de forma analoga que toda alge-
bra A de dimensién n con anulador de dimensién m es isomorfa a alguna extension
por anulador de una édlgebra de dimensién n — m por un espacio vectorial de di-
mension m. Reduciendo el problema de clasificar las dlgebras de dimensién n con
anulador de dimensién m al problema de clasificar las extensiones por anulador de
cada una de las 4lgebras, salvo isomorfismos, de dimensiéon n — m por un espacio
vectorial de dimensién m.

Sabemos que cada aplicacion 6 € {0 € Bil(A,V) : Rad(8) N Ann(A) = 0} de-
fine una tnica extensién por anulador de la algebra A. Sin embargo, el recipro-
co no es cierto. Como veremos en la proxima seccién, existen otras aplicaciones
ve{f € Bil(A,V):Rad(0) N Ann(A) = 0} tal que A, = Ay.

Por lo tanto, nuestro objetivo serd encontrar un cociente del conjunto
{6 € Bil(A,V) : Rad(6) N Ann(A) = 0}

sobre el que podamos establecer una correspondencia con las extensiones por anula-

dor, salvo isomorfismos, de la dlgebra A por el espacio vectorial V.
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2.2. Construccién del Algoritmo Principal

En esta seccién desarrollaremos los resultados que nos llevardn a enunciar el
algoritmo de clasificacién de dlgebras con anulador. Con este fin, comenzamos intro-

duciendo la aplicacién é.

Definicién 2.2. Definimos la aplicacién 6 : Hom(A,V) — Bil(A,V), que envia un
homomorfismo h € Hom (A, V) a la aplicacion bilineal definida como Sh(x,y) = h(x e y).
Ademds, denotaremos por B2(A, V) al conjunto §(Hom(A,V)) y a sus elementos los

llamaremos cobordes.
Observacion 2.2. El conjunto de cobordes B*(A, V) es un espacio vectorial.

Lema 2.2. Sean A una dlgebra y V un espacio vectorial. Sean 6,v : A x A — V dos
aplicaciones bilineales tal que 0 — v € B*(A, V). Entonces Ann(Ag) = Ann(A,) y las

dlgebras Ag y A, son isomorfas.

Demostracién. En primer lugar, como 6 — v € Bz(A,W), existe una aplicacion lineal
h:A — V tal que 8 — v = dh. A continuacién, construimos la aplicacién o definida

de la siguiente forma, parax € Ay v € V:

c:ABPYV - AV

x+v—=x+h(x)+o.

Claramente se trata de una aplicacién biyectiva, veamos si es un isomorfismo de
algebras.

Por un lado, para x1,x, € Ay v1,0v2 € V tenemos que
o((x1+v1) e, (x2+702)) =0(x1 8x2 +v(x1,x2)) = x1 @ x2 + h(x1 @ x2) + v(x1, x2).
Por otro lado, tenemos que
o(x1+0v1)ego(xa+02) = (x14+h(x1) +v1) eg (x2+h(x2) +02)) = x1 0x2+6(x1,x2).

Como 6(x1,x2) = v(x1,x2) + h(x1 ® x2) para todo x1,x, € A, concluimos que ¢

es un isomorfismo de édlgebras y por tanto las dlgebras Ay y A, son isomorfas.
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Ademéds, v(x1,x2) = x1 exp = 0siy solosif(xy,x2) = x;¢x; = 0y por tanto,

Ann(Agy) = Ann(A,). O
Este resultado nos lleva a introducir el siguiente espacio cociente:

Definicién 2.3. Dada A una dlgebra y V un espacio vectorial. Definimos el segundo espacio

de cohomologia de A con respecto a V como el espacio vectorial
2 _ Bil(A,V

A los elementos de este espacio vectorial los denotaremos [0] € H?>(A, V).

En este punto, observamos que si conociéramos la clasificaciéon de las &l-
gebras A de dimensién n — m, el problema de clasificar las dlgebras de di-
mension n con anulador de dimensién m se reduciria a estudiar los conjuntos
{[6] € H*(A,V) : Ann(A) U Rad(8) =0} donde V es un espacio vectorial de di-
mensién m. Sin embargo, todavia no tenemos suficiente informacién para distinguir
cuando dos elementos [6], [v] € H?(A,V) daran lugar a dos &lgebras isomorfas
o no isomorfas. El siguiente resultado resolvera esta cuestion, pero antes vamos a

introducir una nueva notacién.

Notacién 2.1. Sean A una dlgebra y V un espacio vectorial. Sean 6 € Bil(A,V) y

¢ € Hom(A, A) dos aplicaciones. Entonces denotaremos por ¢p6 € Bil(A, V) ala aplicacién
definida por ¢p6(x,y) = 0(¢(x), p(y)) para x,y € A.

Lema 2.3. Sean A una dlgebra y 'V un espacio vectorial. Sean 6,v : A x A — V dos
aplicaciones bilineales tal que Ann(A) N Rad(0) = Ann(A) N Rad(v) = 0. Entonces Agy
y A, son isomorfas si y solo si existe un automorfismo ¢ : A — A y un isomorfismo lineal

¥ :V — V tal que pv — 0 € B*(A,V).

Demostracién. Supongamos que las dlgebras Ay y A, son isomorfas y denotemos por
d: Ay — A, aeste isomorfismo. Como Ann(A) N Rad(0) = Ann(A)NRad(v) =0,
tenemos que ®(V) = &(Ann(Ay)) = Ann(A,) = V y entonces la aplicacién lineal

P := P|y es biyectiva.
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Ahora, tomamos {ej, ..., e, } una base de A y supongamos que ®(¢;) = e} + v;,

donde ¢} € Ay v; € V. Podemos definir las aplicaciones:

p:A— A p: V= A

e — €. e > U;

Para x1, x, € A, tenemos que

CD(xl o) JC2) = (D(Xl ® Xy + 9(X1,X2)) = (P(Xl L] Xz) + (P(Xl L] XQ) -+ ¢(9(X1,X2))

y también que

D(x1) oy @(x2) = (p(x1) + @(x1)) o0 (¢(x2) + ¢(x2)) =
= ¢(x1) @ p(x2) + p(p(x1), 9(x2)).

Como ® es un isomorfismo entre las dlgebras Ag y A,, podemos igualar ambas
ecuaciones. La parte en A muestra que ¢ es un automorfismo de A y la parte en V

muestra que

u(p(x1), p(x2)) = p(x1 0 x2) + P(0(x1, x2)).

Utilizando la notacién anterior, tenemos ¢u — P8 = 5@ € B*(A,V).

Reciprocamente, supongamos ahora que existe un automorfismo ¢ : A — A
y un isomorfismo lineal ¥ : V — V tal que ¢v — ¢ € B2(A, V). Entonces existe
un homomorfismo ¢ € Hom(A,V) tal que ¢u — pf = d¢ y podemos definir un

isomorfismo lineal ®: A @V — A @&V como

¢ 0
¢ 9

b =

Claramente, por construccién ® es un isomorfismo entre las algebras Agy A,. O

El Teorema 2.1 nos proporciona una via para clasificar, salvo isomorfismos, las
dlgebras de dimensién n con anulador de dimensién m, en el caso de que conociéra-
mos previamente la clasificacion de las dlgebras de dimensién n — m. Esta via se basa

en dar la clasificacion algebraica de las extensiones por anulador de cada una de las
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algebras A de dimensién n — m médulo isomorfismos por un espacio vectorial V de
dimension m. Para dar la clasificaciéon de las extensiones por anulador de una dlgebra

A hemos desarrollado el siguiente procedimiento, en virtud del Lema 2.3.
Teorema 2.2. Sean A una dlgebra y V un espacio vectorial.
(1) Caleular Aut(A) y P = {[0] € H*(A,V) : Ann(A) N Rad(0) = 0}.

(11) Estudiar el cociente de P por la relacion: dados (6], [u] € P, entonces [0] ~ [u] siy

solo si existe un automorfismo ¢ de A y un isomorfismo lineal ¢ € GL(V) tal que
[pu] = [¢6].
(111) Construir las dlgebras Ay donde 0 es un representante de cada una de las clases de

P/N_

La clasificacion algebraica de las extensiones por anulador de la dlgebra A por V consiste

en las dlgebras obtenidas en el paso (11I).

Sin embargo, este procedimiento no es demasiado ttil en la practica debido a que
estudiar el cociente 7D/N no es tarea sencilla. Por este motivo, vamos a introducir un
nuevo elemento que nos ayudard a simplificar este procedimiento de manera signifi-

cativa, este elemento son las coordenadas en el segundo espacio de cohomologia.

2.3. Algoritmo Principal

Consideramos la dlgebra A, el espacio vectorial V y fijamos una base {ej, ..., e}
de V. Para cada aplicacién bilineal 6 € Bil(A, V) y elementos x1, x2 € A, podemos
escribir

m
0(x1,x2) = Zgi(xLXZ)eir
=1

1
donde 6; es una aplicacién bilineal en Bil(A, k), parai = 1,...,m. Utilizando esta

notacion, se puede probar facilmente la siguiente observacion.
Observacién 2.3. Rad(0) = Rad(6,) N --- N Rad(6y).

Ademas, si @ € B?(A,V), entonces existe un homomorfismo h € Hom (A, V) tal

que 6 = éh y utilizando la notacién por coordenadas tenemos que:

0(x1,x2) = Y _0i(x1,x2)e; = Y_ 6hi(x1,x2)e;,
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de donde 0; = Sh; y por tanto 0; € B>(A, k), parai = 1,...,m. El reciproco puede

probarse de forma andloga.

No obstante, introducir coordenadas tiene un inconveniente, por el cual es nece-
sario introducir el concepto de componente anulador de una algebra. En teoria de
algebras de Lie, un componente anulador de una algebra de Lie £ es un ideal (x) de
dimensién uno de £ tal que existe otro ideal I cumpliendo que £ = I ® (x). Como
L es anticonmutativa, tenemos que x € Ann(L) y que £> C L. Este concepto puede

extenderse a dlgebras arbitrarias de la siguiente forma:

Definicién 2.4. Un componente anulador de una dlgebra A es un ideal de dimensién uno kx
de A tal que x € Ann(A) y satisfaciendo que existe otro ideal I de A tal que A =1 & kx y
A’ CT

Asimismo, si A tiene un componente anulador se dird que es split.
Ejemplo 2.2. La digebra

Az : ereg=e; eea=0 ee; =0 eer=0

tiene Ann(As) = (e2) y un componente anulador, el generado por e;. No obstante, tener
anulador no garantiza tener componente anulador como podemos comprobar en la siguiente
dlgebra:

Aé 1 eep=e1+e 616220 6261:0 6262:0

Observacion 2.4. Es facil comprobar que si A tiene un componente anulador kx y A es
isomorfa a otro dlgebra A’ por medio del isomorfismo ¢, entonces k¢(x) es un componente

anulador de A.

El siguiente resultado relaciona la dependencia lineal de las coordenadas de un

elemento [0] € H?(A, V) con la posibilidad de que la 4lgebra Ay sea split.

Lema 2.4. Sean A una dlgebra y 'V un espacio vectorial con una base {ey, ..., ey }. Sea
6 € Bil(A,V) tal que Rad(6) N Ann(A) = 0. Si 6(x1,x2) = Yi*; 0;(x1, x2)e;, entonces
la dlgebra Ay tiene un componente anulador si y solo si el conjunto {[61],...,[0m]} es

linealmente dependiente en H(A, k).
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Demostracién. Supongamos que Ay tiene un componente anulador, es decir, existe
un elemento no nulo v; € V tal que v; € Ann(Ay) y existe un ideal I de Ay tal que
Ay =16 (v1) con A3 C L.

Ampliamos el conjunto {v;} para obtener una base {vy,...,v,} de V. Entonces
existe una matriz invertible (a;j);; tal que ¢; = Z;-”:l a;jvj paratodoi =1,...,m. De
este modo, tendremos
m m m
Gi(xl, xz)ei = Z Gi(xl, xz) (Z ﬂi]'U]') = (Z Gi(xl, XQ)Eli]')U]‘.
~ ‘ £ 4

i j=1 j=1 i=1

M

Il
—_

0 (JC1 , XQ) =

1

Como Af) C I, tenemos que Y/ 4 ai,19i(x1, xp) = 0 para todo x1,x, € A. Por tanto,

Y 1a10; = 0y entonces 1" ; a;1 [0;]] = 0. Ademés, si {[61],...,[0n]} fuera lineal-

mente independiente, entonces a;; = --- =a,1 =0y (ai]-)ij no seria invertible. Por lo
que concluimos que el conjunto {[61], ..., [0]} debe ser linealmente dependiente.

Reciprocamente, supongamos que el conjunto {[61],...,[0n]} es linealmente de-

pendiente en H2(A, k). Sin perder generalidad, supongamos que [0,,] = Y1 a; 6]

paraa; € k.
Ahora, definimos v(x1, x2) = Y/"; vi(x1, x2)e; tomando v; = 0; parai <m —1y

vm = Y1 " a;0;. Entonces [v] = [0] y las dlgebras Ay y A, son isomorfas. Ademds:

m—1

v(xy,x2) = Y 6i(x1,x2) (e + ajem).
i=1
Siv; =e;+aje, parai=1,...,m —1, entonces v(xq,x2) = ?1;11 0;(x1, x2)v;. Por
tanto, tenemos que A2 C A @ (v1,...,0,-1) y (vm) es un componente anulador
de A,. Como Ay y A, son isomorfas concluimos que Ay tiene un componente

anulador. n

A continuacién probamos un resultado que traslada lo obtenido en el Lema 2.3 a
la notacién por coordenadas. Para ello, es necesario tener en cuenta los componentes

anuladores de las extensiones por anulador.

Lema 2.5. Sean A una dlgebra y 'V un espacio vectorial con una base {e,..., en}.
Sean 0,v € Bil(A,V) dos aplicaciones bilineales tal que Rad(6) N Ann(A) = 0y

Rad(v) N Ann(A) = 0. Supongamos que Ay no tiene componentes anuladores. Si



30 Capitulo 2. Clasificacién de las dlgebras con anulador no nulo

0(x1,x2) = Y1, 0i(x1,x2)e; y v(xy,x2) = Y qvi(x1,x2)e;, entonces las dlgebras
Ay y A, son isomorfas si y solo si existe un automorfismo ¢ € Aut(A) tal que el

conjunto {[¢p61],...,[p0m]} genera el mismo subespacio de H*(A, k) que el conjunto

{[n], -, [vm]}-

Demostracién. Supongamos que las dlgebras Ay y A, son isomorfas. Por el Lema 2.3,
existe un automorfismo ¢ : A — A y un isomorfismo lineal { : V — V tal que

¢v — ¢ € B>(A, V). Si p(e;) = L, ajje;, entonces
((PV - 7,09)(3(1,3(2 Z (PV] Zaq xl; xZ
j=

y ¢ov; — Yt a;i6; € B*(A,k)paraj=1,...,m
Por tanto, tenemos que [¢pvj| = Y1 a;; [0;] paraj = 1,...,m y concluimos que
los conjuntos {[¢61],..., [¢p0n]} v {[v1],--.,[Vm]} generan el mismo subespacio de

H2(A, k).

Reciprocamente, supongamos que {[¢01], ..., [¢p0,]} genera el mismo subespacio
de H2(A, k) que {[v1],...,[vm]} Y sabemos que es de dimensién m por el Lema 2.4.
Entonces existe una matriz invertible (a;;) tal que [¢v;j] = Y, a;;[0;]. Esto nos

permite definir el isomorfismo lineal:

Pp:V 5V

Pler) — Y age;,

j=1
tal que y0(x1,x2) = YLy Y% 4j0i(x1, x2)e;. Entonces tenemos que

m

(pv — 8)(x1, x2) Z Pv; — Z”ll (x1,x2)e

j=1

De donde, [¢v] = [¢0] y, por el Lema 2.3, concluimos que las 4lgebras Ay y A, son

isomorfas. O

Ya tenemos un resultado andlogo al Lema 2.3 con el que construir un nuevo
algoritmo. A continuacién, introduciremos algunos conceptos que nos serviran para

enunciarlo.
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Definicién 2.5. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Definimos la grassmaniana
de dimensién s de 'V, la cual denotaremos como Grasss(V), como el conjunto de subespacios

vectoriales de dimensién s de V.

En el siguiente ejemplo, calcularemos la grassmaniana del segundo espacio de
cohomologia de una 4lgebra con respecto a un espacio vectorial de dimensién uno,
una operacioén que, como veremos, tendremos que realizar en repetidas ocasiones en

la seccién practica de este capitulo (véase Seccion 2.4).

Ejemplo 2.3. Sea A una dlgebra de dimension n con una base {e, ..., e, }. Denotaremos
por Ajj : A x A — k a la aplicacion bilineal tal que Ajj(e, e;) = 1y Aj; = 0 en otro caso.
De este modo, el conjunto {Ai]- 11 <1i,j < n} esunabasede Bil(A, k).

Vamos a calcular Grasss(H?(Ny, k)), donde N es la dlgebra de dimensién dos con
multiplicacién nula.

Por un lado, el conjunto {A;; : 1 < i,j < 2} es una base de Bil(N3, k). Por otro lado, el
conjunto de cobordes B>(Ny, k) es trivial. Luego el sequndo espacio de cohomologia resulta

H2(No k) = BHN2 K)oy oy = WA LS TS 204 = ({iag] 1 < j < 2)).

A continuacién, estudiamos la grassmaniana de dimensién s de H*(Ny, k) por casos.

» Para s = 1. Los subespacios de dimensién uno de H*>(Ny, k) estdn generados por
un elemento de la forma a[A11] + b[A12] + c[A1] + d[A2), donde a,b,c,d € k. Sin
embargo, hay subespacios que se repiten, por ejemplo, ([01] + b[62]) = (r[61] + rb[62])
para r € k. Para eliminar los subespacios repetidos fijamos uno de los escalares como

uno, cuando sea posible. De esta forma, nos quedan los espacios vectoriales:

<[A11] + b[Alz] + C[Azl] + d[A22]>, donde b, C,d € k.

([A12] + c[A21] + d[Ax)), donde c,d € k.

<[A21] + d[A22]>, donde d € k.

* ([Axn]).
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» Paras = 2. En el caso de los espacios de dimensién mayor que uno, ademds de fijar un
escalar de uno de los vectores como uno, utilizamos ese vector para hacer ceros en el resto

de vectores de la base. Procediendo de esta forma, obtenemos los espacios vectoriales:

([A11] 4 c1[A21] + d1[A], [A12] + c2[A21] + d2[An]), donde ¢q, ¢2,d1,d2 € k.

<[A11] + by [Au] +dq [Azz], [A21] + d> [A22]>, donde by,dy,d> € k.

<[A11] + by [A12] + 1 [Azﬂ, [A22]>, donde by, c; € k.

([D12] + d1[A2], [An1] + do[A22]), donde dy, d € k.

([A12] + c1[An1], [Ax]), donde ¢ € k.

([B21], [A22])-
» Para s = 3. Tenemos los espacios vectoriales:

. <[A11] +dq [Azz], [Alz] + dz[Azz], [Azl] +d3 [A22]>, donde dq,d»,ds € k.
o ([A11] +c1[An], [A12] + c2[An1], [A2a]), donde ¢y, ¢o € k.
L <[A11] + b1 [Alz], [A21], [A22]>, donde bl € k.

* ([An2], [Ax], [B22]).

» Para s = 4. El iinico subespacio de dimensién cuatro es H*(Ny, k).

Es fdcil comprobar que estdn todos los subespacios de cada dimension.

Definicién 2.6. Sea A una dlgebra. Para cada 1 < s < dim(H?(A, k)) definimos el

conjunto:

T,(A) = {([01], ..., [6]) € Grasss(HX(A, k)) : (N_,Rad(6;)) N Ann(A) = 0},

donde Grasss(H? (A, k)) es la grassmaniana de subespacios de dimension s en H?(A, k).

Observacién 2.5. Los elementos del conjunto Ts(A) son subespacios ([61],...,[6s]) de
dimension s de H*>(A, k). Por el Lema 2.4, tenemos que si definimos la aplicacion bilineal
6 € Bil(A,V) como 0(x1,x2) = Yi 1 6i(x1,x2)e; (donde V es un espacio vectorial de
dimension s con una base {e1, . .., e }), entonces Ag no tiene componentes anuladores. Mas

avin, la aplicacién 6 estd en las condiciones del Lema 2.5.
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Definicién 2.7. Una accion de un grupo (G, ) sobre un conjunto X es una aplicacién

——:Gx X — Xtal que
n (gxh)-x=g-(h-x)parag,he Gyx € X.
= 1-x = x, donde 1 es el elemento neutro del grupo G.

En tal caso se dird que el grupo G actiia sobre el conjunto X a través de la aplicacion — - —.

Ademds, la accion — - — se llamard estable en un subconjunto S C XsiG-S C S.
Observacién 2.6. Para cada espacio W = ([01],...,[0s]) € Grasss(H*(A,k)) y cada

automorfismo ¢ € Aut(A) podemos definir la aplicacion

— - —: Aut(A) x Grasss(H*(A, k)) — Grasss(H*(A, k))
¢-W=0¢-([0i],....[6:]) = ([p6n],..., [p6s])

Veamos que se trata de una accion.

» Por un lado, para ¢1, ¢» € Aut(A) tenemos que

(pro¢2) - W = ([(¢10¢2)01],..., [(¢10¢2)65]) =
= ([¢1(2601)], - ., [P1(¢265)]) = 1 - (¢2- W).

= Porotrolado, I-W = ([164],...,[16s]) = ([61],...,[6s]), donde I denota la identidad.

Efectivamente, se trata de una accion. A partir de ahora, denotaremos ¢ - W como ¢W.

Lema 2.6. Dada una dlgebra A, el conjunto T;(A) es estable bajo la accion de Aut(A).

Demostracion. Sean ¢ € Aut(A)y W = ([61],...,[0s]) € Grasss(H?(A, k)). Como
x € Rad(¢0;) N Ann(A) siy solo si ¢p(x) € Rad(6;) N Ann(A) parai = 1...,s,

entonces:

(NF_yRad(¢0;)) N Ann(A) = 0siy solosi (N;_;Rad(6;)) N Ann(A).

Luego W € T;(A) siy solo si oW € T;(A). O
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Definicion 2.8. Sea G un grupo que actiia sobre el conjunto X a través de la accién — - —.

La G-6rbita de un elemento x € X es el conjunto:
G-x={¢g-x:9g€G}.

Observacioén 2.7. La accién — - — de un grupo G sobre un conjunto X define una relacién

de equivalencia para dos elementos x,y € X:
x ~ Y siy solo si existe un elemento g € G tal que g - x = y.

Las orbitas son las clases de equivalencia de X modulo esta relacion. De forma que podemos
escribir:

x~ysiysolosiG-x=G-y.

Para finalizar, definimos el conjunto de dlgebras sin componente anulador que son
extensiones por anulador de una 4lgebra A por un espacio vectorial V de dimensién

s, en virtud del Lema 2.2 y del Lema 2.4, de la siguiente forma:

Definicién 2.9. Sean A una dlgebra y 'V un espacio vectorial con una base {ey, ..., es}. El

conjunto de extensiones por anulador no split de A por V es el conjunto:
S
E(A, V) =< Ag: sif(x1,x2) = Z 0;(x1, x2)e; entonces ([01],...,[0s]) € Ts(A) ¢ .
i=1

Utilizando estos nuevos conceptos, podemos escribir el Lema 2.5 de la siguiente

forma:

Teorema 2.3. Sean A una dlgebra y 'V un espacio vectorial con una base {es, ..., ey }. Consi-
deramos dos extensiones por anulador Ag, A, € E(A,V). Si 0(x1,x2) = Y1" 1 0;(x1,x2)e;

yv(xy,x2) = Y0, vi(x1, x2)e;, entonces
Ag = Ay siysolosi Aut(A){[61],...,[0m]) = Aut(A){[11],..., [Vi])-

Este resultado establece una correspondencia biyectiva entre las 6rbitas de Ts(A)
por la accion de Aut(A) y las extensiones por anulador no split de A por un espacio

vectorial de dimensién s médulo isomorfismos. Esta correspondencia es la siguiente:



2.3. Algoritmo Principal 35

» Por un lado, para cada 6rbita Aut(A)([01],...,[0n]), podemos tomar la aplica-
cién bilineal 6 : A x A — V tal que 6(x1,x2) = Y"1 0;(x1,x2)e;, donde V es
un espacio vectorial de dimensién s con una base {el, e, lm }, para construir la

algebra Ag.

= Por otro lado, para cada extensiéon por anulador no split Ag, podemos considerar
las coordenadas 04, . ..,0,, : A x A — kdelaaplicacionf : A x A — V enuna
base {e1,...,em} de V. De esta forma, a la dlgebra Ay le hacemos corresponder

la 6rbita Aut(A){[01], ..., [Bm])-

Esta correspondencia nos permite enunciar un nuevo procedimiento para cla-
sificar algebraicamente las extensiones por anulador no split de una dlgebra A de

dimensién n — m por un espacio vectorial de dimension m.

Teorema 2.4 (Algoritmo Principal). Sea A una dlgebra de dimension n — m, en donde

1 <m < dim(H?(A,k)).
(1) Calculamos Aut(A), H*(A, k) y Ann(A).
(11) Determinamos el conjunto de Aut(A)-6rbitas en T,,(A).

(111) Para cada 6rbita, construimos la dlgebra correspondiente a un representante de ella.

La clasificacion algebraica de las extensiones por anulador no split de la dlgebra A por un

espacio vectorial de dimensién m consiste en las dlgebras obtenidas en el paso (II1).

Este resultado culmina la parte tedrica de este capitulo. No obstante, dado que
para aplicar el Algoritmo Principal 2.4 necesitaremos calcular el segundo espacio de
cohomologia de varias dlgebras, hemos desarrollado un resultado que facilitara esta
tarea. Dada una algebra A, el siguiente lema proporciona un método para obtener

una base de B?(A, k).

Lema 2.7. Sea A una digebra y sea {ey, ..., ey} una base de A (el espacio vectorial formado
por los elementos {x e y : x,y € A}). Entonces {be}, ..., ¢} } es una base de B>(A, k).
Donde e} denota la aplicacion lineal de A en k tal que ef (e;) = 1sii = jyej(e;) =0

en caso contrario.
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Demostracion. Extendemos la base {ey,...,e,} a unabase {ey,...,e,} de A. El con-
junto {e; };<, es una base de Hom(A, k). Entonces para todo 6 € B?(U, k) podemos

escribir h = }' | a;e} para algtn «; € k y por tanto:

w;oe; (er, ex).

n
Sh(er,er) =) wiefe;oep =
i=1 i 1

n

m m
IXZ'E?(Z ,3]6]) = Zociefel ®¢e —
j=1 i=1 i

m
1 =

Luego, B2(U x A, k) = ({0e},...,0ey}).Seany, ..., ay € ktalque Y a;jde] =0,

entonces
m m
Y widef (A, A) =) e} (A?%) = 0.
i=1 i=1
Como {e}}i<, es una base de Hom(A? k) entonces a1 = - - = &, = 0. Por lo
que concluimos que {é¢}, ..., de},} es una base de B>(A, k). O

Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente corolario:
Corolario 2.1. dim(H?(A, k)) = dim(A)? — dim(A?).

La siguiente observacién, consecuencia del Lema 2.7 y del Teorema 2.4, acerca de
las extensiones por anulador de una algebra con respecto a las de su algebra opuesta

reducird el nimero de casos a estudiar en algunas ocasiones puntuales.

Observacién 2.8. Sea A una dlgebra de dimension n. Si {Ay; : i € I} es el conjunto de
extensiones por anulador de A mdédulo isomorfismos. Entonces existe una correspondencia

biyectiva entre {Ay; i € I}y {(A°P)x;:i €]}

En la préxima seccién aplicaremos el método que hemos descrito a un problema

de clasificacién de algebras con anulador no nulo.

2.4. Aplicacién: clasificacion de las algebras de dimension n

con anulador de dimension n — 2

En esta seccién aplicaremos el procedimiento que hemos presentado previamente
al problema de clasificar, salvo isomorfismos, las dlgebras de dimensién #n con anula-
dor de dimensién n — 2. Recordamos que el Teorema 2.1 garantiza que las algebras de
dimension 7 con anulador de dimensién 1 — 2 pueden obtenerse como extensiones

por anulador de las dlgebras de dimensién dos. A su vez, la clasificacion algebraica
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de las extensiones por anulador no split de una algebra de dimensién dos la podemos

obtener utilizando el Algoritmo Principal 2.4.

El articulo [1] de Kaygorodov y Volkov estudia precisamente el problema de la

clasificacion de las dlgebras de dimensién dos. En el Apéndice A, hemos resumido

esta clasificacion, incluyendo toda la informacién que emplearemos en esta memoria.

Asi, el objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado.

Teorema 2.5 (Teorema principal). Sea B = {e1,e2,€3,...,66} una base y sea A una

dlgebra de dimension n con anulador de dimension n — 2.

Sin = 3, entonces A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas
entre si. O bien, A es isomorfaa (A’ @ k), donde A’ es una dlgebra de dimension dos
con anulador cero (véase Tabla A.1 y Observacion A.1); o es isomorfa a A; para algiin

i=1,...,68 (véase Tabla C.1).

Sin = 4, entonces A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas
entre si. O bien, A es isomorfaa (A’ ® k @ k), donde A’ es una dlgebra de dimension
dos con anulador cero; o bien, es isomorfa a A; @ k para algiini = 1,...,68; 0 es

isomorfa a A; para algiini = 69, ...,122, (véase Tabla C.4).

Sin =5, entonces A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas
entre si. O bien, A es isomorfa a (A’ ®k® k ® k), donde A’ es una dlgebra de
dimensién dos con anulador cero; o bien, es isomorfa a (A; ® k @ k) para algiin
i=1,...,68; o bien, es isomorfa a A; para algiin i = 69,...,122; o es isomorfa a

(A; = (V)) para algin i = 123, ...,134 (véase Tabla C.6).

Sin = 6, entonces A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas
entre si. O bien, A es isomorfaa (A' Dk Dk Dk @ k), donde A’ es una dlgebra de
dimensién dos con anulador cero; o bien, es isomorfaa (A; & k @ k & k) para algiin
i=1,...,68; 0bien, es isomorfaa (A; ® k & k) para algiin i = 69, ...,122; o bien,

es isomorfaa A; © k para algiin i = 123, ...,134; o es isomorfa a la dlgebra:

Aizs (N2)6,14 . 6161 = €3 €16 = €4 €361 = €5 €202 = €6

Sin > 7 entonces A tiene al menos (n — 6) componentes anuladores.
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Para su demostracién, vamos a considerar las algebras de dimensioén dos descritos
en el Apéndice A. Para cada una de estas dlgebras seguiremos los pasos que se indican
en el Teorema 2.4, con el fin de obtener la clasificacion algebraica de sus extensiones
por anulador no split. A continuacién, estudiaremos la clasificacién de las dlgebras
split de dimensién n con anulador de dimensién n — 2. Finalmente, utilizando el
Teorema 2.1, la clasificacion de las extensiones por anulador no split y la clasificacién
de las dlgebras split nos dara la clasificacion de las dlgebras de dimensién n con

anulador de dimensién n — 2.

2.4.1. Algebras A;(«), cona € k

Antes de comenzar, observamos que la dlgebra A;(0) es equivalente a la algebra
opuesta de A;(1). Por la Observacién 2.8, solo estudiaremos las extensiones por
anulador no split de las dlgebras A;(«a) con a # 0. A partir de aqui, aplicaremos el

método que hemos desarrollado previamente.

1. En primer lugar, comenzamos calculando H?(A;(«), k) y Ts(A1(a)). En virtud
del Lema 2.7, tenemos que dej = Ay y de; = A1 + aAip + (1 — ) Ay forman
una base del espacio de cobordes:

1—«
o

B*(A1(), k) = (de;,de3) = (A11, Arp + An).
De esta forma, concluimos que dim(H?(A;(a),k)) =4 —2 =2y que:

20 A () k) — (A1 <ij<2) . = .
H*(Aq(«), k) ] bl /(AH,A12+ 1 . Asr) ([B21], [A22])

Ademas, como Ann(A;(a)) = 0, entonces Ts(Aq(«)) = Grasss(H?(A1(a), k)).

2. En segundo lugar, calculamos las 6rbitas de T;(A1(«)) bajo la accién del grupo
de automorfismos de A;(«) (véase Apéndice A). Recordamos que la accion de
un automorfismo (a;;) sobre un espacio vectorial (71, . . .,s) lo envia al espacio

((aij)'y1(aij), - .., (ai) s(aij)). Asimismo, la accién de un automorfismo de
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A1 («) sobre un elemento arbitrario a[Ay] + b[Ax] € H?(A1(a), k) lo envia a:
(bx2 + le) [An] + bx[An] + (bx + El) [A21] + b[Azz] =
1—«
- (a + (1 - T)bx) [Ao1] + b[A].

* Utilizando un argumento andlogo al del Ejemplo 2.3, tenemos que:

Ti(A1(a)) = {{[Au]) } U{(A[B21] + [An]) : A € K}

Por lo que estudiamos dos familias de subespacios de dimensién uno.

e Sib =0, tenemos el espacio (a[Ay1]), cuya Orbita es trivial, es decir, su
unico elemento es ([Ap]).
e Sib #0,si A = §, entonces (a[Ay] + b[Ax]) = (A[A2] + [Ax]). De

este modo, la 6rbita de (A[Az1] + [Ax]) es el conjunto de espacios:

11—«

{<(A+ (1— )x)[A21]+[A22]> :x € k).

Esto nos lleva a diferenciar dos casos segtn el parametro « de la

familia de dlgebras.

o Sia # 1, podemos elegir como representante de orbita a ([A]),

1— -1
tomando x = —A(l — lx) .
«
o Sia = %, tenemos una Orbita trivial, (A[A1] + [Ax]), para cada

elemento A € k.

De la trivialidad de las érbitas se deduce que son disjuntas.

x La tinica 6rbita de T»(A1(a)) es la del espacio H?(A;(a), k).

3. En tercer lugar, utilizando la correspondencia entre las clases de equivalen-
cia de extensiones por anulador no split de A;(«) y el conjunto de érbitas en
Ts(A1(a)) bajo la accién de Aut(A;(«)), obtenemos las 4lgebras buscadas. Ade-
mads, tenemos en cuenta la equivalencia entre las dlgebras A1(0) y A1(1)°7, que
menciondbamos al principio, para construir sus correspondientes extensiones

por anulador no split.
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Con respecto a la notacion, para designar a las extensiones por anulador no split
de una cierta dlgebra A utilizaremos dos subindices tal que (A); ;. El subindice
i denotard la dimensién de la extension, mientras que el subindice j identificard

la extension entre las de esa dimension.

Lema 2.8. Sea A una extensién por anulador no split de la dlgebra A (), entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(A1(a #0))31 ©oelep=e;t+ex ejep=waey exe;=(l—a)ert+es exer=0
(A1(0))31 e1ep =e1+ex ejex=e3 €] =€ exer =0
(Aq(a # %))3/2 :erep=e1+e ejep=uae; ee; = (1—a)e erey = e3
(A1(3))32(A € k) : ereg =er+ey erer=her exer = ye+ Aes eey = €3
(A1(a #0))a3 : erep=e1+e eep=uae; ee;=(1l—a)extes eep =ey
(A1(0))a3 ioeep=e1tey ejep=e3 €81 = €2 €262 =¢€4

2.4.2. Algebra A,

1. En primer lugar, calculamos H?(Aj, k) y Ts(A;). Observamos que def =0y

de; = A1 + A1p — Ap1. Por el Lema 2.7, la aplicacion de; forma una base de

B?(Ay, k). Luego dim(H?(Az, k)) = 3 y el segundo espacio de cohomologia es:
HZ(AZI k) = <Al] : 1 S 1,] S 2>/<A]1 + A12 — A21> = <[A11]’ [AZl]/ [A22]>

Ademaés, como Ann(A,) = 0, entonces Ts(Ay) = Grasss(H?(A», k)).

2. En segundo lugar, calculamos las 6rbitas de Ts(Az) por la accién del grupo

Aut(Ay) (véase Apéndice A).

* La accion de un automorfismo sobre (a[A11] + b[Ax] + c[Ax]) € T1(A2)

lo envia al espacio vectorial:

(a4 bx 4 cx?)[An] + cx[Ap] + (b4 cx)[Ag1] + c[An]) =

= ((a+ (b —c)x +cx®)[An] + (b +2cx) [An] + c[Ax)]).
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Asimismo, procediendo como en el Ejemplo 2.3, tenemos que:

T1(A2) ={([Au])} U{A([Au1] + [An]) : A € k}U

U {(A[An] + p[daa] + [Ax]) s A, p € k}.

Por lo que tenemos que estudiar tres familias de espacios vectoriales de

dimensién uno.
e Sib=0yc=0,entonces la 6rbita de (a[A11]) es trivial, tiene a ([A11])
como unico elemento.
e Sib # 0yc = 0, denotando A = 7, la 6rbita de (A[A11] + [A2])
estd formada por los espacios ((A + x)[A11] + [A21]) donde x € k. Si

tomamos x = —A obtenemos el representante ([Az1]).

e Sic # 0, podemos denotar A = 2y u = %. La orbita del espacio

(A[A11) + p[A21] + [A22]) es el conjunto de espacios vectoriales:
{{OA+ (= Dx +22)[Aua] + ( +2x) [An] + [A]) = x € K}

Sustituyendo x = —% en la expresion anterior, tenemos el represen-
_ 2

tante (A'[A11] + [Ax]), donde A'(A, ) = A — M + & Por lo tanto,

existe una 6rbita para cada A’ € k, ya que la imagen de A/, como

aplicacion, es k.

Claramente, estas 6rbitas son disjuntas.

* La accién de un automorfismo de la dlgebra A, sobre un espacio arbitrario
<a1 [All] =+ b1 [A21] + [Azz], ar [An] + by [A21] + [A22]> € Tz(A2> lo envia

al espacio:

((ay + (by — c1)x + c12%)[A11] + (b1 + 2¢1%) [Ag1] + c1[A],

(112 + (bz — Cz)x + szz) [AH] + (bz + ZCZX) [A21] + co [A22]>.
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Vamos a estudiar cinco familias de espacios, dado que:

To(A2) ={([A21], [A22]) } U {([A11] + A[A22], [Ax]) : A € k}U
U {([Au1] + A[Aa], [Ax]) : A € k}U
U {</\[A21] + [Azz], [A11]> A€ k*}U

U {([A11] + A[Aar], u[An] + [A22]) : A, p € K7}

e La orbita de ([Az1], [A2]) es
{([an] + %[Azﬂf (14 x)[An] + [A2]) : x € k} U {{[An], [A2]) }-

e La orbita de ([A11] + A[Ax], [A21]) es el conjunto de espacios:

Ao, (x+1 - %)[Am] +[An]) : x € k}U

U {<[A11] + )\[Agz}, [A21]>}, donde A 7'é 0.

(o] +

De aqui, se deduce que hay una érbita estable para cada A € k*. Por
otra parte, para A = 0, tenemos la 6rbita trivial de ([A11], [A2])-

e Los espacios ([A11] + A'[Az1], [A22]) para A’ # 0 estan en las 6rbitas

/\/

1+

barlo. Si A’ = 0, entonces la 6rbita de ([A11], [Ax]) es el conjunto

del caso anterior para A = basta tomar x = +; para compro-
{{[A11],2x[A21] + [Ax]) : x € k} y podemos elegir como representan-
te ([A11], [A22]), tomando x = 0.

e Los espacios (A[Ax1] + [A2], [A11]) con A # 0 estén en la 6rbita de
([A11], [A]), tomando x = 3.

e Por ultimo, los espacios ([A11] + A'[Az1], /' [Ax] + [A22]) pertenecen al
primer y segundo caso. Siendo mds precisos, si ' =1+ % entonces
el espacio esté en la 6rbita del primer caso y si ' # 1+ 4 entonces el

: z 2 . 2
espacio estd en la 6rbita del segundo caso, basta tomar A = m

Ahora, observando los desarrollos de las 6rbitas de cada representante
extraido, concluimos que se encuentran en 6rbitas disjuntas.

* Finalmente, en T3(A;) existe una tunica Orbita, correspondiente a

H?(A, k).
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3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split
de la algebra A, médulo isomorfismos, para ello utilizamos la correspondencia

con las 6rbitas en T;(Az) que hemos calculado previamente.

Lema 2.9. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra A, entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(A2)31 ©oelep=exte3  ejep=e e =—e exer =0
(A2)32 Coee =6 eep =ey e =—ey+ez e =0
(A2)33(A€k) : ejeg =ex+Aes ejex=er ee) = —e exey = €3
(A2)44 Doelep = e elep=ey ey =—erte3 ey =ey
(A2)as(A € k) : ejeg=ex+e3 ejex=ex exe;=—ertey ey =A>Ae3
(A2)a6 Doeep=exte3  eep=e e =—e exer = ey
(A2)s57 ©oelep=exte3  ejep=ey exe; = —ertey ey =es

2.4.3. Algebra A;

1. En primer lugar, calculamos H?(Aj3, k) y Ts(A3). Para def = 0y de; = Ay,
utilizando el Lema 2.7, tenemos que estas aplicaciones forman una base de
B?(As3, k). Por tanto, H2(As, k) = ([A12], [Ax], [Ax]).

Adicionalmente, pese a que Ann(Asz) = (ep), tenemos que e; ¢ Rad(6) para

[6] € H?(A3,k) y [0] # [0], por lo que T;(A3) = Grasss(H?(As, k)).

2. En segundo lugar, calculamos las 6rbitas de T;(A3) por la accion de Aut(A3z)

(véase Apéndice A).

* La acciéon de un elemento de Aut(A3z) sobre un espacio vectorial genérico

(a[A12] + b[An] + c[Az]) del conjunto T;(As3) lo envia al espacio:
((ax® + cx®y) [Ar2] + (bx® + cx®y)[Ao1] + cx*[Ax]).

Para encontrar las Aut(Aj3)-6rbitas de T;(Aj3) estudiamos los casos:

» Sia =0y c =0, el espacio resultante estd en la Orbita trivial de ([Ax]).
= Sia=0yc #0,denotando A = £, tenemos el espacio (A[Ay] + [Ax]).

Si A # 0, podemos tomar el representante de 6rbita ([Ay1] + [Ax]),
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cony =0y x = A.Si A = 0, entonces podemos tomar el representante
([A2]),cony =0y x = 1.

» Sia # 0, denotando A = 2 y 4 = 7, tenemos el espacio vectorial
([A12] + A[A21] + p[A22]). Si u # 0, entonces, tomando x = % y
y = 1;—2/\, tenemos el representante ([As1] + [Ax]), del caso anterior.

Si u = 0, entonces tenemos la 6rbita trivial de ([A1z] + A[An]), para

cada A € k.

Como el resto de 6rbitas son triviales, solo falta probar que las 6rbitas
de los espacios ([Az1] + [Ax]) v ([A22]) no coinciden. Esto se deduce del

desarrollo de la 6rbita de ([Ax]), que es el conjunto:
{(x®y[Ara] + ¥*y[An] + x*[An]) : x € k*,y € k}.

* Continuamos con el estudio de las 6rbitas del conjunto T, (A3). La accién
de un elemento de Aut(As) sobre un espacio vectorial de dimensién dos

(a1[A12] 4 b1[A21] + c1[A2], a2[A12] 4 b2 [A21] + ¢2[A2s]) 1o envia a:

((a1x% 4 c12%y) [A1a] + (0122 + c13%y) [An] + c1x*[An],

(a2x3 + c2x2y)[A12] + (b2x3 + czxzy) [An] + coxt [Ax]).

Utilizando el argumento empleado en el Ejemplo 2.3, tenemos que:

Ta(A3) ={([An], [An]) } U {{[A12] + A[A2a], [A2]) - A € kJU

U {([A12] + A[A2], [Ao1] + pu[A2a]) : A, p € K}

Esto nos lleva a tener que estudiar tres familias de subespacios vectoriales.

» La 6rbita de ([Az1], [Ax]) estd formada por los espacios vectoriales
([An],y[D12] + x*[A22]), parax € k* ey € k.

» La orbita del espacio ([A12] + A[A2], [A2]) depende de A, pues su
orbita estd formada por ([A12] + A[A21], y[A12] + y[A2] + x?[Ag2]) para
x € k™ ey € k. Se puede observar que, como x # 0, hay una érbita

distinta con representante ([A1p] + A'[An], [Ax]) para cada A’ € k.
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» Por altimo, la 6rbita del espacio ([A12] + A[Ax], [A21] + #[Ax]) depen-
de de los pardmetros A y .
¢ SiA =0y pu = 0, entonces tenemos la 6rbita trivial del espacio
([B12], [An])-

¢ SiA # 0y u = 0, comprobamos que estd en la 6rbita del espacio

([A21], [A22]), tomando el automorfismo con x = % ey = _m%'
¢ Siu # 0, tenemos dos casos. Si A = —y, entonces el espacio

resultante estd en la 6rbita de ([A12] + [A21], [A21] + [Ax2]), basta
tomar x = % ey = 0.S5i A # —pu, el espacio estd en la 6rbita
de ([A12] + A [An), [Ax2]) para cierto A’ € k, se puede comprobar

. A
tomando el automorfismo con x = —% ey = %

A la vista de los desarrollos de las 6rbitas de los espacios representantes

escogidos, tenemos que:

» Por un lado, observamos que la 6rbita de ([Aj1], [A22]) no contiene
espacios con el vector [A1p] + A[Ay;] para cualquier A € k. Luego, la
oOrbita del espacio ([Az1], [A22]) no se interseca con la érbita del espacio
([A12] + A[A21], [A22]), ni con la de ([A12] + [A21], [A21] + [A22]).

» Por otro lado, observamos que el vector [A1p] + [Az1] no se encuentra
en ningun espacio de la 6rbita de ([A12] + A[A2], [A2]), para A # 1.
Ahora, si A = 1, entonces el vector ausente en todos los espacios de la
orbita de ([A12] + [A2], [Ax]) es [A21] 4 [A2z]. De aqui, se deduce que
la 6rbita de ([A12] + [A21], [A21] + [Ax]) y1a de ([A1z] + A[An], [A2]),

para A € k, son disjuntas.
* Finalmente, en T3(A3) tenemos una tnica 6rbita.
3. En tercer lugar, utilizamos la correspondencia de las extensiones por anulador

no split de la dlgebra A3 con las 6rbitas en T;(Aj3) por la accién de Aut(Asz) para

obtener el siguiente lema.

Lema 2.10. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra Az, entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:
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(A3)31 e =e eea=0 ee; =0 ey = e3
(A3)32 :oeep=e ejep =0 ee =e3 eer = e3
(A3)33 g =e eea=0 e =e3 exer =0
(A3)3/4(/\ S k) . e1e1 = e €16 = e3 exe1 = /\83 €xep — 0
(A3)as g =e eea=0 e =¢ ey = e3
(A3)as ioelep=ey ejep=e4 €] =¢€3 exer =0
(A3)a7(A€k) @ ejeg=ex ejep=eq exe; = Aey exey = e3
(A3)ag :oelep=ey ejep=e3 e =e3tey e =¢y
(A3)s9 :oeje;p =ey ejep=e3 exe] =ey4 exer = es5

2.44. Algebras A4(«x), con a € k>g

1. En primer lugar, tenemos que calcular H?(A4(a), k) y Ts(A4(a)). Por el Le-

ma 2.7, las aplicaciones:
de] = a1y + Ap — Ay1 y de; = A1g + aldyp

forman una base de B?(A4(a), k). Por lo que H?(A4(a), k) = ([A12], [A22])-

Ademas, como Ann(Ay) = 0, entonces Ts(Ay(x)) = Grasss(H?(A4(x), k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de Ts(A4(a)) bajo la accién del grupo
de automorfismos de A4(a) (véase Apéndice A). Como Aut(A4(x)) depende

del parametro a de la familia de dlgebras tenemos que distinguir dos casos.

= Si a = 0, entonces la accién de un elemento de Aut(A4(x)) sobre un
espacio (a[A1p] + b[A2]) lo envia a (+a[A1p] + b[Ax]), segtin si tomamos la
identidad o el automorfismo que envia e; y e2 a —ej y ey, respectivamente.
* Como T1(A4(0)) = {([A2])} U{([A12] + A[Ax]) : A € k}, tenemos
que distinguir dos casos:
o Sia = 0, extraemos el espacio ([Ax]) como representante de 6rbita
de este caso. Ademds, observamos que su Orbita es trivial.
¢ Sia # 0, tenemos una Orbita distinta para cada espacio vectorial
([A12) + A[A22]), donde A € k.
Las orbitas de los representantes que hemos extraido son disjuntas.

* La tnica 6rbita de T»(A4(0)) es la del espacio H2(A4(0), k).
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= Sia # 0, entonces el tinico automorfismo es la identidad. Por tanto con-
cluimos que todas las 6rbitas de Ts(A4(«)) son triviales. Como resultado,

tenemos:
* Existe una 6rbita trivial para cada uno de los espacios vectoriales del
conjunto T; (As(a)) = {([Axn]) } U {([A12] + A[A2]) : A € k}.
x La tinica 6rbita de T>(A4(a)) es la del espacio H(A4 (), k).

3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split

de la dlgebra As(«).

Lema 2.11. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra A4 (), entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

Ay(w))s,

(Ag( 1 ejep = xep +ey  ejex = e +aep exe1 = —ey  exep = €3
(Ag(a #0))3p(A € k) : ereg =ae;+er ejep=e1+aey+e3 exe; = —ep  exep = Ae
(A4(0))32(A € k>0}) = erer=ez erep = e +e3 exep = —e1p  exex = Aes
(Ag(a))as ioejep =wep+ep ejep =e1taeyte3 el = —ep €8 =ey

2.4.5. Algebras B;(a), cona € k

1. En primer lugar, comenzamos calculando H?(B;(«), k) y Ts(B;(a)). Puesto que
se; = (1 —a)Ap +aly y 6¢5 = A1y — Ay forman una base de B?(B(a), k)

(como consecuencia del Lema 2.7), tenemos que:
H(B1 (), k) = ([Aul, [Az]).

Ademads, como Ann(Bi(a)) = 0, entonces Ts(By(«)) = Grasss(H?(B1(a), k)).

2. En segundo lugar, calculamos las 6rbitas de T;(B1(«)) bajo la accion de
Aut(By(«)) (véase Apéndice A). Como el tnico automorfismo de Bj(a) es

la identidad tenemos que todas las 6rbitas de T;(B1(«)) son triviales.

* Existe una Orbita trivial para cada uno de los espacios vectoriales de
T1(B1(a)) = {{[Ax2]) } U{{[An1] + A[Ax]) : A € k}.

* La tinica érbita de T(Bj(a)) es la del espacio H?(By (), k).
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3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split

de B;(«), como hemos hecho en los casos anteriores.

Lema 2.12. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra By («), entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(B1(«))31 toeep =0 ejep=(1—a)eg+ey exe; =ae; —ey exer =e3
(Bi(a))za(A€k) : ejeg=e3 ejea=(l—w)ey+ex exe; =meg—ex exer = Aes
(B1())s3 toerep=e3 ejep=(l—a)eg+ey epe; =wae; —ey exer =ey

2.4.6. Algebras By(a), con«x € k

Antes de comenzar, observamos que B;(0) y B2(1)°? son equivalentes. Haciendo

uso de la Observacion 2.8, consideraremos tinicamente el caso a # 0.

1. En primer lugar, calculamos H?(By(«), k) y Ts(Bz(a)). Dado que las aplica-
ciones é¢; = (1 — a)A1z + a1 y 6¢; = 0 forman una base de B?(Bx(a), k),

tenemos que H2(By(a), k) = ([A11], [A12], [Ax])-

Ademaés, como Ann(By(a)) = 0, entonces Ts(Ba(a)) = Grasss(H?(Bz(a), k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de Ts(Bz(«)) por la accion de

Aut(By(a)) (véase Apéndice A).

* La 6rbita de un espacio de la forma (a[A11] + b[A12] + c[A22]) es el conjunto:
{<IZX2[A11] + bx[Au] + C[A22]> X E k*}

Para estudiar las 6rbitas de T1(Bz(«)), distinguimos los siguientes casos:
» Sia=0yb =0, el espacio resultante ([A]) forma una 6rbita trivial.

» Sia =0yb # 0, denotamos A = 3. S5i A = 0, entonces tenemos
la 6rbita trivial del espacio ([A12]). Si A # 0, obtenemos un tnico

representante de Orbita ([A1z] + [A2]), tomando x = A.
= Sia # 0, denotamos A = 2y yu = £, y tenemos los siguientes casos.
o SiA =0y u = 0, entonces obtenemos la 6rbita trivial de ([A11]).
¢ SiA =0y u # 0, entonces tenemos un dnico representante de

orbita ([A11] + [Ax]), basta tomar x = /1.
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¢ Si A # 0, entonces tenemos una 6rbita distinta para cada espacio

([A11] + [A12] + #'[A22]) con y’ € k, tomando x = A.
* Por un lado, la accién de un automorfismo de la dlgebra B, («a) sobre un
espacio arbitrario (a1[A11] + b1[A12] + c1[Ax], a2[A11] + b2[A12] + c2[An])

en Tr(By(«)) lo envia a:
<a1x2[A11] + blx[Au] +C [Azz], llzxz [AH] + bzx[Au] —+ 2 [A22]>.

Por otro lado, T»(Bz(«)) es el conjunto de espacios vectoriales:

{([A12], [A22]) } U {([A11] + A[A2], [Ar2]) : A € kU

U {([A11] + A[A1a], p[Ar2] + [A22]) : A, € K}

Por lo que tenemos las siguientes 6rbitas:
» La 6rbita del espacio ([A1z], [Ax]) es trivial.
= La orbita del espacio ([A11] + A[A2], [A12]) depende de A. Si A = 0,
entonces la 6rbita es trivial. Mientras que si A # 0, existe un tinico
representante comun ([A11] + [Ax], [A12]), tomando x = VA.
» La orbita del espacio ([A11] + A[A12], #[A12] + [Ax]) es el conjunto
{(x?[A11] + Ax[A12], ux[A12] + [Ax]) : x € k*}. Por tanto,siA = 0y
1 = 0, entonces obtenemos la 6rbita trivial de ([A11], [Ax]).SiA =0
y u # 0, entonces todos estos espacios estdn en la érbita con repre-
sentante ([A11], [A12] + [Az2]), basta tomar x = % para comprobarlo.
Por ultimo, si A # 0, entonces tenemos una Orbita con representante
([A11] + [A12], ' [D12] + [Ax2]) para cada p’ € k, tomando x = A.
Finalmente, nos falta ver que las Orbitas de ([A11] + [Ax], [A12]),
([Au], [Ar2] + [B22]) y ([Au1] + [Ar2], 4/ [A12] + [Az]) para y' € k no se
intersecan dos a dos. Sin embargo, esto se deduce facilmente de la forma

en la que acttia Aut(By(a)).

x La tinica 6rbita de T5(Ba(«)) es la del espacio H?(B;(a), k).

3. En tercer lugar, utilizamos la correspondencia de las extensiones por anulador

no split de la 4lgebra By (a) con las 6rbitas en Ts(Bz(«)) por la accién de su grupo
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de automorfismos para obtener la clasificacién, salvo isomorfismos, de sus

extensiones por anulador no split. Para construir las extensiones por anulador

no split de B»(0) utilizamos su equivalencia con B, (1), como menciondbamos

al principio.

Lema 2.13. Sea A una extensién por anulador no split de la dlgebra By (), entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(B2(a))31 ©oe1ep =0
(B2(a #0))3,2 : ere; =0
(B2(0))32 ©oe1ep =0
(Ba(a #0))33 : erep =0
(B2(0))3,3 : e1ep =0
(Ba(a))34 ©oeep =e3
(B2())35 © ele; =e3
(Ba(a #0))3e(A €k) : ere1=e3
(B2(0))36(A € k) : ere; =e3
(Ba(a #0))a7 : eep =0
(B2(0))4,7 : epe; =0
(Ba(a # 0))as Doerep =e3
(B2(0))48 1 oerep=e3
(Ba(a # 0))9 Doerep =e3
(B2(0))49 1 oerep=e3
(Ba(a # 0))4,10 : ere; = e3
(B2(0))4,10 © epe; =e3
(B2())a11 © ele; =e3
(B2(a #0))g12(A € k) : ere; =e3
(B2(0))4,12(A € k) : ere; =e3
(Ba(a # 0))s5,13 . ere; = e3
(B2(0))s5,13 © e =e3

2.4.7. Algebra B3

erep = (1—a)eg

erex = (1—a)ey +eg
e1ep = e

erey = (1—aje; +e3
ejep = eq

erey = (1—ajey

erey = (1—ajey

ere; = (1—a)ey +es
ejex = e

erey = (1—aje; +e3
ejex = e

erex = (1 —a)e; +ey

€16y = €1
erey = (1—a)e; +ey
€16 = €1

erer = (1 —a)er +e3
€16 = €1

erep = (1—a)eg

erey = (1—a)ey + Aeg+ ey

€162 = €1

erey=(1—a)e; +ey

€162 €1

€re1
exe1
e€xe1
€281
€261
exe1
e€xe1
exeq
€261
€261
€261
exeq
ere1
€261
€261
€261
exe1
€re1
exe1
€261
exe1

€261

= ey
= xeq
=e3
= aeq
=e3
= aeq
= aeqp
= aeq
=e3
= xeqp
=e3
= xeq
=ey
= ey
=ey
= aey
=e3
= ey
= xeq
= Aez + ¢4
= xeq

€26y — €3
€26y — €3
€26y — €3
€26y — 0
€26y — 0
€26y — 0
€26y = €3
€26y = )\63
€26y — )L€3
€262 = €4
€262 =64
€x6y = €3
€26y = €3
€26y = 0
€rey) = 0
€262 = €4
€267 = €4
€26y = €4
€267 — €4
€262 = €4
€267 = €5
€26y = €5

1. En primer lugar, calculamos H?(Bs, k) y Ts(Bs3). Por el Lema 2.7, tenemos que

las aplicaciones:

(SET = Oy'(5€§ = AlZ — A21

forman una base de B?(Bj3, k). Por tanto, H?(B3, k) = ([A11], [A21], [A2)]).
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Ademads, como Ann(B3) = 0, entonces T;(B3) = Grasss(H?(Bs, k)).

2. En segundo lugar, calculamos las 6rbitas de T;(B3) por la acciéon de Aut(Bj3)

(véase Apéndice A).

* La accién de un automorfismo de Bz envia un espacio vectorial arbitrario

(a[A11] + b[Ax] + c[Ax2]) en Ti(Bs) al espacio:
((a+bx+cx®)[Au] + (by + 2exy)[Az] + ey [Ana])-

Por lo que tenemos que distinguir los siguientes casos:

o Sib =0y c =0, entonces tenemos la 6rbita trivial de ([A11]).

o Sib # 0yc = 0,denotando A = §, tenemos el espacio (A[A11] + [Az]),
cuya Orbita estd formada por los espacios ((A + x)[A11] + y[A2]) para
x € key € k™. De aqui se tiene que todos los espacios de este caso es-
tan en la misma 6rbita y podemos tomar a ([Ay;]) como representante,
basta elegir x = —Aey = 1.

o Sic # 0,denotamos A = Ty u = % Asi, la 6rbita del espacio resultante

es el conjunto:
{{A+x(x +w)[du] +y(2x + 1) [dn] + 1P [A]) 1 x € K,y € K7}

2
Por un lado, si A = VT/ entonces obtenemos una tinica Grbita con
2
representante ([A]), tomando x = —%. Por otro lado, si A # %,
podemos tomar el automorfismo con x = =5 yy = 1/4A — 2, 1o

que probaria que estdn en la 6rbita de ([A11] + [Ax]).

Finalmente, falta ver que las orbitas de los espacios ([Ax]), ([A2]) v

([A11] + [A22]) son disjuntas dos a dos.

» Por un lado, como la 6rbita de ([Az1]) no tiene término en [Ay], no se

interseca con las otras.

» Por otro lado, la 6rbita de ([Ax]) es el conjunto:

{(x*[A11] 4 2xy[An] + P [An]) s x € K,y € K7,
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que no contiene al espacio ([A11] + [A2]). Luego, la 6rbita de ([Az;])

y la de ([A11] + [A22]) son disjuntas.
* Por un lado, la accién de un automorfismo de la algebra B3 sobre un

espacio arbitrario <El1 [An] + by [A7_1] + 1 [Azz], HZ[All] + by [A7_1] + C2[A22]>

lo envia a:

(a1 + bix + c1x?)[Aq1] + (bry + 2c1xy) [Aar] + 1y [A22],

(az + box + C2x2) [AH] + (bzy + 2c2xy) [Azl] + Czyz [A22]>.

Por otro lado, T»(Bs3) es el conjunto de espacios vectoriales:

{{[da1], [Ax]) } U{([A21],[A11] + A[An]) : A € kU

U {([A11] + A[Aar], (D] + [A22]) : A, € K}

Por lo que tenemos que distinguir los siguientes casos:

» Fijamos ([A21], [A22]) como primer representante de 6rbita.

» La Orbita de los espacios ([Az1], [A11] + A[Ax]) depende de A.SiA =0,
tenemos la 6rbita trivial de ([A11],[A21]). Si A # 0, entonces pode-
mos tomar x = 0ey = %, dando lugar a una tnica 6rbita, la de
(A1, [Ar] + [Az]).

» Para los espacios de la forma ([A11] + A[Ax], u[An] + [Ax]) con
A, 1 € k es necesario distinguir dos casos. Si A = 0, entonces tomando
x = —5 ey =1, comprobamos que tenemos una tnica orbita, la de

([A11], [A22])- Si A # 0, entonces si A = %, el espacio estd en la primera

oOrbita, ([Az1], [A2]), tomando x = —%. SiA#£ %, el espacio estd en

la 6rbita ([Az1], [A11] + [A2]), basta tomar x = —% ey =~ 1;AV para

comprobarlo.
Veamos que las 6rbitas de los representantes escogidos no se intersecan.

» Por un lado, la 6rbita de ([Az1], [A]) es el conjunto:

{(x[An] +y[An], X*[A11] + 2xy[An] + ¥ [Ax]) s x € k,y € K}
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Observamos que este conjunto no contiene espacios con el vector

[A11] + [Ax], luego no coincide con las otras dos érbitas no triviales.

» Por otro lado, la 6rbita de ([A11], [Ax]) es el conjunto:
{{[6ul, [Au] +2xy[An] + P [An]) s x € ky € k')

Este conjunto no contiene espacios con el vector [A;]. Por lo que no

coincide con la 6rbita de ([Ay1], [A11] + [Ax])-

x La tnica 6rbita de T3(B3) es la del espacio H?(Bs, k).

3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador que

hemos obtenido.

Lema 2.14. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra B, entonces esta es
isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

B3 3,1 : ejep = e3 e1ep = €y éxe1 = —ep €xep = 0
32 : eeg=0 eex=e ee;=—er+ez exer=0

33 1 €161 =¢€3 e16p =€ €0 = —€ €62 = €3

34 : eeg=0 eex=e ee;=—e exey = e3

46 - e1e] =e3 ejep =ep epe] = —e€r+e4 exe) =e3
47 . €161 = e3 e1ep =€y epe = —€2 + €4 €epep = 0

(B3)
(B3)
(B3)
(B3)
(B3)ss : ere1=0 ejep=ey exe;=—exte3 exer=ey
(B3)
(B3)
(B3)ag @ ee1=e3 ejep=ey e =—€ €262 = €4
(B3)

Bj 59 1 €161 =¢€3 e16p =€ €8] = —€ +es ey =es5

2.4.8. Algebras C(x, ), con (&, B) € k x k>

Antes de comenzar con el estudio de esta familia de dlgebras, observamos que
la 4lgebra C(0, B) y la dlgebra C(1, —p)°? son equivalentes. Luego, por la Observa-

cién 2.8, bastard con estudiar los casos en los que & # 0.

1. En primer lugar, calculamos H?(C(«, 8),k) y Ts(C(«,B)). Dado que, por el

Lema 2.7, las aplicaciones:

5eT = (1 — OC)Alz + aNy y 56; = A+ ,BAlz - 5A21 + A2
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forman una base de B2(C(«, 8), k), tenemos que H2(C(«, B), k) = {[A12], [Ax])-

Como Ann(C(a,B)) = 0, entonces Ts(C(a, B)) = Grasss(H*(C(a, B), k)).

2. En segundo lugar, calculamos las 6rbitas, por la accion de Aut(C(w, B)) (véase
Apéndice A), de Ts(C(«, B)) = Grasss(H?(C(a, B),k)). Como el grupo de au-
tomorfismos depende del pardmetro B de la familia de dlgebras tenemos que

distinguir los siguientes casos.

» Si B = 0, entonces el grupo Aut(C(«,p)) consta de dos elementos: la
identidad y el homomorfismo que envia e; y e a —e; y ey, respectivamente.
* Por un lado, la accién de un automorfismo envia un espacio vectorial
genérico (a[A12] + b[Ax]) en T;(C(a,0)) al espacio (£a[A12] + b[Ax]),
seglin que automorfismo se tome.
Por otro lado, como T1(C(,0)) = ([Ax]) U{{[A12] + A[A2]) : A € k},
hay que distinguir dos casos.
o Sia = 0, tenemos una Unica 6rbita, la de ([A2;]), que es trivial.
o Sia # 0, tenemos una 6rbita distinta para cada ([A12] + A[Ax]),
donde A € k>o.
* La tnica 6rbita de T,(C(«,0)) es la del espacio H?(C(«,0), k).
Ademés, es facil ver que estas 6rbitas son disjuntas.
= Si B # 0, entonces el tinico automorfismo es la identidad y por tanto todas
las 6rbitas de Ts(C(w, B)) son triviales. De este modo, tenemos que:
* Existe una 6rbita trivial para cada espacio vectorial del conjunto
T (C(a, p 7 0)) = {([Ana])} U {([A12] + A[An]) : A € K}

* La tinica érbita de T>(C(a, B)) es la del espacio H?(C(«, B), k).

3. En tercer lugar, finalizamos construyendo cada una de las extensiones por

anulador no split que se extraen del estudio anterior.

Lema 2.15. Sea A una extensién por anulador no split de la dlgebra C(w, B), entonces esta

es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:
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(C(x, B))31 toerep =e erep = (1—a)er + Bea exep =wep — Pey  exey = ez +e3
(C(a #0,0))32

(A € k>p) :oeep=e eep=(1—a)eg+es ere1 = weq erer = ey + Aes
(C(0,0))32(A € k=)  : erer=ex erea=e exe; =e3 exey = e3 + Aes
(Cla #0,p #0))s2

(A €k) :oeep=e ejep=(1—a)ey+ Pep+es exer =aey —Per  exex =ep + Aes
(C(0,B#0))32(A€k) : erer=ex e1er =e1+per eep = —Pexy+e3  exer = e+ Aes
(Cla#0,8))as(A€k) : erer=er erea=(1—w)e;+Pert+es exey=ae;—Per exer=ex+ey
(€C(0,B))a3(A € k) 1oerep =€y erex =e1+fer exey = —Pex+e3 exep =ext+ey

2.4.9. Algebras D;(a, ), con («,B) € U
1. En primer lugar, calculamos H?(Di(«,B),k) y Ts(D1(a,B)). Una base de
B?(D1(a, B), k) es la formada por:

561‘ =A1+ (1 — D()Alz + aArxn y (56‘;k = ﬁAu — ﬁA21.

Luego, el segundo espacio de cohomologia dependera de .

» Si B =0, entonces H?(D1(,0),k) = ([A12], [A2], [Ax])-

= Si ﬁ 75 0, entonces HZ(Dl (Dc, ﬁ),k) = <[A21], [Azz]).

Ademas, como en cualquier caso Ann(D1(a,B)) = 0, entonces

Ts(D1(a, B)) = Gmsss(H2(D1((x, B), k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de Ts(D1(«, B)) por la acciéon del
grupo de automorfismos Aut(D1(«, B)) (véase Apéndice A). Dado que este

grupo depende de los pardmetros a y B tenemos que distinguir nuevos casos.

= Si B = 0, entonces:
e Siag = %, tenemos:

* La orbita de un espacio arbitrario (a[A1p] + b[A21] + c[Ax]) en

T;(D1(3,0)) es el conjunto:

{(a[Au] + b[Azl] + C[A22]>, <ﬂ[A12] + b[Azl] + (61 +b— C)[Azzb}.
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Dado que el conjunto

1

T1(D1(5,0)) ={{[822]) } U {([A12] +A[A22]) - A € k}U

U {([A21] + AlA12] + pu[An]) = (1, A) € K7},

vamos a distinguir los siguientes casos:

o Sia = b =0, la 6rbita del espacio ([Ax]) es trivial.

¢ Sia #0yb = 0,denotando A = 7, se observa que tenemos
una Orbita distinta para cada espacio ([A12] + A[A2]), donde
(A,0) e U.

¢ Sib # 0,denotando A = § y u = j, tenemos una 6rbita distin-
ta para cada espacio vectorial ([Az1] + A[A12] + p1[A2]), donde
(u,A) €U.

Del desarrollo de las 6rbitas se deduce que son disjuntas.

La 6rbita de un espacio vectorial arbitrario en T>(D1(1,0)) de la
forma <01[A12] + b1 [Am] + (1 [Azz],LZQ [Alz] + by [Azﬂ =+ ¢p [A22]> es

el conjunto:

{(a1[A12] + b1[Ax1] + c1[An], a2[A1a] + ba[Ax1] + c2[An)),
(a1[A12] 4+ b1[A21] + (a1 + b1 — c1),

a2[A12] + b2 [Ag1] + (a2 + by — c2)[A22]) }-

Utilizando el procedimiento del Ejemplo 2.3, tenemos que el con-

junto T»(D1(3,0)) es:

{([An], [A2]) U{([A2], [A12] + A[A2]) : A € k}U

U{([An1] + A[An], [A1a] + p[An]) : (1, A) € K}

Por lo que vamos a distinguir los siguientes casos:
o La orbita de ([Ax1], [A2]) es trivial. Al igual que la 6rbita de
los espacios vectoriales ([Ax], [A12] + A[An]), para A € k, que

también es trivial.
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o La 6rbita de los espacios ([Az1] + A[Axn], [A12] + u[Ax]) es

{{[B21] + A[A22], [A12] + u[A22]),

([An] + (1= A)[A2], [Ar2] + (1 — p)[A2]) }-

Por este motivo, tomamos los representantes de 6rbitas distintas
([Azn] + A[A2], [A1p] + u[Az]) con (A,0), (4,0) € U.
A la vista del desarrollo, concluimos que son disjuntas.
* La tnica orbita de T3(D1(3,0)) es la del espacio H2(D1(3,0), k).
* Sia # 1, entonces el grupo de automorfismos es trivial, y por tanto
todas las 6rbitas de T;(D1(«,0)) son triviales. Por tanto:

* Existe una orbita trivial para cada espacio del conjunto:

T1(D1(«,0)) = {([A22])} U {([A12] + A[A]) : A € k}U

U{([A21] + A[A12] + u[A2]) : A, p € k}.

* Hay una 6rbita trivial para cada espacio vectorial de:

T2(D1(w,0)) ={([A21], [A22]) } U {([A2], [A12] + A[A2]) : A € k}U

U {([A21] + A[Ana], [A1g] + p[A2]) = A, p € K}

* La tinica 6rbita de T3(D1(a,0)) es la del espacio H?(D1(a,0), k).
= Sif # 0, entonces:
¢ Si = 2a — 1, entonces:

* La orbita de un espacio vectorial (a[Ay1] + b[Ax]) por la accién de
Aut(D1(a,20 — 1)) es {(a[Ax1] + b[Ax]), (a[A21] + (a — b)[Ax]) }.
Como T1 (D1 (&, 20 — 1)) = {{[Ax]) F U{{[Axn] + AMAn] : A € k)},
vamos a distinguir dos casos:

o Sia = 0, la 6rbita del espacio resultante ([Ax]) es trivial.
¢ Sia # 0, denotando A = %, se observa que tenemos una 6rbita
distinta para cada espacio ([Az1] + A[Ax]), donde (A,0) € U.
x La tunica Orbita de T>(Di(x,2¢ — 1)) es la del espacio

H?*(Dy(a,20 — 1), k).
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* SiB # 2a — 1, el grupo de automorfismos tiene como tinico elemento a

la identidad, y por tanto todas las 6rbitas de T; (D1 («, B)) son triviales,

esto es, coinciden con los espacios vectoriales.

* Existe una orbita trivial para cada espacio de

Ty (Dy (e, B)) = {([A22]) } U{([A1] + A[A]) : A € K}

x La tinica 6rbita de T,(D1(«, B)) es la del espacio H?(D1(a, B), k).

3. En tercer lugar, construimos las extensiones por anulador no split de esta familia

de algebras y las presentamos en el siguiente lema.

Lema 2.16. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra D1 («, B), entonces esta

es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

m Sip=0,
(D1(a,0))3,1 erep =e1 erea = (1—a)e €261 = ey e = €3
(Dy(a # %,0))32(A € k) ereg =e1 erep=(1l—w)e;+e3 exey = ae erer = Aeg
(D1(%,0)32((7,0) € U) ere; =e; ejep = ey +e3 epe; = ey exey = Aez
(D1(a # 3,0))33
(A uek) erep =e1 erep=(l—a)e;+Aes epep =aeg+e3  epep = e
(D1(3,0))33((w,A) € U) erey = e ejey = 3e1 + Aeg e = 3e1+e3  exer = pies
(D1(2,0))a5 erep =er erea=(1—a)e ey =aept+e3  exer =ey
(D1(2,0))46(A € k) ereg =e1 erep=(1—w)e;+ey exep =aeg+Aey exep =e3
(D1 (a # %,0))4,7()\,;1 € k) ereg =e1 erep=(l—w)e;+eg epep =wep+e3  epep = Aez + pey
(D1(3,0))a7
((A,0), (n,0) e U) ere; =e; ejex = ey +ey epe; = tep+e3  exer = Aey + ey
(D1(2,0))s,9 eep=e; erep=(l—a)e;+es exeg=wmeyt+es exer=e5

» Sip#0,
(D1(a, B #0))31 eep =e;  erex = (1—a)er + Ber exer = wey — Pea exer = e3
(D1(a, 20 =1 #0))34
((A,0) eU) erep=e1 erep=(1—-a)e;+(2a—1)ex erey =ae; — (2a—1)ex+e3  exer = Aes
(D1(a, B # 20— 1,0))34
(A€k) eep =e;  erex = (1—a)er + Ber exer = aey — Pex +e3 exer = Aes
(D1(a, B #0))45 et =e;  ejer = (1—a)e; + Bey exe; = ae; — Pea +e3 ey = ey
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2.4.10. Algebras Dy(«, B), con (x,8) € K*\' T

Antes de empezar el estudio, observamos que las élgebras D> («,0) y D(0, a)°?
son equivalentes. Utilizando la Observacién 2.8, bastard con estudiar la algebra
D,(0,0) y la familia Dy(a, B) con B # 0, para después construir las extensiones

restantes.

1. En primer lugar, hay que determinar H2(D,(«, 8), k) y Ts(D2(, B)). Por el Le-
ma 2.7, las aplicaciones de] = Aq1y de; = a1 + BAr forman una base del
espacio de cobordes. De aqui, observamos que el segundo espacio de cohomo-

logia dependerd de los pardmetros « y B.

m Sia =0 y [B = 0, entonces HZ(Dz(O, 0), k) = ([Au], [Azl], [Azz]).

» Si B # 0, entonces H2(Dy(a, B), k) = ([A12], [Ax]).

Con respecto a Ts(D»(a,B)), por un lado, como Ann(D,(«,p)) = 0 para
(a, B) # (0,0), entonces Ts(Dy(a, B)) = Grasss(H?(Dx(a, B), k)). Por otro lado,
dado que Ann(D3(0,0)) = (e2), tenemos que el vector e; ¢ Rad(f) para todo
[6] € H?(D2(0,0),k) con [8] # [0], y por tanto

T,(D,(0,0)) = Grasss(H?(D5(0,0), k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de Ts(Dz(w, B)) por la accién del
grupo Aut(D;(a, B)) (véase Apéndice A). Dado que H?(D,(a, B), k) depende

de los pardmetros a y 8, tenemos que distinguir dos casos:

a) Sia =0y B = 0, entonces
* Comenzamos estudiando las 6rbitas de T; (D> (0,0)). La accién de un
elemento de Aut(D>(0,0)) envia un espacio (a[A12] + b[An] + c[A2])
en T1(D7(0,0)) a (a[A12] + b[A21] + cx[Ax]). Por lo que tenemos que
distinguir los siguientes casos:
o Sia =0y b =0, entonces tenemos la 6rbita trivial de ([A2]).
o Sia=0yb # 0, denotamos A = 3. Por un lado, si A = 0,

obtenemos la orbita trivial de ([Az1]). Por otro lado, si A # 0,
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tenemos una tnica Orbita con representante ([Ay1] + [A2z]), basta
tomar x = %
© Sia # 0, denotamos A = Z y ¢ = ;. Entonces, si p = 0, tenemos
la 6rbita trivial del espacio ([A1z] + A[Az1]), para cada A € k.
Mientras que si ¢ # 0, tenemos una 6rbita diferente para cada
espacio vectorial ([A12] + A[A21] + [Ax]), donde A € k.
La comprobacién de que estos representantes estan en érbitas disjuntas
es inmediata.
* Estudiamos las 6rbitas de T (D3(0,0)). La accién de un automorfismo

envia (a1[A12] + b1 [An] + c1[An], a2[A1z] + ba[Ao1] + c2[A]) a:
(a1[A12] + b1 [An1] 4 c1x[An], a2[Ar2] + b2[Ag1] + c2x[A2)).

Dado que el conjunto T,(D>(0,0)) estd formado por los espacios vec-

toriales (véase Ejemplo 2.3):

{([A21], [A22]) } U{([A2], [A12] + A[Ana]) : A € K}V

U {([B12] + A[A22], [An] + u[A22]) 1 A, p € K},

tenemos los siguientes casos claramente disjuntos:
o La orbita de ([A21], [A22]) es trivial. También, la 6rbita de los espa-
cios vectoriales ([A2], [A12] + A[A21]), para A € k, es trivial.

o La orbita de los espacios ([A12] + A[Axn], [A2i] + 1[Ax]) es:
{([A12] + Ax[A], [An] + px[Ax]) : x € K }.

Luego, si A = 0, entonces en el caso en el que y = 0, tenemos
la 6rbita trivial de ([A12], [A21]); mientras que si u # 0, entonces,
tomando x = %, tenemos al representante ([A1z], [A21] + [Ax2]) de
este caso. Si A # 0, entonces tenemos las 6rbitas de los espacios
([A12] + [A22], [A21] + ' [A22]) para ' € k, tomando x = %

* La tinica érbita de T3(D>(0,0)) es la del espacio H?(D,(0,0), k).



2.4. Aplicacioén: clasificacion algebraica 61

b) Si B # 0, la accion de un automorfismo de D, («, B) sobre un espacio
vectorial (a[A12] + c[A2]) en Ti (D2 (a, B)) lo envia a (a[A12] + cx[Ax]).
* Para encontrar las 6rbitas de T; (D3 (w, B)) distinguimos dos casos.
= Sia = 0, entonces tenemos la 6rbita trivial de ([Ag]).
» Sia # 0, denotamos A = ;. Entonces, si A = 0, tenemos la
6rbita trivial de ([A1,]), mientras que si A # 0, tomando x = 1,
obtenemos el representante ([A12] + [A2z]).
Del desarrollo de las 6rbitas se deduce que son disjuntas.

x La tnica 6rbita de To(Dy(a, B)) es la del espacio H2(Dy(«, B), k).
3. En tercer lugar, construimos las extensiones por anulador no split de D> («a, B).

Lema 2.17. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra Dy(w, B), entonces esta

es isomorfa a alguna de las siquientes dlgebras no isomorfas entre si:

= Sia=0yp=0,

(D2(0,0))3,1 erep=e e =0 ee1=0 eer=e3
(D2(0,0))3,2 ere;=e; e =0 e =e3 er=¢e3
(D2(0,0))3,3 ete;=e; e =0 eep=e3 e =0
(D2(0,0))34(A € k) : eje;1=e; ejep=e3 exe; =Ae3 exex =e3
(D2(0,0))35(A € k) : eje;z=e; ejep=e3 exe =Ae3 exep =0
(D2(0,0))4s erep=e; ejep =0 e =e3 e =¢4
(D2(0,0))49 e1e1 =€ ejep =e3 ee] =e4 €€ =4
(D2(0,0))4,10 ©oeep=e; ejep=e3 exe;=eg4 e =0
(D2(0,0))411(A € k) : ere; =e1 ejex=ey ege; =Aey exer =e3
(D2(0,0))412(A €k) : erep=e ejea=eq exe;=e3 e =Ae3tey
(D2(0,0))s5,14 e1e1 =€ ejep =e3 €] =e4 €€ =¢€5

" Sia £06B #£0,

)31 T elep =e; ejep = aep eper = ey epenr =e3
0))ss : eje1=e1 ejep=wey+es exeg =Per exep =e3

e1e1 = e €16y = Kep exe1 = €3 €6y = €3

eje1 =e1 e1ep = ey exep = e3 exep =0

))4,13 1oejep =e ejep =nqeyte3 exe] = [362 €262 = €4

(Da(w,

(D2 (e, p #

(D2(#,0))3,2

(Da(a,B#0))3y : ejep=e; ejep =wney+e3 exe; = Pey  epep =0
(D2(#,0))33

(Da(w, p #

(D2(#,0))4s

e1e1 —e1 e1ep = ey exe1 = €3 €6y = €4
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2.4.11. Algebras D3(«, B), con (a, ) € K*\T

1. En primer lugar, calculamos H?(D3(«, 8), k) y Ts(D3(«, B)). Como
(561‘ = A1+ A1 — Ay y (56; = aAp + ‘BA21

forman una base de B?(D;3(a, B), k), observamos que el segundo espacio de
cohomologia dependeréa de los pardmetros a y .

» Sia =0y B =0, entonces H?(D5(0,0), k) = ([A12], [A21], [A22])-

= Si(0,8) € k*\ (T U{(0,0)}), entonces H2(D3(0, B), k) = ([A12], [Az]).

= Si(a,B) € k*\ T ya #0,tenemos que H*(D3(«, B), k) = ([Ax1], [An)).

Ademas, como Ann(D3(a, 8)) = 0, entonces tenemos que

Ts(D3(a, B)) = GT’HSSS(HZ(Dg(DC,’B),k)).

2. En segundo lugar, como el tnico automorfismo de D3(a, B) es la identidad
(véase Apéndice A), tenemos que todas las 6rbitas de Ts(D3(a, B)) son triviales.
Luego, para cada caso tenemos que las 6rbitas se corresponden con los espacios
vectoriales en Ts(D3(«, B)) (obtenidos como en el Ejemplo 2.3).

= Sia =0y B =0, entonces:

* Cada espacio vectorial del conjunto:

T1(D5(0,0)) ={([Ax])} U {{[A12] + A[Ax]) : A € k}U

U {([A21] + A[Ar] + p[A2]) : A, p € k}

forma una 6rbita trivial.

* Cada espacio vectorial del conjunto:

T2(D3(0,0)) ={([Axn], [An])} U {([Az], [A12] + A[Az1]) : A € k}U

U {([A21] + A[A2], [A1a] + p[A2]) : A, p € k}

forma una Orbita trivial.

* La tnica 6rbita de T3(D5(0,0)) es la del espacio H?(D3(0,0), k).
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= Si (0,8) € k*\ (T U{(0,0)}), entonces:
* Cadaespaciode T1(D3(0,B8)) = {{[Ax])  U{([A12] + A[Ax2]) : A € k}
forma una 6rbita trivial.
x La tinica 6rbita de T>(D5(0, B)) es la del espacio H2(D3(0, B), k).
= Si(a,B) € k*\ T ya # 0, entonces:
* Cadaespaciode T; (D3(a, B)) = {{[An]) }U{([An] +A[Ax]) : A € k}
forma una 6rbita trivial.

x La tinica érbita de T>(D3(a, B)) es la del espacio H*(D3(«, B), k).

3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split
de la familia de algebras D3(«, B). De nuevo, distinguiremos cada uno de los

casos a la hora de enunciar el correspondiente lema.

Lema 2.18. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra D3 (w, B), entonces esta

es isomorfa a alguna de las siquientes dlgebras no isomorfas entre si:

= Sia=0yp=0,

(D3(0,0))3,1 Do =6 ejep=e exep = —e exey = €3
(D3(0,0))32(A € k) : elep=e eep=e1+e3 ee; = —e; erer = Aes
(D5(0,0))35(A, p € k) : ere; =e; ejea=e1+Aes exe = —ej+ez  exex = pes
(D3(0,0))4,5 Doelep =€ eep=e; exe; = —ep ez exep =ey
(D3(0,0))s6(A € k) erer=e; ejea=e;+es e =—ej+Aeg exer=e3
(D53(0,0))s7(A,p €k) : ere;=e1 elea=e1+es e =—e;+ez  exer = Aes+ ey
(D3(0,0))s,9 Doeep=e ejep=e;+e3 e =—ep ey 0 =e5

= Si(0,8) € K2\ (TU{(0,0)}),

(D3(0,8 #0))31 Doelep=e erep=e exe1 = —ep +Pex  exer =e3
(D3(0,8 #0))32(A €k) : ejeg=e; ejep=e;+e3 exey = —ep+pex exer =Aez
(D3(0,8 #0))azs :oejep =e ejep=e1t+e3 exer = —e;+Per exer =ey

» Si(a,B) €K*\Tya+#0,

(D3(a #0,B))31 :oelep =ep ejep =ej+waey epep = —eq + fer ey = €3
(D3(a #0,B))34(A€k) : eje; =e ejex=e;+aey exe; = —e;+Per+e3 exer = Aes

(D3(a #0,B))a5 :oelep=ep ejep =ej+aey epep = —ep+Per ez erer =ey
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2.4.12. Algebras E{(«,8,7,6), con (a,8,7,6) € V

1. En primer lugar, vamos a calcular H?(E; (&, 8,7,9),k) y Ts(E1(«, B,7,3)). Tene-
mos que def = Ay + aAjp + YAy y de5 = BA12 + 6A21 + Ao forman una base

del espacio de cobordes. Luego, el segundo espacio de cohomologia es:

H?(E1(w, B,7,6), k) = {[A12], [An]}-

Ademas, como Ann(Eq(«, B,7,6)) = 0, tenemos que
Ts(Eq(w, B,7,0)) = Grasss(H*(E1(w, B,7,9),k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las orbitas de T;(E;(«, 8,7, 6)) por la accién de
Aut(Eq(a, B,7,0)) (véase Apéndice A). Como Aut(Eq(a, B,7y,6)) depende de

los pardmetros a, B, 7y y 4, tenemos que distinguir los siguientes casos.

» Sia =0y B = 7, entonces el grupo de automorfismos, o bien es equiva-
lente al grupo simétrico Sy, es decir, tiene dos elementos: la identidad y el
homomorfismo que envia e; y e a e, y ej, respectivamente, o bien es equi-
valente al grupo simétrico S3, que explicaremos después. En ambos casos,
la 6rbita de un espacio vectorial (a[A12] + b[A1]) de Ti(Ei(a, B,7,9)) es el
conjunto:

{(a[Aa] + b[An]), (b[A12] + alAn])}

Como para S; la afirmacién anterior estd clara, veamos qué ocurre cuando
x =6 =—1yp = = —1. Eneste caso, el grupo de automorfismos
estd formado por los seis homomorfismos que envian e1 y 2 a e5(1) ¥ €,(2),
respectivamente, donde o € S3 y e3 = —e; — e2. Por lo tanto, la 6rbita de

un espacio (a[A12] + b[A21]) es el conjunto de espacios vectoriales:

{(a[Da] + b[An]), ((a + b)[A11] — b[A12] — a[An]),
(=b[A12] — a[Aa1] + (a + b)[Ax]), (b[A12] + a[An]),

((a+0b)[An] —a[Aia] — b[An]), (—a[A12] — b[An] + (a +b)[A2]) }.
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De aqui, claramente los tres primeros espacios vectoriales son el mismo,
modulo los cobordes, e igual ocurre con los tres tiltimos espacios. Por tanto
tenemos las siguientes Orbitas.
* Como Ty (Eq(a, B, B, &) = ([An]) U{(A[An] + [A12]) : A € k}, vamos
a distinguir dos casos:
o Sia = 0, la 6rbita del espacio resultante ([Ay]) es el conjunto
{{[An]), ([B12]) }-
© Sia # 0, denotando A = g, claramente se observa que tenemos
una Orbita distinta para cada espacio vectorial (A[Ay] + [A12]),
donde A € kX, U {1}.
Observamos que los representantes que hemos tomado se encuentran
en Orbitas disjuntas.
* La tnica 6rbita de T>(E;(«, B, B, a)) es la Orbita trivial del espacio
H?(Ey(a, B, B, ), k).
» Sia # do0p # 7, el grupo de automorfismos de E;(«, B,7, ) tiene co-
mo Unico elemento a la identidad y por lo tanto todas las érbitas de

Ts(E1(a, B, 7y, 06)) son triviales. Luego:

* Existe una Orbita trivial para cada espacio del conjunto

Ti(Ei(e, B,7,9)) = {{[du])} U{(A[Da] + [A12]) : A € k} for-

ma una Orbita trivial.

* La tnica 6rbita del conjunto T> (E; («, 8,7, d)) es la del espacio vectorial

H?(E1(a, B,7,6), k).

3. Entercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split de
Ei(a, B,7,9)) utilizando su correspondencia con las 6rbitas de Ts(E; (a, 8,7, 9))

por la accién de Aut(E;(«, B,7y,6)), como hemos hecho en casos anteriores.

Lema 2.19. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra E1(«, B, 7y, 6), entonces

esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:
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(
(
(
(
(
(

Ei(a,B,7,6))31 :ejep =€ erep = ey + Per eper = yep +0ey +e3  exer = e
Ei(a,B,7,9))32(A € k)

Y#Bob#u) : ejep =e) ejep =wne;+ Pept+e3 epe; = yep +dep + ey exep = e
Eqi(a, B, B, )32

Aeki,u{l}) ©eje; =ep ejep =wep + Pex+ez  epe; = Pep +aep +Aes  exep =€
Ei(a,B,7,9))a3 Doerep=ep ey =wnep+Per ez e =qer e tey  exer=e

2.4.13. Algebras Ex(a,B,7), con (&, B,7) € K3 \kxT

1. En primer lugar, calculamos H?(E(«, 8,7),k) y Ts(Ea(a, B,7)). El Lema 2.7

asegura que una base de B?(E;(«, 8,7), k) es la formada por:
(SET = AH + (1 — IX)Alz 4 IJCA21 y 56; = ,BAIZ -+ ")/Azl + Azz
Por tanto, H?(Ex(&, B,7), k) = {[A12], [A21]). Como Ann(Ex(a,B,7)) =0,

TS<E2(‘X/ B, 7)) = Grass; (HZ(E2<0‘/ B, ’Y)r k))

2. En segundo lugar, como Aut(E>(«, ,)) tiene un tinico elemento, el automor-

fismo identidad (véase Apéndice A), tenemos que:

% Existe una Orbita trivial para cada uno de los espacios vectoriales de
Th(Ex(a, B, 7)) = {{[Axn])} U{(A[A21] + [Ar2]) : A € K}
* La tinica érbita de T (E(«, B,)) es la del espacio H?(E; (&, B,7), k).

3. En tercer lugar, construimos las extensiones por anulador no split de Ex(«, B, 7).

Los resultados los presentamos en el siguiente lema.

Lema 2.20. Sea A una extensién por anulador no split de la dlgebra E»(«, B, ), entonces

esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(Ex(a,B,7))31 : erer=e1 ejep = (1—a)e; + Pes exe = wey +yer+e3  exer =e
(Ex(a, B,7))32

(Aek) :oerep=e; erea=(1—a)e;+Pext+es ere; =wep +yer+Aes exer = e
(

Ex(a,B,7))as : elep=e; ejep=(1—a)e;+Per+e3 exeg =aep+yer+es exep=e
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2.4.14. Algebras E3(w, 8,7), con («, B,v) € k* x k¥,

1. En primer lugar, calculamos H?(E;(«, B,7), k) y Ts(E3(«, B,7)). Por el Lema 2.7,

tenemos que:

1_
p ,)/ﬁA21+A22

(5€T =A1+ (1 — 0()')’A12 + (X’)’Azl y (56; = ;Au +
forman una base de B?(E;(«, B,7), k). Por tanto, el segundo espacio de coho-

mologia es:

H?(E3(, B, ), k) = ([A12], [An]).

Ademas, como Ann(Es(«,B,7)) = 0, entonces
To(Es(a, B,7)) = Grasss(H*(Es(, B, 7), k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de Ts(Ez(«, B,)) por la accién de
Aut(E3(a, B, 7)) (véase Apéndice A). Puesto que el grupo de automorfismos
depende de los pardmetros de la familia de dlgebras tenemos que distinguir

dos casos.

» Siy = —1ya = B, entonces el grupo de automorfismos es S, es decir,
tiene dos elementos: la identidad y el homomorfismo que envia e; y e
a ey y eq, respectivamente. Por tanto, la 6rbita de un espacio vectorial

(a[A12] + b[An]) de Ty (Es(a, &, —1)) es el conjunto:
{(a[A12] + b[An]), (b[A12] + alAn]) }-

* Como Ty (Es(a, o, —1)) = {{[An])} U{{(A[An] + [A12]) : A € k}, va-
mos a distinguir dos casos:
o Sia = 0, la 6rbita del espacio resultante ([Ay;]) es el conjunto
{{[A21]), {[A12]) }-
© Sia # 0, denotando A = g, claramente se observa que tenemos

una Orbita distinta para cada espacio vectorial (A[A] + [A12]),

donde A € kL, U {1}.
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* La tnica 6rbita del conjunto T»(E3(x,«,—1)) es la del espacio
H?(E3z(a,a,—1),k).
» Sif # a6y # —1, el tnico automorfismo de E3(w, B, v) es laidentidad y

por lo tanto todas las 6rbitas de T;(E3(«, B, y)) son triviales. Por lo que:

* Existe una Orbita trivial para cada espacio del conjunto

T1(Es(e, B,7)) = {{[Bu]) } U {{A[Bn] + [A12]) : A € k}.

* La tinica 6rbita de T>(E3(a, B,7)) es la del espacio H?(E;(a, B,7), k).

3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split

de la 4lgebra E3(a, 8, 7).

Lema 2.21. Sea A una extensién por anulador no split de la dlgebra Es(«, B, ), entonces

esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

£ 1-p

(Es(a,B,7))31 toeaep=e e =(1-a)ye+ e e2e = e + —-ex +e3 e2er = e
(Es(e, B,7))32(A € k)

(B#ao0y #-1) :oerep=e erep=(1—a)ye; + %ez +e3 epe; =ayer + %ez + Aes erer = e
(Es(w,&,—1))32

(Aekiyu{1}) :oeep=e erep=—(1—a)eg —aexte3 eze; = —aey — (1—a)ep+Aes  exer = e
(Es(e, B,7))s3 coeaer=e erep=(1—a)yer + %32 +e3  exer = avyer + #32 +ey €8y = €

2.4.15. Algebra E,

1. En primer lugar, empezamos calculando H?(Ey, k) y Ts(E,). Las aplicaciones:
5€T = All + A12 y 56; = A12 + A22

forman una base de B?(Ey, k). Luego, tenemos que H?(Ey, k) = ([A12], [An])-
Ademés, como Ann(E4) = 0 entonces T (E;) = Grasss(H?(Ey, k)).

2. Ensegundo lugar, como Aut(E,) tiene como tnico elemento la identidad (véase

Apéndice A), las 6rbitas en T;(E4) son triviales.

* Hay una 6rbita trivial para cada uno de los espacios vectoriales del con-
junto Tl(E4) = {<[A21]>} U {()\[Az]] + [A12]> tAE k}

x La tinica 6rbita de T>(Ey) es la del espacio H?(Ey, k).
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3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones por anulador no split

de la algebra E; usando su correspondencia con una 6rbita de T;(Ey).

Lema 2.22. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra E4, entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(E4)31 Doelep=e; ejep=e+e exe; =e3  exey=e
(Eq)3p(A€k) : ejeg=e ejep=e1+ex+es exe; =Aes exer =ep
(E4)4,3 Ioe1e1 =e1 e1ep =e1texte3 e =ey €28y = €7

2.4.16. Algebras E5(x), cona € k

1. En primer lugar, calculamos H?(Es(a), k) y Ts(Es(a)). Por el Lema 2.7, las

aplicaciones:
(561K =A1+ (1 — (X)Alz + oA y (58; = a1 + (1 — 06)A21 + Ay

forman una base de B?(Es(«), k). Por tanto, H?(Es(a), k) = ([A12], [A21])-
Ademaés, como Ann(Es(a)) = 0, entonces T;(Es(a)) = Grasss(H?(Es(«), k)).
2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de T;(Es(«)) por la accién del grupo

de automorfismos Aut(Es(x)) (véase Apéndice A). La accién de un automorfis-

mo de E5(a) envia un vector arbitrario a[Aqp] + b[A1] en H?(Es(a), k) a:

(y—x)(b—ax—bx+ (a+b)(x+y—1)a)[App]+

+(x=y)(b—ay —by+ (a+b)(x+y—1)a)[Ax].

A partir de aqui, tenemos que distinguir dos casos:

» Sia = 1, entonces:
* Para Ti(Es(%)), vamos a comprobar que todo espacio vectorial
(a[A12] + b[An]) pertenece a la 6rbita de ([Az]), ([A12] — [Ax]) ©
([A12] + [A21]). Sia = 0, entonces este espacio estd en la primera

6rbita, asi que supongamos que a # 0 y denotaremos A = g



70 Capitulo 2. Clasificacién de las dlgebras con anulador no nulo

o La 6rbita de ([Az1]) estd formada por los espacios:

(3 (= y)(x —y = lan]+

+-(x—y)(x—y+1)[An]) conx,y € kyx #y.

N —

Esta orbita contiene todos los espacios ([A12] + A[A21]) tales que
A # =£1, para comprobarlo hay que tomar x = % Adi-
cionalmente, se observa que ([A1z] — [A21]) no estd en esta orbita
ya que si A = —1 entonces habria que tomar x = y. También se
observa que no hay solucién para A = 1.

o La orbita de ([A12] — [A2]) estd formada por los espacios de la
forma ((x — y)[A12] + (¥ — x)[An]) con x,y € ky x # y. Como
x # Y, esta Orbita es trivial.

o La orbita de ([A12] + [A2]) estda formada por los espacios de la
forma ((x — y)?[A12] + (x —y)?[An]) con x,y € ky x # y. Dado
que x # Y, esta Orbita también es trivial.

Observamos que los representantes estan en 6rbitas disjuntas.
* La tinica 6rbita de T»(E5(3)) es la del espacio H?(Es(3), k).
» Sia # %, entonces:
* Para Ty (Es(a)), procedemos de la misma forma: vamos a comprobar
que todo espacio arbitrario (a[A12] 4 b[A21]) pertenece a la 6rbita de
([An1]) oalade ([A12] — [An]). Sia = 0, claramente estd en la 6rbita

. p _ b
del primero, asi que supondremos que a # 0 y denotaremos A = _.

o La orbita de ([A]) estd formada por los espacios:

(y =) (1 = x+ (x +y = Do) [Arz]+

(x—y)(1—y+(x+y—1)a)[An])conx,y € kyx #y.

Esta 6rbita contiene todos los espacios vectoriales ([A12] + A[A21])

tales que A # —1, basta utilizar que x # y y tomar x = 2710{22;:”
y = % Ademas, puesto que x # y, ([A12] — [A21]) no estd en

esta Orbita.
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o La 6rbita de ([A12] — [A21]) estd formada por los espacios vectoria-
les ((x — y)[A12] + (y — x)[An1]) con x,y € ky x # y. Utilizando
que x # y para simplificar, concluimos que esta 6rbita es trivial.

De nuevo, se observa claramente que los representantes estdn en
Orbitas disjuntas.

x La tnica 6rbita de Tp(Es(a)) es la del espacio H?(Es(a), k).

3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones que hemos encontrado.

Lema 2.23. Sea A una extensién por anulador no split de la dlgebra Es(«), entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(Es(a))s1 : eieg =e; ejep = (1 —a)eg +aep erer =waer+ (1—a)ex+e3 exep=en
(Es(a))zp : ejep =e; ejep = (1—a)eg+aep+e3 exep =wer+ (1 —a)ex—es exer =ep
(Es(3))3s @ ere1=e1 erep = 5e1+ 362+ €3 ere1 = 31+ 560+ €3 exer = €3
(Es(x))aa : ejeg=e1 ejea=(1—a)e;+aer+e3 epeg =we;+ (1—a)ex+eqs exer=en

2.4.17. Algebra N,

1. En primer lugar, comenzamos calculando H?(N», k) y Ts(N2). Claramente,
tenemos que:

H?(N2, k) = ([A1], [Dr2], [A21], [Ana])-

Adicionalmente, como Ann(N;) = {ej, ez}, entonces para cada espacio
([61],...,16s]) € Grasss(H*(Na, k)), (Ni_yRad(6;)) N Ann(N2) = N3_,Rad(6;).

De modo que:

» Para s = 1, si suponemos que [61] = a[A11] + b[A1z] + c[An] + d[Ax],
obtenemos que tiene radical no nulo sia = % y b = ccond # 0 (entonces
Rad(6:) = (e1 — §e2)) osib = c = d = 0 (entonces Rad(6;) = (e2)). Luego,

tenemos que T;(N>) es el conjunto:

{{alAn] + [An] +d[Az]) } U {(a[An] + [A12] + c[An] + d[Az]) : c # 1}V

U{([A11] +d[Az]) : d # 0} U {{a[An1] + [Ar2] + [A21] + d[Az]) : ad # 1}.
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= Para s = 2,3,4, basta observar que dos elementos de H2(N 2, k) tienen
el mismo radical (no nulo) si y solo si son proporcionales, y por lo tanto

N$_,Rad(6;) = 0. Con lo que concluimos que Ts(N;) = Grasss(H*(No, k)).

2. En segundo lugar, estudiamos las 6rbitas de Ts(N) por la accién del grupo
Aut(N,) (véase Apéndice A). La acciéon de un automorfismo (x;;) € Aut(N>)
sobre un elemento genérico a[A11] + b[A12] + c[Axn] + d[Ax] de H2(N, k) lo

envia a:

(x11(ax11 + cx21) + 201 (bx11 + dxo1)) [A1n ]+
+(x12(ax11 + cx21) + x22(bx11 + dxa1)) [A12] +
+(x11(ax12 + cx22) + x21(bx12 + dx22) ) [N ]+

+(x12(ax12 + cx22) + x22(bx12 + dx22) ) [A22].

* Para T1(N32), comprobaremos que todo espacio vectorial de la forma
(a[A11] 4 b[A12] + c[Ax1] + d[Ax]) € Ti(N2) pertenece a la érbita de
([An] + [A]), a la de ([Ap] — [Az]) 0 ala de (A[An] + [An] + [An])

con A € k.

o La 6rbita de ([A11] + [A22]) estd formada por los espacios:

((xf1 + x51) [A11] + (x11x12 + x21222) [Ar2]+

+ (11212 + x21%22) [A21] + (63 + x5,) [Ana]).

Esta 6rbita contiene los espacios de T; (N2 ) generados por un elemento
simétrico, es decir, los espacios ([A11] + d[Ax]) tales que d # 0y
(a[A11] + [A12) + [A21] + d[Ax]) conad # 1.
» Los espacios ([A11] + d[Ax]) con d # 0 se obtienen tomando el
automorfismo tal que x1; = —1,x12 = 0,x1 =0y x0 = —+/d.
» Los espacios (a[A11] + [A12] + [A21] + d[Ax]) con ad # 1 se ob-
tienen tomando x1; = —va—1, xpp = —@, x1 =1y
Como todos los espacios de esta 6rbita estan generados por un ele-

mento simétrico, entonces no contiene al resto de espacios de T;(N>).
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o La o6rbita de ([A12] — [A21]) contiene los espacios de la forma:

(112022 — x12201) [A12] — (x112022 — X12%01) [A21]) = ([A12] — [A1])-

Por lo que se trata de una 6rbita trivial.

o La 6rbita de (A[A11] + [Ax] + [A2]) con A € k contiene los espacios

de la forma:

(11 (Ax11 + x21) + 237 [A11] + (x12(Axg1 + x21) + x21%02) [Ar2] +

+ (x11 ()\xu + Xzz) + x21x22) [AZ]] + (X12 ()\xu + XQz) + X%Z) [A22]>.

Esto incluye los espacios de la forma (a[A11] + [Ax1] + d[Ax]) v
(a[A11] + [A12] + c[An] + d[Ax]) con ¢ # 1, salvo a ([Ax] — [An]),
cuya Orbita es trivial, como hemos visto. Esta 6rbita no contiene espa-
cios generados por un elemento simétrico, luego es disjunta a la del

primer caso.

» Los espacios de la forma (a[A11] + [A21] 4 d[A2;]) se obtienen to-

mando un automorfismo tal que x1; = 0, x;p = —ﬁ,le = /4,
Xy = % y A = ad (para a # 0) o tomdndolo con x1; = 1,

x12 =d—1,x1 =0,x2 =1y A =0 (en otro caso).
» Los espacios de la forma (a[A11] + [A12] + c[Ax] + d[A2;]) con

¢ # 1 se obtienen tomando un automorfismo tal que x1; = 0,

a(c—1)? _ac—1) c _ ad—c

-1 .
X1 = — P , X21 = mr X2 = \/% y )\ - (C*l)z (Sl

a#0)otomandox;; =1, xp =d—1,x3 =0,x0=1yA =0

(en otro caso)

Mediante calculos algebraicos sencillos sobre el desarrollo de la érbita
de (A[A11] + [A21] + [Ax2]), se puede comprobar que esta 6rbita y la
de (A'[A11] + [A21] + [A22]) son disjuntas si y solo si A # A'.

x Estudiamos las 6rbitas del conjunto T>(N3) = Grassy(H?(N», k)) utilizan-
do el Ejemplo 2.3. De este modo, para cada familia de espacios vectoriales

tenemos las siguientes drbitas:
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o <[A11] + C1[A21] + d][A22],[A12] + Cz[Azl] + dz[AzzD, donde

C1,C2, dl/ d2 € k.
= Sicp = 1, tenemos los siguientes casos:

* Sic; = 0, entonces esta en la 6rbita de ([A11], [A12] + A[An])

conA =1,sid; = —‘i—%, o en la 6rbita de ([A11], [A2]), en caso

contrario.

* Sicy # 0, estd en la 6rbita de ([A11] + [Ax], [A21] + A[A]), con
)\ _ :I:i\/4d1+(01—d2)2
C1 :

» Sicy # 1, tenemos los siguientes casos:

e Sid| = %, entonces estd en la 6rbita de los espacios

([A11], [D12] + A[A21]) con A = ¢, 8idy = _al*a) o ena

c—1 7

orbita de ([A11] 4 [A12] + [A22], [A21]), en caso contrario.

® Sid, # %, entonces estd en la 6rbita de los espacios

([A11] 4 [Dx], [Ao1] + A[A2]), con A € k>, sicy # —106dy # 0.
Sicy; = —1ydy = 0, entonces esté en la 6rbita de ([A12], [Ax])-
o ([A11] + b1[A12] + d1[Ax], [An1] + d2[Ax]), donde by, dy, d> € k.
» Sidy =0y by = dy, entonces estd en la 6rbita de ([A11], [An])-
» Sidy = by(by —dy) y by # da, entonces esta en la 6rbita del espacio
([An] + [Aia] + [Aa], [An]).-
» Sidy # bi(b; — dy), estd en la 6rbita de los espacios de la forma
([An1] + [Ax], [A21] + A[An]), donde A = i\/%.
o ([A11] + b1[A12] + c1[An], [A22]), donde by, ¢1 € k.
» Sib; = cq, entonces estd en la 6rbita de ([A11], [Ax]).
» Sib; # 1, estd en la 6rbita de ([A11] + [A12] + [Ax], [An])-
o ([A1a] + d1[Ax], [Ax1] + d2[Ax2]), donde dq, d, € k.
» Sidy = dp, entonces estd en la 6rbita de ([A12], [Ax1]).
» Sidy # dy, estd en la Orbita de ([A11] + [Ax2], [An] + A[Ax]), para
A= &i.
o ([A12] + c1[An], [Ax]), donde ¢1 € k.

» Sic; = 0, entonces estd en la 6rbita de ([A11], [Ax]).
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» Sic; # 0, entonces estd en la 6rbita de ([A11], [A12] + A[A21]), para
_1
A=
o ([A21], [A22]) esté en la 6rbita de ([A11], [A12) + A[A21]), para A = 0.
La comprobacién de que estos representantes que hemos extraido se en-

cuentran en 6rbitas disjuntas sigue del desarrollo algebraico de las corres-

pondientes 6rbitas.

x Una vez maés, estudiamos las 6rbitas de T35(N2) = Grassz(H?(Ny, k))
utilizando el Ejemplo 2.3. Para cada familia de espacios vectoriales tenemos

las siguientes Orbitas:

o ([A11] + di[A22], [D12] + d2[A2], [Ao1] + d3[Ax]), donde dq, d», d3 € k.
» Sidy =dz3yd; = —d%, entonces estd en la 6rbita del espacio
([A12], [Az1], [An2])-
» Sidy =d3yd # —d%, entonces estd en la 6rbita del espacio
([A12], [An], [Ar1] + [Az]).-
» Sid, # d3, entonces estd en la 6rbita de los espacios vectoriales de
la forma ([An1] + [Ar2], [A2], A[Au] + [Az]) con A = (405,
o ([A11] + c1[An], [A12] + c2[An1], [Ax]), donde ¢y, ¢; € k.
= Sicp = —1, entonces esté en la 6rbita de ([A12], [Ax1], [A11] + [A2])-
m Sicg = 0y c; = 1, entonces esta en la 6rbita del espacio
([A11], [A12] + [An], [An]).
m Si(cp #006c2 # 1) yca # —1, entonces estd en la érbita de
(D] + [Aw], [An], AlAn] + [An]) con A = — 2.
o ([A11] + b1[A12], [An], [Ax]), donde by € k, estéd en la 6rbita del espacio
([A1x] + [Ar2], [Az1], A[A11] + [Ano]) para A = 0.

o ([Dia], [Az1], [A22])-
Utilizando el desarrollo de las 6rbitas de los representantes escogidos,
deducimos que se se encuentran en 6rbitas disjuntas, mediante razona-

mientos andlogos a los del caso s = 1.

x La tinica 6rbita de T4(N>) es la del espacio H?(Ny, k).

3. En tercer lugar, construimos cada una de las extensiones que buscdbamos.
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Lema 2.24. Sea A una extension por anulador no split de la dlgebra N, entonces esta es

isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(N2)31 :ejep =e3 etep =0 exe; =0 ey = e3
(N2)32 : erep =0 e1ep =e3 epe; = —e3 exep =0
(N2)3,3()\ € k) oe1e1 = )\63 e1ep =0 epep =e3 €6y = e3
(N2)44 i e =0 e1e; =e3 epep =eg e =0
(N2)4s D oelep =63 erep =0 exey=e4 ee2=0
(N2)4s6 1 ejep =e3 et =0 exe; =0 ey = ey
(N2)4,7 Poe1ep =e3 €162 = €3 €261 = €4 €y =e3
(N2)4,8()\ € kzo) :oe1e1 =e3 e1ep =0 epep = ey exer = e3+ Aey
(N2)ao(A € k) . eje; =e3 e1ep = ey exe1 = Aeg exep =0
(N2)5,10 : erep =0 elep =e3 exey =ey €€y =05
(N2)s,11 1 ejep =es e16p =e3 €] =e4 €€y =¢5
(N2)5,12 : erep =e3 e16p = ey exe] =eq €y =e5
(N2)5,13(A € k) i e1e; =e3+Aes ejep =e3 exe = ey ey = ¢e5
(N2)6,14 oelep =63 elep =eq exep =e5 e =0

2.4.18. Algebras split

Sea A una algebra de dimensién n con anulador de dimensién s y con al menos
un componente anulador. Esto es, existe x; € Ann(A) y un ideal I; de A tal que
A=1dkx1y A? C I;. De aqui, el ideal I; es una subélgebra de A de dimensién
n — 1 con anulador de dimensién s — 1.

Si I; tiene componente anulador entonces podemos repetir el paso anterior y
concluir que existen elementos xi,...,x, € Ann(A) y un cierto ideal I, que como
algebra es no split, tal que A = I kx; @ - - - @ kx, y que A% C II. Por lo que I es una
dlgebra no split de dimensién n — r con anulador de dimensién s — r, que podemos
obtener como una extensién por anulador de una élgebra de dimensién n — s por un
espacio vectorial de dimensién s — r, utilizando el Algoritmo Principal 2.4, o de la

clasificacion de las dlgebras de dimensién n — s, en el caso en el que s = r.

Observacion 2.9. Las dlgebras A e I cumplen las mismas identidades polindmicas. Esta
observacion serd de gran utilidad en los proximos capitulos, puesto que si A es una dlgebra

de la clase C entonces 1 serd una extension por anulador de la clase C de una dlgebra de
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dimension n — s por un espacio vectorial de dimension s — r o una dlgebra de la clase C de

dimensién n — s.

Ademas, sill y J son dos dlgebras isomorfas entonces la suma directa del mismo
numero de componentes anuladores en ambas 4lgebras conserva el isomorfismo.
Reciprocamente, sil @ kx; @ --- ® kx, y J ® ky; @ - - - ® ky, son algebras isomorfas,
entonces I y J también lo son.

De este modo, utilizando estos sencillos razonamientos, obtenemos la clasificacién

de las dlgebras split de dimensién n con anulador de dimensién n — 2.

Reuniendo toda la informacion obtenida a partir del estudio que hemos reali-
zado en esta seccién, podemos dar por probado el Teorema 2.5, que enuncidbamos

previamente.

2.4.19. Clasificaciéon de las dlgebras nilpotentes de dimensién tres

Para concluir este capitulo, extraeremos la clasificacién de las dlgebras nilpotentes
de dimension tres a partir de la clasificacion de las algebras de dimensién tres con
anulador de dimensién uno y de la clasificacién de las dlgebras de dimension tres
con anulador de dimensién dos. Con este fin, comenzaremos recordando la nocién

de dlgebra nilpotente.

Definicién 2.10. Una dlgebra A es nilpotente si existe algiin n € IN tal que
k=1 ,
Al =0, donde A = A y AW = Y. AUAFT para todo k > 1.
i=1

El menor n satisfaciendo esta propiedad se denomina indice de nilpotencia.

Ejemplo 2.4. Un ejemplo de dlgebra nilpotente es la dlgebra Az de dimension dos, que viene

dada por

Az : ereg=e eep=0 ee; =0 eer =0
Ademds, se puede comprobar que su indice de nilpotencia es tres.

Observacion 2.10. Sean A y A’ dos dlgebras isomorfas. Si A es nilpotente, entonces A’

también lo es.



78 Capitulo 2. Clasificacién de las dlgebras con anulador no nulo

Observacion 2.11. Sea A una dlgebra nilpotente con indice de nilpotencia n € IN. Como
Aln-Uall = o Allal-1] = ¢ y Aln—1] # 0, entonces Aln-1 C Ann(A) # 0. Por
el Teorema 2.1, existe una inica dlgebra A’, salvo isomorfismos, y una aplicacion bilineal
6 € Bil(A, Ann(A)) con Rad(0) N Ann(A) = 0 tal que A es isomorfa a Aj. Mds aun,

tenemos el siquiente lema.

Lema 2.25. Dada una aplicacién bilineal 6 € Bil(A,V) con Rad(0) N Ann(A) =0, la

dlgebra Ay es nilpotente si y solo si A es nilpotente.

Por tanto, si A es una algebra nilpotente de dimensién n, entonces existe
una Unica élgebra nilpotente A’, salvo isomorfismos, y una aplicacién bilineal
6 € Bil(A, Ann(A)) con Rad(8) N Ann(A) = 0 tal que A = Aj. Esto es, la dlgebra
A es una extension por anulador de una algebra nilpotente de dimensién inferior.
Por lo que para encontrar la clasificacién de las dlgebras nilpotentes de dimensién
n tendremos que encontrar la clasificacion de las extensiones por anulador de las
algebras nilpotentes de dimensién n —i parai = 1,...,n — 1. En el caso particular
de las algebras nilpotentes de dimensién tres, necesitaremos la clasificacion de las
extensiones por anulador de las algebras nilpotentes de dimensién uno y de las

algebras nilpotentes de dimensién dos. Estas dlgebras de partida son bien conocidas.
Lema 2.26. Sea A una dlgebra nilpotente.
= Si A es de dimension uno, entonces A es isomorfa a la dlgebra de producto nulo Nj.
» Si A es de dimension dos, entonces A es isomorfaa Az 0a N».

Atendiendo al Lema 2.26 y al argumento desarrollado previamente, tendremos
que estudiar las extensiones por anulador de las dlgebras N1, Az y N». Por un lado,
las extensiones de las algebras A3 y N> las conocemos gracias a la seccién anterior
(vease Teorema 2.5). Por otro lado, una extensién por anulador de N; de dimensién
nesisomorfaa A3Pk®---DPkoN, kD ---®k = N,, donde el niimero de
componentes anuladores es n — 2. De este modo, tenemos la clasificacién de las

dlgebras nilpotentes de dimensioén tres, que enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Sea A una dlgebra nilpotente de dimension tres, entonces A es isomorfa a

alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:
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(A3)31 C eler=e, e =0
(A3)32  eje;=ey  epep =0
(A3)33  eje;=ey  epe; =0
(A3)za(A€k) : eey=ex eer=e3
(A3 @ k) : elep=e  eep=0
(N2)31 . erep=e3 eep=0
(N2)32 ey = e1er = e3
(N2)3a(A €k) = erep=Aez erea =0

N3 : e1e1 =0 e1ep =0

€re1
€1

€61

€81 =

€61 =

€261

€61

e =

€261

e€xey = €3
exer = €3
exey = 0
€26y = 0
€rey) = 0
e€xey = €3
exey = 0
exey = €3
€26y = 0

La clasificacion de las algebras que hemos obtenido en este capitulo incluye

algebras de una gran variedad de clases diferentes. Algunos ejemplos son:

Algebras de Lie como (N3)32 6 B3 @ k.

Algebras conservativas como A;(1) @ k.

Ciertamente, podriamos obtener la clasificacién de las algebras de dimensién

Algebras asociativas como (D;(0,0))31 6 (N2)3 1.
Algebras anticonmutativas como (N3)32 6 B3 @ k.

Algebras de Leibniz como (A3)34(0) 6 (B2(1))31.

Algebras conmutativas como (Bz(1))31 6 (D2 (a,))s,1.

Algebras de evoluciéon como (A3)31, (N2)31 6 (N2)age.

Algebras alternativas como (Cz(3,0))31 6 (D2(0,0))34(1).

n con anulador de dimensién n — 2 de una clase C estudiando qué élgebras de la

relacion del Apéndice C satisfacen las respectivas condiciones que definen a esa clase.

Por ejemplo, utilizando la funcién que desarrollamos en el Apéndice B, podemos

clasificar todas aquellas que estén definidas por alguna identidad polinémica.

Sin embargo, si nuestro objetivo es clasificar solamente las dlgebras de la clase C,

hacerlo de esta forma no resulta demasiado préctico. Por este motivo, en el préoximo

capitulo estudiaremos cémo adaptar el procedimiento para obtener tnicamente las

algebras de una clase en particular, centrandonos en aquellas clases definidas por

identidades polinémicas.
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Capitulo 3

Clasificacion de las algebras, con
anulador no nulo, pertenecientes a

una clase fijada

ste capitulo comienza estudiando el interrogante que dejamos abierto al

tinal del anterior, el de cémo adaptar el procedimiento de clasificacion al-

gebraica que hemos desarrollado, de tal forma que obtengamos tinicamente
las dlgebras de una determinada clase definida por identidades polinémicas, que sea
de nuestro interés.

Recordamos que en el procedimiento para clasificar algebras con anulador no
nulo, tenemos la clasificacion de las extensiones por anulador no split, que obtenemos
por medio del Algoritmo Principal 2.4, y la clasificaciéon de las algebras split, que
obtenemos utilizando los razonamientos de la Subseccién 2.4.18. En el caso split,
bastara con recurrir a los mismos razonamientos y a la Observacién 2.9. Mientras que
para obtener la clasificacién del resto de algebras, tendremos que probar un resultado
andlogo al Algoritmo Principal 2.4, a partir del cual solo obtengamos las dlgebras de
una clase definida por identidades polinémicas en particular.

Como conclusién, presentamos un nuevo algoritmo que responde a esta cues-
tién y, a continuacién, clasificamos las dlgebras anticonmutativas de dimension n
con anulador de dimensién n — 3, apoydandonos en la clasificaciéon de las dlgebras

anticonmutativas de dimension tres, utilizando este nuevo método.

Este capitulo es una versién extendida del articulo [38].
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3.1. Algoritmo Principal para una clase fijada de algebras

Consideremos A una algebra de dimensién # con anulador de dimensién m # 0
que satisface la identidad polinémica P = 0, donde P € k(X) para cierto conjunto X
de s variables. Por el Teorema 2.1, existe una tnica algebra A’, salvo isomorfismos, de
dimensién n — m y una aplicacién bilineal, que depende de A’, 6 € Bil(A', Ann(A))
con Rad(0) N Ann(A’) =0, tal que A = A’y. Ademads, como A’ satisface la identi-

dad P =0, para todo x1,...,%; € A’y vy,...,0s € Ann(A) tenemos que:

P(x1+vl,...,xs+vs) =

= 7TA/(P(X1 +01,...,%s +Us)) + nAnn(A)(P(xl + 01,0, Xs —|—Us)) =0.

Por un lado, 7ta/(P(x1 +v1,...,Xs + vs)) = 0 implica que la algebra A’ satisface la
identidad P = 0, basta tomar v; = - - - = vs = 0. Reciprocamente, si P(x1,...,xs) =0,
entonces 7ta/(P(x1 4+ v1,...,% +vs)) = 0, para cualesquiera vy, ...,vs € Ann(A).
De aqui, deducimos que las élgebras de dimension 7 con anulador de dimensién
m que satisfacen P = 0 son extensiones por anulador de algebras de dimensi6n
n — m que también cumplen P = 0, cuya clasificacién algebraica podemos encontrar
utilizando el Algoritmo Principal 2.4.

Por otro lado, por la definicién de la multiplicacién de la dlgebra A’y, para todo

X1,...,X € A'yvy,...,0s € Ann(A) tenemos que:

nAnn(/A)(P(xl +01,...,Xs —|—Us)) = nAnn(A)(P(xl,...,xs)) =0.

Esto es equivalente a una cierta condicion, que depende de la dlgebra A’, sobre la
aplicacién bilineal 6. De aqui, surge la siguiente definicién.

Definicién 3.1. Dada una dlgebra A que satisface la identidad polinémica P = 0 y un
espacio vectorial 'V, definimos el conjunto:

73 _o(A,V) = {0 € Bil(A,V) : wy(P(xy,...,x5)) = 0para todo x1,...,xs € Ag}.

A este conjunto lo denominaremos el conjunto de cociclos de la dlgebra A con respecto a V

relativo a la identidad polinémica P = 0.
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Con esta definicién, si A satisface la identidad P = 0y 6 € Z3_,(A, V), entonces
la dlgebra Ay también satisface P = 0. Reciprocamente, si Ay satisface P = 0 para

cierta aplicacion bilineal 6 € Bil(A, V), entonces A satisface P =0y 6 € Z3_,(A,V).

Claramente, podemos generalizar este razonamiento para un conjunto de iden-
tidades polinémicas. De modo que, si denotamos por C a la clase de algebras que
satisfacen P; =0, ..., P, = 0, entonces podemos definir el conjunto de cociclos de la

algebra A con respecto a V relativo a la clase C como:

Z%(A,W) = {9 € BZZ(A,W) : nv(Pl(xl,...,xsl)) = O,...,nv(Pr(xl,...,xsr)) =0

para todo x1,..., %, € Ag}.
En los préximos resultados, llamaremos C a la clase formada por las algebras que
satisfacen las identidades polinémicas Py = 0,..., P = 0.

Observacioén 3.1. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial. Entonces
Z5(A, V) =75 _o(A, V)N - NZj_o(A,V).

Ademas, como consecuencia del Teorema 2.1, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sea A una dlgebra de la clase C de dimension n con anulador de dimensién
m # 0. Entonces existe una inica dlgebra A’ de la clase C, salvo isomorfismos, de dimensién
n — m y una iinica aplicacion 6 € Z3(A', Ann(A)) con Rad(0) N Ann(A') = 0 (que
depende de A'), de forma que A = A’y y A/Ann(A) = A

Ademds, si A" es una dlgebra isomorfa a A’, entonces existe otra aplicacion bilineal

v € Z2(A", Ann(A)) con Rad(v) N Ann(A") = 0 tal que A} = A.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial. Para fijar con-

ceptos, veamos en qué consiste el conjunto Z3 (A, V) en algunas de las clases mds conocidas.
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» SiC es la clase de las dlgebras conmutativas, entonces P(x,y) = xy — yx = 0. Para

0 € 72, (A, V), para x1,x; € A y vy, vy €V tenemos que:

v (P(x1 +v1,%0 +1v2)) =
= 7'[\](()61 —|—Ul) °n, (x2 —|—Uz) — (XZ —|—02) °n, (X1 —|—U1)) =
=1y ((x1 0a x2 +6(x1,x2)) — (x2 08 X1 +6(x2,x1))) =

= 6(x1,x2) — 0(x2,x1) = 0.

Por lo tanto, el conjunto Z? (A, V) es:

conmu

{6 € Bil(A,V) : 0(x,y) — 0(y,x) = 0 para todo x,y € A} .

» Si C es la clase de las dlgebras anticonmutativas, entonces P = 0 es la identidad
anticonmutativa, esto es, P(x,y) = xy + yx = 0. Argumentando de la misma forma,

tenemos que:

72 (A, V)= {6 cBil(A,V):0(x,y) +0(y,x) = 0 para todo x,y € A}.

» Si P = 0es la identidad de Jacobi, esto es, P(x,y,z) = (xy)z + (yz)x + (zx)y = 0.

Tenemos que:

Zreori (B, V) = {0 € Bil (A, V) : 0((xy), z) + 0((yz), x) + 6((2x),y) = 0

para todo x,y,z € A}.

» SiC es la clase de las dlgebras de Lie, entonces P; = 0 es la identidad anticonmutativa

y P> = 0 es la identidad de Jacobi. En este caso, tenemos que:

Z%ie (A’ W) :ZEZII’lti(A’V) N Z%acobi(A/V) =

{0 € Z8,i(A, V) :6((xy),2) +0((yz), x) + 0((zx),y) =0

para todo x,y,z € A}.
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» S5iC es la clase de las dlgebras de Malcev, entonces Py = 0 es la identidad anticonmuta-

tiva y Py = 0 es la identidad J (x,y,xz) — J (x,y,z)x = 0. Por tanto, tenemos:

Zy(A, V) = {0 € Z3,,(A, V) : 0((xy), (x2)) +0((y(x2)), x)+

+0(((xz)x),y) —0(J(x,y,2),x) = 0 para todo x,y,z € A}.

» S5iC es la clase de las dlgebras de Lie-binarias, entonces Py = 0 es la identidad anticon-

mutativa y P, = 0 es la identidad J (xy, x,y) = 0. Por lo tanto, tenemos que:

Z5 (A, V) ={0 € Z7,,(A, V) : 0(((xy)x),y) +6((xy), (xy)) + 6((y(xy)),x) =0

para todo x,y € A},

donde el sumando 6((xy), (xy)) = 0, por la anticonmutatividad de 6.

Observacién 3.2. Observamos que Z2,,,,,,(A, V) y Z2 (A, V) no dependen de la multi-
plicacion de la dlgebra A y son el espacio de las aplicaciones bilineales simétricas y antisimé-

tricas, respectivamente.

Ahora que hemos visto algunos ejemplos de conjunto de cociclos relativo a una

identidad polinémica (o a una clase), veamos algunas de sus propiedades.

Lema 3.1. Sea A una dlgebra que satisface la identidad polinémica P = 0y sea V un espacio

vectorial. Entonces Z%_ (A, V) es un subespacio vectorial de Z*(A, V) := Bil(A, V).

Demostracion. Claramente, Z5_,(A, V) es un subconjunto de Z*(A, V), veamos que
es espacio vectorial.
Dados x1 +v1,...,%s+vs € A@V, tenemos que 7wy (P(x1 +v1,...,%5+70;)) =0

en Agyen Ay Como

n . .
P(x1+01,...,x+05) =) P(x1+01,...,%+0)Q'(x1 +01,...,% +0s), (3.1)
i—1

donde cada P', Q' son polinomios de grado mayor o igual que uno, entonces tenemos:

n

O(P'(x1,...,%),Q (x1,...,%)) =0y ZG(Pi(xl,. o, xs), QN (x1,...,x5)) = 0.

n
i=1 i=1
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De aqui, si calculamos 7ty (P(x1 + 01, ..., Xs + 0s)) en Agg g, tenemos que:

ty(P(x1 +01,...,%+0s)) = i(w@ + Bu)(P'(x1,...,xs), Q' (x1,...,x5)) =
i—1
G(Pi(xl,...,xs),Qi(xl,...,xs)) 40 iy(Pi(xL...,xs),Qi(xl,...,xs)) =0

i=1

=K

-

Il
—_

1

O
Por la Observacién 3.1, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Sea A una dlgebra de la clase C. Entonces Z%(A, V) es un subespacio

vectorial de Z>(A, V).

Lema 3.2. Sea A una dlgebra que satisface la identidad polinémica P = 0y sea 'V un espacio

vectorial. Entonces B*(A, V) es un subespacio de Z3_,(A, V).

Demostracién. Por la Observacion 2.2, es suficiente con probar que B>(A,V) es un
subconjunto de ZZ(A, V). Sea 6h € B>(A,V) donde h € Hom(A, V). Utilizando la

expresion (3.1) de P, tenemos en A, que:

n

y (P(x1+01,..., x5 +05)) = 25h(Pi(x1,...,xs),Qi(xl,...,xs)) =

= h(ipi(xl,...,xs) 0 Qi(x1,...,x5)) =h(P(xq,...,x5)) = h(0) = 0.

Corolario 3.3. Sea A una dlgebra de la clase C. Entonces B*(A, V) C Z3(A, V).

El Lema 2.2, junto al resultado anterior, nos lleva a introducir el siguiente espacio

cociente:

Definicién 3.2. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial. Definimos el

segundo espacio de cohomologia de A con respecto a 'V relativo a la clase C como el cociente:
Z3(A,V
Hé(A,W) = Zl )/BZ(A,W)‘

Observacion 3.3. Sean A una dlgebra de la clase C y V un espacio vectorial. Entonces:

» HZ(A,V) es un subespacio de H*(A,V).
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= H3(A,V) =H} (A, V)N---NH}_o(A,V).

= Si{ey, ..., en} es una base de 'V, entonces

0;(x1, x2)e; € Z3(A, V) siy solosi ; € Z5(A, k).

s

I
—_

0(x1,x2) =
1
m Si¢p: A — A esun automorfismo de A, entonces para todo 6 € Z% (A,V), tenemos

que p0 € ZZ(A,V).

A partir de este punto, podemos deducir resultados andlogos a los del capitulo

anterior. Asi, del Lema 2.4, colegimos el siguiente corolario.

Corolario 3.4. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial con una
base {e1,...,em}. Sea 0 € ZE(A,V) tal que Rad(0) N Ann(A) = 0. Supongamos que
0(x1,x2) = Y4 0;(x1,x2)e;, entonces Ay tiene un componente anulador si y solo si el

conjunto {[61], ..., [0m)} es linealmente dependiente en H3 (A, k).
Como consecuencia del Lema 2.5, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.5. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial con una base
{e1,...,em}. Sean 6,v € Z%(A,V) dos aplicaciones tal que Rad(0) N Ann(A) = 0
y Rad(v) N Ann(A) = 0. Supongamos que Ay no tiene componentes anuladores. Si
O(x1,x2) = Y, 0i(x1,x0)e vy v(xy,x2) = Yitqvi(x1, x2)e;, entonces las dlgebras
Ay y A, son isomorfas si y solo si existe un automorfismo ¢ € Aut(A) tal que el

conjunto {[¢p01],...,[p0u]} genera el mismo subespacio de H2(A, k) que el conjunto

{[Vl]"”/ [Vm]}

A continuacién, introduciremos algunas definiciones con el fin de enunciar el

nuevo algoritmo. De forma analoga a la Definicién 2.6, tenemos:

Definicién 3.3. Sea A una dlgebra de la clase C. Para cada 1 < s < dim(H3(A, k))

definimos el conjunto:
(Te)s(A) = {{[61],...,[0s]) € Grasss(HZ(A,k)) : (Ni_;Rad(6;)) N Ann(A) = 0}.

Observacion 3.4. Como Grasss(H3(A, k)) es un subconjunto de Grasss(H?(A, k)), en-
tonces (T¢)s(A) es un subconjunto de Ts(A).
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En el siguiente resultado, comprobamos que la accion de Aut(A), definida en la

Observacion 2.6, es estable en (T¢)s(A).
Lema 3.3. Dada una dlgebra A, el conjunto (T¢)s(A) es estable bajo la accién de Aut(A).

Demostracion. Sean ¢ € Aut(A)y W = ([61],...,[6s]) € Grasss(H3(A, k)). Por
la Observacién 3.3, tenemos que ¢W € Gmsss(Hé(A, k)). Adicionalmente, como
x € Rad(¢6;) N Ann(A) siy solo si ¢(x) € Rad(6;) N Ann(A), parai = 1...,s,

concluimos que
(N5_yRad(¢0;)) N Ann(A) = 0siy solosi (N;_;Rad(6;)) N Ann(A) = 0.

Luego, W € Ts(A) siy solo si W € T;(A). O

Finalmente, definimos el conjunto de &lgebras no split de la clase C que son
extensiones por anulador de una élgebra A de la clase C por un espacio vectorial V

de dimension s, en virtud del Lema 2.2 y del Lema 2.4, de la siguiente forma:

Definicion 3.4. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial con una base

{e1,...,em}. El conjunto de extensiones por anulador no split de la clase C de A por V es:
S
Ec(A, V) =< Ag: sif(x,x2) =) 0;(x1, x2)e; entonces ([61],...,[0:]) € (Te)s(A) p .
i=1
Como hicimos en el Teorema 2.3, podemos reescribir el Corolario 3.5 de la siguien-

te forma:

Teorema 3.1. Sea A una dlgebra de la clase C y sea V un espacio vectorial con una

base {e1, ..., en}. Consideramos dos extensiones por anulador Ag, A, € Ec¢(A,V). Si

0(x1,x2) = Y10 0i(x1, x2)e; y v(x1, x2) = Y0t vi(x1, x2)e;, entonces
Ay = Ay siysolosi Aut(A){([61],...,[0m]) = Aut(A){[11],..., [Vm])-

Este resultado establece una correspondencia biyectiva entre las 6rbitas de
(Te)s(A) por la accion de Aut(A) y las clases de isomorfismos de E¢ (A, V), donde

V es un espacio vectorial de dimensién s.
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Dada una algebra A de la clase C de dimensién n — m, esta correspondencia nos
permite enunciar un procedimiento para clasificar algebraicamente las extensiones

por anulador no split de la clase C de A por un espacio vectorial de dimensién m.

Teorema 3.2 (Algoritmo Principal). Consideramos A una dlgebra de la clase C de dimen-

siotnn —m,endondel <m < dim(Hé (A k)).
(1) Calculamos Aut(A), H3(A, k) y Ann(A).
(11) Determinamos el conjunto de Aut(A)-6rbitas en (T¢)m(A).
(111) Para cada 6rbita, construimos la dlgebra correspondiente a un representante de ella.

La clasificacién algebraica de las extensiones por anulador no split de la clase C de la dlgebra

A por un espacio vectorial de dimensién m consiste en las dlgebras obtenidas en el paso (1II).

Como ocurria en el capitulo anterior, el Corolario 3.1 garantiza que las dlgebras
de la clase C de dimensién n con anulador de dimension m pueden obtenerse como
extensiones por anulador de las élgebras de la clase C de dimensién n — m. A su
vez, la clasificacion algebraica de las extensiones por anulador no split de la clase
C de una algebra de dimensién n — m la podemos obtener utilizando el Algoritmo
Principal 3.2.

En la préxima seccién aplicaremos este procedimiento al problema de clasificar
las algebras anticonmutativas de dimensién n con anulador de dimensién n — 3. En

este caso, la identidad polinémica que define la clase es P(x,y) = xy + yx = 0.

3.2. Aplicacién: clasificaciéon de las algebras anticonmutati-

vas de dimension 7n con anulador de dimension n — 3

El objetivo de esta seccion serd probar el Teorema 3.3, que clasifica las dlgebras
anticonmutativas de dimensién #n con anulador de dimensién n — 3. En él, hemos
omitido las élgebras split por razones de claridad y simplemente remitimos a la Sub-
seccion 2.4.18, a través de la cual se puede complementar este enunciado de manera

sencilla con la clasificacion de las algebras anticonmutativas split correspondiente.

Teorema 3.3 (Teorema Principal). Sea B = {e1, e, €3, ...e¢ } una base y sea A una dlgebra

anticonmutativa de dimensién n con anulador de dimensién n — 3.
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» Sin =4y A noes split entonces A = ; paraalgiini =1, ...,6, donde 2; es una de

las siquientes dlgebras no isomorfas dos a dos:

20 (g1)s1 : erex=es ee3=0 ee3 = e
2 (92)4,1 Poe1ep =64 e1e3 =€ €263 = €2
52[3(1)( & kzl) (g”3‘)4,1 :oe1ep =e4 e1ez3=e1+ey exe3 = aen
Ay (09)12 : ere2=0 erez=e;1+er ere3 =ey
As (#)a1 1 erea=e3 erez=e1+ez eez=ey
A ()11 @ erex=e1 eje3 =ey exe3 = e

= Sin =5y A noessplit entonces A = ; paraalgiini =7,...,9, donde 2; es una de

las siquientes dlgebras no isomorfas dos a dos:

917 : <N3)5,1 . 616 = 0 €163 — €4 €263 = €5

Ag : (g1)sp : erex=es ejez3 =es exe3 = eq
. 0 . _ _ _

Ao (93)5,3 I ejep =e4 eje3 =e1+ey exe3 =es

» Sin = 6y A noes split entonces A = Ay:

Aip : (N3)ep : erep=e4 eje3 =e5 exe3 = ¢

= Sin > 7, entonces A es split.

Para clasificar las algebras anticonmutativas de dimensién n con anulador de
dimensién n — 3, necesitaremos la clasificacién de las algebras anticonmutativas
de dimension tres. El primer intento de clasificar las dlgebras anticonmutativas de
dimension tres vino dado por [45]. Posteriormente, una descripcién mds simple de
esta clasificacion vino dada por Ismailov, Kaygorodov y Volkov en el articulo [11]. En
el Apéndice A, hemos incluido una recapitulacion de dicha clasificacién. En este caso,
los autores no incluyen los grupos de automorfismos de cada una de las dlgebras de
la clasificacién, por lo que los hemos calculado utilizando la funcién del Apéndice B,
cuando han sido necesarios.

Como hicimos en el capitulo anterior, para probar este resultado distinguire-

mos un caso para cada familia de dlgebras anticonmutativas de dimensién tres y
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aplicaremos el Algoritmo Principal 3.2 para clasificar sus extensiones por anulador
anticonmutativas no split. Sin embargo, las extensiones de algunas de estas dlgebras
de dimension tres se pueden clasificar facilmente. Es el caso de las siguientes, que solo

admiten extensiones por anulador de tipo split, como afirma el siguiente resultado.
Lema 3.4. Toda extension por anulador de las dlgebras g4, </ para « € k™ y <73 es split.

Demostracién. Por el Lema 2.7, tenemos que:

" dim(zgnti(g%k)) = dim(Bz(g‘er)) =3,

» dim(Z2 (&, k)) = dim(B*(4*,k)) = 3 paraa # 0,
» dim(Z2 ,.(94,k)) = dim(B?(4,k)) = 3.
Luego todas las extensiones por anulador de estas algebras son split. O

Ademas, existen otras dlgebras anticonmutativas de dimension tres cuyo segun-
do espacio de cohomologia anticonmutativo es de dimensién uno y, por lo tanto,
solo admiten una extension no split. Para verlo, necesitamos introducir una nueva

notacion.

Notacién 3.1. Sea A una dlgebra de dimensién n con una base {e4, . .., e, }. Denotaremos
por Aij : A x A — k a la aplicacion bilineal tal que Aji(e;, ej) = 1, Ajj(ej,e)) = =1y
Ajj = 0 en otro caso. De este modo, el conjunto {A;; : 1 < i,j < n} es una base del espacio

de aplicaciones bilineales antisimétricas.

Lema 3.5. Las dlgebras g,, g& para o € k*, o/ y o tienen una iinica extension por anulador

anticonmutativa no split. Respectivamente, estas extensiones, salvo isomorfismos, son:

g2 €162 = €4 €163 = €1 €263 = €2

(92)4:1
(637041 @ erer=es erez=e+er eres = ae
(a1 elex=e3 ejez=e1+e; exez=ey
(

4272) . €16 = e1 €163 = e, €263 = €7

Demostracién. Vamos a probar cada uno de los casos de forma independiente. Para
ello comprobaremos que el segundo espacio de cohomologia de cada una de estas

algebras es de dimensién uno.
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= Extension por anulador de la dlgebra go. Por el Lema 2.7, las aplicaciones

dej = A3y de; = Aoz forman una base de BZ(gz, k). Por lo tanto, tenemos que:

Base(Hp,i(g2,k)) = {[Ar2]} -

Ademds, como Ann(gz) = 0, entonces

(Tanti)l(QZ) = Grass; (Hgnti(gbk)) = Hgnti(g%k)'

Extensi6én por anulador de la dlgebra g5 para « € k*. Dado que las aplicacio-
nes de] = A3y de5 = A1z + a/Ay forman una base de B2(g’§, k) para a # 0,
tenemos que:

Base(Hz,,;(g5, k)) = {[A2]} -

También, puesto que Ann(gj) = 0, entonces

(Tanti)1(95) = Grassy (Ha,y;(85, k)) = H,yi(05, k).

Extensién por anulador de la dlgebra <. Por el Lema 2.7, las aplicaciones

ée; = A1y dej = A1z + A3 forman una base de B?(7, k). Luego, tenemos:

Base(Hz, (A, k) = {[Ax]} -

anti

Adicionalmente, puesto que Ann(;zilo) = 0, entonces

(Tami)1 () = Grassy(H},..(R, k) = Hpyi(4, k).

anti anti

Extensién por anulador de la dlgebra <. Como dej = A1y y de; = Aoz forman

una base de BZ(%, k), entonces tenemos que:

Base(Hpi( %, k)) = {[A1]} -
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Asimismo, puesto que Ann(<7’) = 0, entonces

(Tonti)1 () = Grassy(Hi (4, k)) = Hayyi (), ).

anti anti

Finalmente construimos las correspondientes extensiones por anulador. O

Las algebras restantes de la clasificacion de dlgebras anticonmutativas de dimen-
sién tres, N3, g1 y g3, hay que estudiarlos detenidamente, por ello dedicaremos una

subseccion de este capitulo a cada una de ellas.

3.2.1. Algebra N3

1. En primer lugar, calculamos Hgntl-

(N3,k) v (Tanti)s(N3). Puesto que N3 es la

algebra con todos sus productos nulos, tenemos que:
Base(H, (N3, k) = {[A1a], [Aus], [Aas]} -

Como Ann(N3) = (e1,ez,e3) y Rad(A12) = e3, Rad(A13) = e2 y Rad(Ag3) = e,

entonces:

= El conjunto
(Tanti)1(N3) = {([0]) € Grass;(H?,,:(N3,k)) : Rad(6) N Ann(N3) = 0}

es vacio. Basta observar que para a[A1p] + b[A13] + c[A2s] € H?

anti

(N3, k),
tenemos que:
* Sic # 0, entonces Rad(aA12 + bA13 + cAy3) = (e1 — %ez + 4es3).
* Sib# 0yc=0,entonces Rad(aA1p + bAi3) = (e2 — fe3).
* Sib=0yc=0,entonces Rad(aA1;) = (e3).
Luego, Rad(a[A12] + b[A13] + c[Axs]) N Ann(N3) # 0 para todo a,b, ¢ € k
y concluimos que (T,,4i)1(N3) = @.
= Observando el caso anterior, se deduce que si tomamos dos vectores lineal-

mente independientes del espacio H2, ,;(N3, k), a1[A12] + b1 [A13] + c1[As]
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y az[A12] 4+ ba[A13] + c2[Az3], entonces sus correspondientes radicales no

coinciden. Por lo que (T,us1)s(N3) = Grasss(H?, ,;(N3,k)) paras = 2,3.

anti

2. En segundo lugar, la accion de un automorfismo (x;;) € Aut(N3) = GL(3, k)
en un subespacio (1, ...,7s) de (Taui)s(N3) es {(xi;) y1(xi), - - -, (i) s (x35))-
A su vez, la accién de un automorfismo sobre a [A1z] + b [A13] + c[Ax3] en

H2

Z (N3, k) lo envia a:

(%11 (ax22 + x32b) + x31(—x120 — x22€) + %21 (—ax12 + x32¢)) [A12]
+(x11(axo3 + x33b) + x31 (—x13b — x23¢) + X021 (—ax13 + x33¢) ) [A13]

ﬁ—(X12(QXQ3-+’X33b)-+’X32(—-x13b —»ngc)-+»x22(—-ax13-+»x33c))[1\23].

* El conjunto (T,;)2(N3) tiene una tnica Orbita por la accién de
Aut(N3). Para comprobarlo veremos que la 6rbita de ([A13], [A3]) es

Grassy(H? ,.(N3,k)), esto es, veremos que dado un espacio arbitrario

anti
(a1[A12] + b1[A13] + c1[A23], a2[A12] + ba[A13] + c2[A23]) podemos encon-
trar un automorfismo cuya accién sobre ([A13],[A23]) lo envie a dicho

espacio. De este modo, tenemos los siguientes casos:

entonces basta

~

u SiK1 = da2C1 — A1C2 75 OyK2 = a2b1—a1b2 ;é 0

con tomar un automorfismo tal que x11 = 0,x1p = %,xlg = lf—:;,
K byc1—byc
Xo1 = a2, X2 = 0,x03 = —c2,x31 = (&, ¥32 = 1y x33 = ===,

» Six; =0y« # 0, entonces:
® Sicy = %, tenemos dos casos.

o Sic; # 0, entonces tomamos un automorfismo tal que

bic axcy
x11 =0,x120 =1, X13 = —, X021 = by, x0p = —,
a a
a
x23 = 0,x31 = — A= Oyxzs =1
1

o Sicy; = 0, entonces tomamos el automorfismo con

X1p = —a1,X13 = —by, X0 = —a, x3 = —by,

X31 — 1,X32 :OyJC33 =0.



3.2. Aplicacion: clasificacion algebraica 95

* Sia; = 0y ay = 0, basta escoger x11 = b1, x12 = c1,%21 = b,
X22 = €2, x31 = 0,x32 = 0y x33 = 1. Para probar que se trata de
un automorfismo es necesario observar que k3 = bico — bacy # O,

puesto que en caso contrario el espacio no serfa de dimensién dos.
® Sia; =0y c; =0, tenemos dos casos.

o Siap # 0, entonces tomamos

x11 = 0,x12 = 0,x13 = —by,x01 = 0,xp20 = —ap,

C2
X3 = —by,x31 =1,x3p =0y x33 = —
2

o Sia, =0, tomamos
x11 = b1, x120 =0,x01 = by, x20 =2, x31 = 0,x30 =0y x33 = 1.

» Six; # 0y k2 =0, es un caso andlogo al anterior. Tenemos los casos:

e Sib, = %, tenemos dos casos.

o Sib; # 0, entonces tomamos el automorfismo tal que

bicy axbq
x11 = b, x12=0,x3=——,%1 = —,
a1 a1

a1
X2 = €2,%x23 = 0,x31 =0, x32 = b Y X = 1.
1
o Si by = 0, entonces tomamos el automorfismo con

X11 = a1,X13 = —C1,X21 = 42,X23 = —C2,

X31 = O,X32 = 1yJC33 =0.

* Sia; = 0yax =0, entonces elegimos x11 = by, X120 = ¢1, X21 = by,
X2 = C2,x31 = 0,x30 = 0y x33 = 1. Para probar que se trata de
un automorfismo es necesario observar que x3 # 0, puesto que en

caso contrario el espacio no seria de dimensién dos.

® Sia; =0y by =0, tenemos dos casos.
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o Siap # 0, entonces tomamos

x11 = 0,x10 = 0,x13 = —¢1,X01 = a2, x2 =0,
by
X233 = —C2,x31 = 0,x30 =1y x33 = P
2

o Sia, = 0, tomamos
x11 = 0,x12 = c1, X1 = b2, x0 = c2,x31 = 0,x3p =0y x33 = 1.

= Six; =0y xy =0, entonces el espacio no es de dimensién dos.
Por lo que concluimos que existe una tnica 6rbita en (T,,t)2(N3).

* La tnica 6rbita de (T,1i)3(N3) es la del espacio Hgnti

(N3/ k)

3. En tercer lugar, construimos las correspondiente extensiones por anulador no
split de N3 utilizando su correspondencia con las 6rbitas de (T,,i)s(N3) por la

accion de Aut(N3).

Lema 3.6. Sea A una extension por anulador anticonmutativa no split de la dlgebra N3

entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(N3)sp @ etea=0 eje3=es exe3=es

(N3)ep : elep=es4 e1e3=¢e5 €263 =6

3.2.2. Algebra g,

1. En primer lugar, comenzamos calculando H2 .(g1,k) y (Taui)s(g1). Como, por
el Lema 2.7, tenemos que la aplicacion dej = Aj3 forma una base de B2(g1, k),

entonces:

Base(H2,,;(g1,k)) = {[A12], [A13]} .

Ademds, tenemos que ¢; ¢ Rad(0) para [0] € H2 .(g1,k) y [0] # 0 aunque
Ann(g1) = (e1), y por tanto:

(Tanti)s(gl) = Grasss (Hgnti(glrk))'
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2. Ensegundo lugar, calculamos las 6rbitas de (T,,i)s(g1) por la accion de Aut(gy).
La accién de Aut(gy) envia los vectores ey, 2 y e3 a ke1, X12€1 + X2m€2 + X32€3 Y

x13€1 + X23€2 + X333 respectivamente, donde x = x22x33 — X23x32 # 0.

* Dado que la accién de Aut(gy) sobre (a [A12] + b [A13]) € (Tani)1(g1) lo
envia a:

((kaxp + kbxzp) [A12] + (kaxys + xbxss) [Aiz]),

vamos a diferenciar dos casos.

» Sib =0, tenemos que la 6rbita de (a [A12]) € (Tynti)1(g1) es:

{<KCIXZ2 [Alz] -+ Kaxo3 [A13]> T X, X3 € k, K 75 O} =

{(x22 [A12] + x23 [Ag3]) : x22, X203 € k}.

= Sib # 0, denotamos A = % y podemos elegir xpp = Ay xp3 = lenla
Orbita anterior.

Por lo tanto, existe una tinica 6rbita y escogemos el representante ([A1z]).

* La tnica 6rbita de (T,ui)2(g1) es la del espacio H2, (g1, k).

3. En tercer lugar, construimos las extensiones por anulador no split de g;.

Lema 3.7. Sea A una extension por anulador anticonmutativa no split de la dlgebra g;

entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(91)a1 : erex=es e1e3=0 ee3=0¢;

(91)5,2 : 61y = €4 €163 =65 €203 =€

3.2.3. Algebra g

1. En primer lugar, calculamos HZ,;(93,k) y (Tunti)s(93). Por el Lema 2.7, las

anti
aplicaciones é¢; = A3y de5 = Ag3 forman una base de B?(g, k). Luego,
tenemos que:

Base(H?,;(g3,k)) = {[A12], [A2s]} -
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Adicionalmente, pese a que Ann(g3) = (e»), tenemos que e; ¢ Rad(f) para

0] € H2 (83, k) y [6] # 0. Por lo que:

anti

(Tanti)s(gg> = GrassS(Hz%nti(gg/ k))

2. Ensegundo lugar, calculamos las 6rbitas de (T,ui)s(g3) por la accién de Aut(g3).
La accion de Aut( gg) envia los vectores e, e y ez a (x21 + x22)e1 + X212, X22€2

y a X13€1 + X23€2 + e3 respectivamente, donde (x21 + X22)x22 # 0.

* Puesto que la accion de Aut(g)) sobre (a [A12] + b [A23]) € (Tonti)1(g3) lo
envia a:

((axon(xo1 4 x22)) [A12) + (x22(b — ax13)) [A23]),

tenemos que estudiar dos casos.

» Sia = 0, la 6rbita del espacio resultante es trivial.

» Sia # 0, denotando A = Z, la 6rbita del espacio ([A1z] + A [Ags]) es:

{{(x22(x21 + x22)) [A12] + (x22(A — x13)) [A3]) =
X13, X21, X22 € k, X220 (x21 + x22) # 0}.
Basta tomar xp» = (xp1 + x2) !y x13 = A para obtener el represen-
tante ([A12]).

* La tinica 6rbita de (T,)2(g3) es la del espacio H2, (g9, k).

3. En tercer lugar, construimos las extensiones por anulador no split de g3 utilizan-

do su correspondencia con las érbitas que hemos calculado.

Lema 3.8. Sea A una extension por anulador anticonmutativa no split de la dlgebra g3

entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

0 . _ _ _
3)a1 o elea=e4 ez =e;+ey ee3 =0
O) . =0 _ _
(93)a2 @ e1e2=0 eje3=e1+ex exe3=ey4
0
3

)5,3 : ejep =e4 eje3 =e1+ey exe3 =es5
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Recopilando todos los resultados obtenidos en esta secciéon, podemos dar por
probado el Teorema 3.3 de clasificacion de las dlgebras anticonmutativas de dimensién

n con anulador de dimensién n — 3, que enuncidbamos previamente.

En este capitulo, hemos construido un procedimiento para clasificar las algebras
de una clase C, definida por identidades polinémicas, de dimensién 7 con anulador
de dimensién m, utilizando la clasificacién de las dlgebras de la clase C de dimension
n — m. Sin embargo, en algunas ocasiones nos interesa obtener tinicamente aquellas
algebras que no pertenecen a una cierta subclase S de C, también definida por identi-
dades polinémicas. Esto ocurre, por ejemplo, cuando ya conocemos la clasificaciéon

de las algebras de la clase S. Esta cuestion la abordaremos en el préximo capitulo.
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Capitulo 4

Clasificacion de las algebras, con
anulador no nulo, de una clase
fijada que no pertenecen a una

subclase dada

n el capitulo anterior, desarrollamos un procedimiento para obtener la cla-
sificacion de las dlgebras de una determinada clase C de dimensién n con
anulador de dimensién m, utilizando la clasificacién de las dlgebras de esa
misma clase de dimensién n — m. En este capitulo, queremos modificar este proce-
dimiento de tal forma que obtengamos tinicamente aquellas dlgebras de la clase C
que no pertenezcan a una subclase S de C. Posteriormente, aplicaremos este nuevo
método al problema de clasificar las dlgebras de Lie-binarias que no son de Malcev
de dimensién n con anulador de dimensién n — 4, utilizando la clasificacién de las

algebras de Lie-binarias de dimensién cuatro.

Este capitulo es una version extendida del articulo [46].

4.1. Algoritmo Principal para clases de dlgebras no pertene-

cientes a otra subclase de dlgebras

Claramente, toda extensién por anulador de una 4lgebra de la clase C que no

pertenezca a la subclase S, tampoco pertenece a S. Por lo que para las algebras en
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estas condiciones, bastard con el procedimiento seguido en el capitulo anterior (véase
Algoritmo Principal 3.2). De modo que solo tenemos que averiguar como obtener la
clasificacién de las extensiones por anulador de la clase C que no pertenezcan a la
clase S de las élgebras de la clase S.

A lo largo de esta seccién, denotaremos por C a la clase formada por las algebras
que satisfacen las identidades polinémicas P; =0, ..., P, = 0y por § ala subclase
de C formada por las dlgebras que satisfacen las identidades polinémicas Q1 =0, ...,

..., Qr, = 0. De este modo, podemos observar lo siguiente.

Observacion 4.1. Sea A una dlgebra de la clase S y sea V un espacio vectorial. Entonces
Z%(A, V) es un subespacio de Z; (A, V), puesto que para todo 6 € Z% (A, V) tenemos que
Ag es de la clase Sy, por tanto, de la clase C, lo que implica que 6 € Z(A, V).

Ademds, H%(A, V) es un subespacio de H3(A, V).

Esto nos permite definir los siguientes subconjuntos, complementarios entre si,

de (Tc)S(A).

Definicion 4.1. Sea A una dlgebra de la clase S. Para cada 1 < s < dim(H3(A, k))

definimos los conjuntos:

(R)s(A) = {([61],..., [6:]) € (Te)s(A) = ([61], ..., [6s]) € Grasss(HF(A,K))}.

(UZ)s(A) = {([61], .., [6]) € (Te)s(A) = ([61], ..., [6]) & Grasss(HF(A,K))}.

Observacién 4.2. Estos conjuntos son estables por la accién de Aut(A), basta observar que

(R2)s(A) = (Ts)s(A).

Por tanto, las extensiones por anulador correspondientes a los representantes de
las Aut(A)-6rbitas de (RZ)s(A) son lgebras de la clase S, mientras que las exten-
siones por anulador correspondientes a los representantes de las Aut(A)-6rbitas de
(U8)s(A) no son de la clase S. Finalmente, podemos enunciar el siguiente procedi-

miento.

Teorema 4.1 (Algoritmo Principal). Supongamos que A es una dlgebra de la clase C de

dimension n —m, en donde 1 < m < dim(H3(A, k)).

(1) Si A no esdelaclase S, entonces aplicamos el Algoritmo Principal 3.2.
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(2) En caso contrario, hacemos lo siguiente:

(1) Calculamos Aut(A), H3(A, k), H3(A, k) y Ann(A).
(1) Determinamos el conjunto de Aut(A)-6rbitas en (U )m(A).

(111) Para cada 6rbita, construimos la dlgebra correspondiente a un representante de ella.

La clasificacién algebraica de las extensiones por anulador no split de la clase C y no de la clase
S de la dlgebra A por un espacio vectorial de dimensién m consiste en las dlgebras obtenidas

en (1) y (III).

4.2. Aplicacion: clasificacién de las algebras de Lie-binarias
complejas de dimensién n con anulador de dimensién

n — 4 que no son de Malcev
El objetivo de esta seccion es clasificar las dlgebras de Lie-binarias complejas de
dimension n con anulador de dimensién n — 4. En esta linea, Hegazi, Abdelwahab y

Calder6n clasificaron en 2016 las algebras de Malcev que no son de Lie de dimensién

n con anulador de dimensién n — 4 en [35], y obtuvieron el siguiente resultado:

Teorema 4.2. Sea B = {ey, e, e3,...e9} una base. Sea A una dlgebra compleja de Mal-
cev que no es de Lie de dimension n, entonces dim(Ann (A)) < n — 4. Ademds, si

dim(Ann (A)) = n — 4, entonces:
= Sin =4y A noessplit, A es isomorfa a la dlgebra:

My1 @ [er,e] =es [er,es] =e1 [ees] =2 [e3 4] = —e3

m Sin =5y A noes split, A es isomorfa a la dlgebra:

Msp 1 Je,e] =e3 [e3,eq] =es

m Sin = 6y A noessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
Mesz : [er,e2] =e3 [e3,es) =e5 [e,e3] =g
Mea : [er,e0] =e3 [ez,es] =es5 [e1,e3]) =es [en,e4] =6

Mes : er,e] =e3 [es,eq] =es5 [er,eq] = e
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» Sin =7y Anoessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
Mz le1,e2] =e3 [es,ea] =5 [er,e3] = e [ea ea] = €7
Mz le1,e2] =e3 [es,ea] =e5 [er,e3] =€ [ea,e3] =e7
Mygg 1 er,ex] =e3 [es,es] =es5 [er,e3] =eq [e1,ea] =e7 [ep,e3] =e7
Mz : [er,ed] =e3 [esea] =e5 [er,e3] =ec [ex,e3] =e7 [ea,eq] =e7
Mzio @ [ere] =es [ezeql =es e, e3] =e6 [er,ea] =7
Mz le1,e2] =e3 [es,ea] =e5 [er,e5] =€ [eaea] =€ [e1,ea] = €7
Mz712 le1,e2] =e3 [es,ea] =e5 [ex,eq] =€ [er,e4] =e7

» Sin =8y Anoessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
Mgz @ [er,e2] =e3 [es,eq] =es [er,e3] =e6 [en,eq] =7 [e1,e4] =3
M8,14 : [61,62] =ée3 [63, 64] =65 [61163] = €6 [62, 64] =eéy7 [62, 63] = eg
Mgis @ ler,ex) =e3 es,eq) =e5 e, e3]) =es [ep,es) =e7 [er,es] =eg [er,e3] =eg

» Sin =9y A noessplit, A es isomorfa a la dlgebra:

Mois @ ler,e] =e3 e, e3] =es5 [ex,e3] =es [e1,e4] =e7 [en,e4] =eg [e3,e4] = €9

Recordamos que la clase de las algebras de Malcev es una subclase de la clase
de las algebras de Lie-binarias. Por lo tanto, para resolver el problema que nos
hemos planteado, solo tendremos que clasificar aquellas dlgebras de Lie-binarias
de dimensién n con anulador de dimensién # — 4 que no sean de Malcev. Para ello,
usaremos la clasificacion de las dlgebras de Lie-binarias de dimensién cuatro.

La clasificacién de las dlgebras de Lie-binarias complejas de dimensién cuatro
viene dada en por un trabajo de Kaygorodov, Popov y Volkov [47]. En el Apéndice A,
hemos adjuntado un resumen de esta clasificacién. Puesto que necesitaremos los gru-
pos de automorfismos de algunas de estas dlgebras, los hemos calculado utilizando
la funcién desarrollada en el Apéndice B, ya que no estaban incluidos en el articulo
que hemos citado.

Como resultado, obtendremos el Teorema 4.3, que clasifica las dlgebras de Lie-

binarias de dimensién n con anulador de dimensién 1 — 4 que no son de Malcev. En
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él, hemos omitido las algebras split por razones de claridad y simplemente remitimos

a la Subseccién 2.4.18, a través de la cual se puede complementar este enunciado

de manera sencilla con la clasificacién de las dlgebras de Lie-binarias que no son de

Malcev y son split correspondiente.

Teorema 4.3 (Teorema Principal). Sea B = {ey, ez, €3, ...e;} una base. Sea A una dl-

gebra compleja de Lie-binaria que no es de Malcev de dimension n, entonces tenemos que

dim(Ann (A)) < n — 4. Ademds, si dim(Ann (A)) = n — 4, entonces:

» Sin =4y A noessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
0#0,—1,2
B,

B>

le1,e2] =ex [er,e3] =e3

[61,62] = €3 [6’3,64] = €3

le1, 4] = ey

le2, 3] = ey

= Sin =5y A noessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
(L1)51 le1,e2] = €2
(L5751 ¢ lene] =e
(£9)s: le1, 6] = e
(L3152 e1, 2] = e
(B1)s1 le1,e] = e
(M1)s2 e1,e2] = e
(B2)s1 e1,62] = e3
(B2)s,2 le1, 6] = e3

e3, e4] = ez +es5

[e1,e3] = e3
e1,e3] = e3
[e1,e3] = e3
e1,e3] = e3
[e1,e3] = e3
e1,e3] = e3
[

[

e3,eq] = e3

le1,€4] = €5

=e5 [ee3]

=(1—-a)es

=e5 [ex,e3] =es5

=e4 lepeq =es5

» Sin = 6y A noessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
(L1)sp ¢ [eve] =e |
(Ls2  : lered) =ex |
(LyY65 ¢ lened] =e2 |
(Ly3Y)es : lened] =er |
(Mi)eg = [ene] =e2 |
(Mi)ss : [ere2] =ex |
(B2)es : [ene =es |
(B2)ea = [ere] =e3 |

e1, 4] =
e1,e3] =e3 [e1,e4] = €3 +e5
e, e3] =e3 le1,e4] =3 —e4
e1,e3] =e3 [e1,e4] = €3 — ey
e1,e3] =e3 [e1,e4] = €5 —e4
e1,e3] =e3 le1,e4] =
e3,eq] =e3+es  [eg,eq] =
€3 es] = e3 le1,e4] =

[e3, 4
[e2, €4
[e2, €4
[e3, 4
[e2, €4

le2, e4

]
]
]
]
]
]

le3, e4] = €6
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» Sin =7y Anoessplit, A es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas

dos a dos:
L1)73 le1,e2] = €2 [er,e3] = e3 le1,e4] = €4 [e2,e3] =es5 [eaeq] =€ [e3,e4] =7
L£3Y)75 le1,e] =ex [er,e3] = €3 [e1,es] =e3—eq [exe3] =e5 [er,e4] =5 [e3,e4] =7
Mi)75 [e1,e2] =2 [e1,e3] = e3 [er,eq] =e5s—eq [e,e3] =ey [ea,eq] =g [e3,e4] =07
By)75 le1,e2] =e3 [e3eql =e3+e7 [er,ea] =5 le2, e4] = €6

De este modo, el Teorema 4.2 junto al Teorema 4.3 integran la clasificaciéon de las

dlgebras de Lie-binarias no split de dimensién n con anulador de dimensién n — 4.

Como hicimos en el capitulo anterior, para probar el Teorema 4.3, distinguiremos
un caso para cada algebra de Lie-binaria de dimensién cuatro y aplicaremos el
Algoritmo Principal 4.1 con el fin de clasificar sus extensiones por anulador de Lie-
binarias y no split que no son de Malcev.

Con el propésito de facilitar la lectura, a lo largo de este estudio denotaremos por
L alas algebras de Lie, por M a las algebras de Malcev que no son de Lie y por B a

las dlgebras de Lie-binarias que no son de Malcev.

Comenzamos presentando la Tabla 4.1, en donde hemos rebautizado las dlgebras
de la clasificacién de [47], separando algunas familias para que resulte mas fécil el
posterior estudio. Hemos calculado los correspondientes H3;, H%; y Ann, y hemos
omitido todas aquellas &lgebras de Malcev tales que HS, (A, C) = H3; (A,C), pues-
to que estas no tendran extensiones centrales de Lie-binarias que no sean de Malcev.

Para realizar estos célculos, nos hemos apoyado en las funciones del Apéndice B.

Por otra parte, puesto que en el resto de algebras HS, (A,C) = H3, (A,C),

tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Toda extension por anulador de las dlgebras n3 & C, ng, 12 @ C2, 1@ 1y,

s C, g, (a,B)paran, p € Cy g, (a) para a € Cxq, es digebra de Malcev.

Ademas, en la Tabla 4.1, observamos que algunas algebras solo admiten una
extensién por anulador de Lie-binaria no split que no es de Malcev. El siguiente

resultado refleja este hecho.
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Algebra (A) Multiplicacion H%, (A, C) H% (A,C) ‘ Ann(A) ‘ Observaciones
[e1,e2] = €2
L=g [e1, 3] = e3 0 ([A2s], [A2a], [Aza]) 0 (Ugt)s<s (£1) # @
[e1,e4] = €4
£5 = g2() vl e
[e1,e3] = e3 0 ([A2a] + (1 — &) [As]) 0 (Ud)(£3) #0
(o £0,-1)
le1,e4] = €3+ aes
e1,e2] = ea
L3 = 2(0) le1,e3] = e3 ([A1a]) ([A1a], [As] + [Ana]) | (es—es) | (UB])s<2 (£9) #@
[e1,e4] = e3
e1,e2] = €2
£y =g (-1) le1,e3] = e3 ([A2a], [Aza]) | ([As], [A2d], [Asa]) 0 (UR})s<s <5£1> #O
[e1,ea] =e3—e4
[e1,e2] = €2
Bi =&®) lev ea] = ea No es Malcev ([A1a]) 0 (Tpr)1 (BY) #©@
(e #-1,2,0) le1, e4] = wey
[e2,e3] = €4
[e1,€2] = €2
B? =4,(0) [e1,e3] = e3 No es Malcev ([A14]) (es) (TL)1 (B?) +Q
[e2,e3] = e4
[e1,e2] = €2
£5=85(2) el = 0 ([Aw) 0 (U1 (£5) £ @
le1,e4] = 2e4
[e2,e3] = €4
[e1,e2] = €2
Mi = ga(-1) [{‘”’613] o 0 (A A sl | 0| U (M) £ 0
e1,64] = —ey
[e2,e3] =e4
By =g 2] =3 NoesMalcev | ([A], [Aa], [Asa]) 0 (Tsp)sns (Ba) # @
es,ea] = e3

TABLA 4.1: Algebras de Lie-binarias con HS, (A,C) # H, (A,C).

Corolario 4.2. Las dlgebras L5 (para « # 0,—1), B} (para o # —1,2) y L3 tienen una
iinica extension central de Lie-binaria no split que no es Malcev. Respectivamente, estas

extensiones, salvo isomorfismos, son:

(ﬁg#0’71)5,1 [61,62] =e [31,33] =e3 [81,64} = e3 +ney [62, 84] = é5 [62/ 33] = (1 - “) €5
(B )50 ¢ [enedl =e2 leres] =es [enes] =aestes [eres] =ey
(L3)57 le1,e0] =€ [er,e3] =e3 [e,e4] =2e4+e5 [er,e3] = ey

Demostracion. Solo es necesario precisar que aunque Ann(B}) = (es), tenemos que

Ann(BY) N Rad(A14) = 0. O
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El resto de algebras hay que estudiarlas detenidamente, dedicaremos una seccién

a cada una de ellas.

4.2.1. Algebra £,

1. Por la Tabla 4.1, conocemos H3; (L1, k), Hy;(L1,k) y Ann(L;). Ademds, utili-
zando la funcién del Apéndice B, el grupo de automorfismos de £; estd formado

por las matrices no singulares de la forma:

1 0 0 0
X1 X222 X23 X4
X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44

2. Estudiamos las 6rbitas de (UB )s(L1) por la accién del grupo de automorfismos

Aut(ﬁl).

* Si s = 1. Utilizando los resultados de la Tabla 4.1, tenemos que un
subespacio vectorial arbitrario del conjunto (U3 ); (£1) es de la forma
(a23 [A2s] + a24 [A24] + a3 [Az4]). La accién de un automorfismo sobre este

espacio lo envia a

<(ﬂ23 (Xzzxss - X23x32) + a4 (x22x43 - X23X42) + azq (x32x43 - X33X42)) [Azs]
+(a23 (x20X34 — X30X04) + A24 (X22X44 — XaXa0) + A34 (¥32X44 — X42X34) ) [A24]

+(a23 (X23X34 — X24X33) + A24 (X23Xa4 — X2aXa3) + A34 (¥33X44 — X34X43)) [Aza]).

Vamos a probar que existe una dnica 6Orbita, con representante ([Ax3]).
Observamos que si a4 = 0y az4 = 0, entonces claramente el espacio se en-

cuentra en la 6rbita de ([Az3]). En otro caso, basta tomar el automorfismo:

1 0 0 0
0 0 0 1 ,
¢ = siayy =0yaz #0,
0 0 1 0
0 —L o =

34 a34
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1 0 0 O
0 0 1 —&

4) = 24 si ar4 ;é 0.
0 0 0 1

0 —L o0 -

a4 a4
* Sis = 2. Utilizando el caso anterior, podemos suponer que un subespacio

arbitrario de (UM ), (£1) es de la forma ([Ag3] , a4 [Ao4] + a34 [Asa]).

o Siay = 0, obtenemos el representante de 6rbita ([Azs], [Aza]).

¢ Siayy # 0, tomamos el automorfismo

1 0 00
0 —ay'as 1 0
0 1 00
0 0 01

La accién de ¢ sobre el espacio ([Agz], a24 [A2s] + a34 [Az4]) 10 envia a

(— [A23], 424 [Aza]) = ([A23], [As4]), que es el representante del caso

anterior.

* Sis = 3. Tenemos que (Ug/i)g) (L1) = {([A23],[A2a],[Az4]) } y por tanto,

hay una tinica 6rbita.

3. Construimos cada una de las 4lgebras correspondientes a los representantes de

6rbitas que hemos calculado.

Lema 4.1. Sea A una extension central de Lie-binaria que no es Malcev ni split de la dlgebra

L1, entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(L1)s1 @ er,e) =ex [er,e3] =e3 [er,ea] =es [er,e3] =es5
(L1)sp @ [en,e] =ex [er,es] =e3 [erea] =es [eae3] =e5 [e3,ea] = e6

(L1)73 : [er,ea] =ex [er,e3] =e3 [ereql =es [ene3) =e5 [er, el =e5 [e3,ea] =7
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4.2.2. Algebra £

1. Por la Tabla 4.1, tenemos H3; (£9, k), H3,(L5, k) y Ann(LY). Ademas, el grupo

de automorfismos de [,g estd formado por matrices no singulares de la forma:

1 0 0 0
X21 X22 X23 X23
X317 X32 X34+ Xg44 X34

X41 0 0 X44

2. Estudiamos las 6rbitas de (U3 );(L9) por la accion del grupo de automorfismos

Aut(LY).

* Sis = 1. Utilizando la Tabla 4.1, tenemos que un subespacio arbitrario del
conjunto (U}!)1 (£9) es de la forma (a14 [A14] + a23 ([A23] + [Az4])) con
a3 # 0, y puesto que Ann(L;) = (e3 — es), entonces debe ser a14 # 0, ya
que de no ser asi, el radical del tinico generador del espacio coincidiria con
Ann(LY), incumpliendo la condicién de interseccién vacia.

La accion de un automorfismo sobre (a14 [A14] + a23 ([A23] + [A24])) lo

envia al espacio

(@14%44 [A14] + a23 (x22X34 — X23X30 + X20X44) ([A23] + [An4]))-

Como a14 # 0y a3 # 0, basta tomar el automorfismo:

—_
)
o
)

11
—y a0

o O O

0 0 a

que envia cualquier espacio genérico (a14 [A1a] + a2 ([Azs] + [A4])), en
las condiciones citadas, al espacio ([A1a] + [A23] + [Ag4]).

* Sis = 2. Puesto que Ann (L) N Rad(A14) N Rad(Azs + Aza) = 0, entonces
tenemos que el conjunto (U} )2 (£3) = {{[A14], [A2s] + [A24])}, resultan-

do en una tnica 6rbita.
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3. Construimos cada una de las 4lgebras correspondientes a los representantes de

Orbitas que hemos calculado.

Lema 4.2. Sea A una extension central de Lie-binaria que no es Malcev ni split de la dlgebra

L3, entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(58)5,1 : [6’1162] =€ [61163] =é€3 [61164] =e3+es [62/6’3] =é€5 [62,64] =é€5
(Lep @ [e1,ed) =ex [er,e3) =e3 [er,ea] =e3+es [eae3] =es [ea,ea] = €6

4.2.3. Algebra £, !

1. Ya conocemos H3, (£, 1, k), H3, (L', k) y Ann(L,"). Asimismo, el grupo de

automorfismos de £, ! estd formado por matrices no singulares de la forma:

1 0 0 0
Xo1 X2 2x74 Xo4
X31 X322 2X34 + X4 X34

xy1 O 0 X44

2. Estudiamos las érbitas de (U} )s(£5 ") por la accién del grupo de automorfis-

mos Aut(L, ).

* Sis = 1. Tomamos un espacio (a3 [A23] + a4 [A2a] + a34 [As4]) del con-
junto (UM ), <£2_ 1). Puesto que este espacio no estd en el conjunto
(TgL)1 ([,2_ 1), entonces deberd ser a3 # 0. También, observamos que

la accién de un automorfismo sobre este espacio lo envia a:

(a23 (2x20X34 — 2X30X04 + X20Xa4) [A23]
+ (23 (X20X34 — X30X04) + A24X20Xa4 + A34X30X44) [Ap4]

+ (a4 (x4 (2424 — a23) + 34 (2x34 + X44))) [Asa]).

Por ello, distinguiremos dos casos:

¢ Siasy = 0. Nos encontramos con dos nuevos casos.

* Si2ay4 — ay3 = 0, tenemos el espacio (2 [Az] + [Aza]).



112 Capitulo 4. Clasificacion de las dlgebras que no pertenecen a una subclase

e Si2ay4 — a3 # 0, entonces el automorfismo:

1 0 0 0

_ 0 (a3 — 2a24)_1 0 0
"= 0 0 1-— 2a2’31a24 —az’;am ,

0 0 0 1

envia el espacio (a3 [A23] + a24 [A24]) a ([A23]), que no estd en la

Orbita del caso anterior.

¢ Siaszy # 0, tomando el automorfismo:

1 0 0 0

-1 -1
0 2a23 a34 (y3 034

4):

4

0

1.-1 —1 -1
0 —3a3 1—2a,a04 —ay;a
0

0 0 1

comprobamos que envia (a3 [Az3] + a24 [A4] + a34 [Az4]) al espacio

([A23]), del caso anterior.

* Sis = 2. Utilizando el caso anterior, podemos suponer que un subespacio
arbitrario de (UéVIL)z (/jz_ 1), es de la forma ([Az3], a24 [A2a] + a34 [Az4]) O
de la forma <2 [A23] + [A24] , 024 [A24] + az [A34]>.

o Sitomamos ([A23], a24 [A24] + a34 [As4]), tenemos que distinguir dos

casos:

* Siazy = 0, tenemos el espacio ([Aa3], [Ag4]).

® Siasz, # 0, tomamos el automorfismo:

1 0 0 0
0 —/034 0 0
0 u24\/a§41 —w/a3’41 0
0 0 0 —y/ay

Entonces la accion de ¢ sobre ([An3], 24 [A24] 4 a34 [Az4]) 1o envia

a ([Azs], [Aza])-
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Para ver que estos espacios se encuentran en Orbitas disjuntas, su-
pongamos por el contrario que existe ¢ = (x;;) € Aut(L3) tal que
(p[N23], ¢ [A2a]) = ([A23], [Asa]). Por tanto, existe una matriz inverti-

ble (b;;) tal que

¢ [A23] = (2x20X34 — 2x30x04 + X20X44) [A23] +
+ (x22X34 — X30X04) [Aga] — X0aXa4 [Azs] = b1q [Aoz] + o1 [Azs];

¢ [A2a] =x20%44 [Aoa] + 2x24X44 [Aza] = b1 [A23] + b2z [Asza] .

Comparando los coeficientes de [Ay] en ambos lados de las ecuacio-
nes, deducimos que debe cumplirse que x2pX34 — X32X24 = X2X44 = 0,
y por tanto ¢ es singular, que es una contradiccién.
o Sitomamos (2 [Axz] + [A2a], a4 [Apa] + a34 [Aza]),
* Siazy = 0, entonces tenemos el espacio ([Azs], [A24]), que ya
habiamos obtenido.

® Siaszy # 0, entonces tomamos el automorfismo:

1 0 0 0
00 -1 -3
¢ = siap, =0,
01 0 —lag
00 0 ap
10 0 0
0 0 —aylas —3as,a
q) = 24 734 2% P34 si a4 7é 0.
01 1 0
00 0 1

Se puede comprobar que este automorfismo envia el espacio que
estamos considerando a ([Ax3], [A2]), obteniendo de nuevo la

misma Orbita del caso anterior.

x Sis = 3. Entonces (UM )3 (551) = {([A2], [A24],[Asz4])} y tenemos una

Unica Orbita.
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3. Construimos cada una de las dlgebras correspondientes a los representantes de

Orbitas que hemos calculado.

Lema 4.3. Sea A una extension central de Lie-binaria que no es Malcev ni split de la dlgebra

L5, entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre st:

(L3151 le1,e] =ex [er,e3] =e3 [er,ea] =e3—es [er,e3] =2e5 [er,ea] =5

(L3152 le1,e] =ex [er,e3] =e3 [er,ea] =e3—eq [ere3] =

(LyY63 : lened] =ex [ere3] =e3 [eea] =es—ey [er,e3] = e2,e4] = €5

(LyY6a  lened]=er [ere3] =e3 [erea] =es—es [en,e5] = e3,e4] = e6

(£ M)75 ler,e2] =ex [eres] =e3 [erea] =es—es [eg 03] = le,ea] = e [e3,e4] = €7

4.2.4. Algebra M,

1. Como en los casos anteriores, hemos calculado el grupo de automorfismos de
M utilizando la funcién del Apéndice B, ya que el resto de informacion nece-
saria la tenemos en la Tabla 4.1. Este estd formado por matrices no singulares

de la forma:
1 0 0

-1
2071 (X02X43 — XapX23) X2 X23

-
207" (x32X43 — X42X33) X3 X33

> O O O

X41 X42  X43

donde § = X22X33 — X23X32 7é 0.

2. Estudiamos las 6rbitas de (UM );(M;) por la accién del grupo de automorfis-

mos Aut(My).

* Si s = 1. Tomamos un espacio (a4 [A1a] + a24 [Aoa] + a34 [Az4]) de
(UM); (M) (véase Tabla 4.1). La accién de un automorfismo arbitrario

sobre este espacio lo envia a

((0a14 + 3az4 (x20X43 — X23X42) + 3a34 (X30X43 — X33%42) ) [A14]

+ 0 (a2ax20 + a34X32) [Apa] + 6 (A24X23 + a34X33) [Aza]).

o Siay = 0y as =0, tenemos la orbita trivial del espacio ([A14]).
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¢ Siayy # 00 azy # 0, entonces tomamos el automorfismo:

1 0 0 0
-1
—£aq4a 1 0 0
4): 3714724 . sia34:0,
0 0 Ay 0
0 0 — 301405, oy
1 0 0 0
0 0 —ay O
= ia 0.
¢ IETEI o . siazy #
301403, A34 024
0 0 —%ama;f a;j

Este automorfismo ¢ envia el espacio (a14 [A14] + a24 [Aoa] + a34 [Az4])
a ([Az]).

* Sis = 2. Por el caso anterior, podemos suponer que un espacio arbitrario
de (UM ), (M) es de la forma ([A14], 424 [A24] + a34 [Az4]) 0 de la forma
([A2a], 814 [Ara] + a34 [Aza])

o Si consideramos el espacio ([A14],a24 [A2a] + a3a [Aza]), entonces tene-
mos que:
* Siazy = 0, tenemos el espacio ([A14], [A24]).

* Siaz # 0, basta tomar el automorfismo ¢ de la siguiente forma:

10 0 0

00 -1 0
$= .

01 (13;1 24 0

00 0

—_

Claramente, la accion de ¢ envia ([A14], a4 [A2a] + a34 [Asz4]) a
([A14], [A24]), obteniendo la misma 6rbita del caso anterior.
o Si ahora consideramos ([Aa], @14 [A1a] + 434 [Az4]), tenemos los si-
guientes casos:
* Siazs = 0, entonces obtenemos de nuevo el espacio ([A14], [Ag4]).

e Siaszy # 0, tomando el automorfismo:
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1 0 0 0
0 1 0 0
¢ = ,
361141134 0 1 0
0 %611461;41 01

tenemos el espacio ([Ap4], [Az)).

Basta observar que para todo automorfismo ¢ € Aut (M;) se cumple que

¢ [A1a] € ([A1a]), para concluir que los representantes que hemos extraido

se encuentran en Orbitas disjuntas.

* Sis = 3. Entonces el conjunto (UM )3 (M1) = {([A14], [A24], [Az4]) } con-

forma una tinica 6rbita.

3. Construimos cada una de las algebras correspondientes a los representantes de

6rbitas que hemos calculado.

Lema 4.4. Sea A una extension central de Lie-binaria que no es Malcev ni split de la dlgebra

M, entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(Mi)s1 = [ened] =ex [eres] =e3 [ees] =es—es [en, 03] =

(M1)s2 le1, 2] = [e1,e3] =e3 [er,e4] = —eg [e2, €3] = [e2,e4] = €5
(M1)e3 lere] =ex [er,e3] =e3 [erea] =es—es [er,e3] = s [er,e4] = €6
(M1)e4 le1,e2] =e2 [eres] =e3 [er ea] = —eq le2,e3] =es  [e, 4]
(Mi)7s @ erel =ex [eres] =e3 [eea] =e5—eq [er,e3] =eq [er,eq]

4.2.5. Algebra B3,

=e5 [e3eq] =

=e [e3 eq] = e7

1. El grupo de automorfismos de B; esta formado por matrices no singulares de

la forma:
xi1 x12 0 €
X1 X2 0 ¢
X311 X322 0 X34 ,
0 0 0 1

donde 6 = x11x22 — X12X21, €0 = X11X32 — X12X31 Y O = X21X32 — X22X31.

2. Estudiamos las 6rbitas de (Tpr)s(B2) por la accién del grupo de automorfismos

Aut(Bz).
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* Si s = 1. Por los resultados de la Tabla 4.1, un espacio arbitrario de
(Tpr)1(B2) es de la forma (a14 [A14] + a4 [A2a] + a34 [Az4]). Luego, la ac-

cién de un automorfismo sobre este espacio lo envia a:

(a14X11 + 2401 + A34%31) [A14] + (A14X12 + A24X20 + A34%32) [Aa] + 034 [Asa] -

A partir de aqui, tenemos al menos dos 6érbitas. Por lo que diferenciamos
los siguientes casos:
¢ Siazy = 0, entonces:
* Siayy = 0, entonces tenemos el espacio ([A14]).

* Siay # 0, tomando el automorfismo siguiente:

0 1 0 O
azjll —a14a2’41 0 0
"= 0 0 —ay 0
0 0 0 1

Tenemos que la accion de ¢ sobre (a14 [A1a] + a24 [A4]) 10 envia a

([A14]), obteniendo la misma 6rbita del caso anterior

o Siazs # 0, tomamos ¢ como el automorfismo:

1 0 0 —a§411124
B 0 1 0 a§41a14
"= —a3_41a14 —a3_41a24 1 0
0 0 0 1

La accion de ¢ sobre (a14 [A1a] + a24 [A24] 4 a34 [Az4]) 1o envia al espa-

cio <[A34]>
* Si s = 2. Como hemos hecho en estudios anteriores, observando el
estudio del caso s = 1, podemos suponer que un espacio arbitrario

de (Tpr)2 (B2) es de la forma ([Asa], a14 [A14] + a24 [A24]) 0 de la forma

([A14], 24 [A2a] + a34 [As4]).

o Comenzaremos considerando el espacio ([Asza], 14 [A1a] + 24 [A24]).
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* Siayy = 0, entonces tenemos el representante ([A1a], [Asza]).

e Siay, # 0, basta tomar el automorfismo:

0 ar4 0 0
-1
Ayy 014 0 0
(P =
0 0 -1 0
0 0 0 1

La accion del automorfismo ¢ envia el espacio
([As4], a14 [A14] + a24 [A2s]) al espacio ([A14], [Ass]), obteniendo

de nuevo la misma 6rbita.
¢ Ahora, consideraremos el espacio ([A14], 24 [Ana] + a34 [Az4]).
* Siaz = 0, obtenemos la 6rbita trivial del espacio ([A14], [An))-

* Siazy # 0, obtenemos el representante ([A14], [Az4]) tomando:

1 0 0 —axuaz)
0 a3 0 0
4) B -2 -1
0 —anay asy 0
0 0 0 1

* Sis = 3. Tenemos la 6rbita de (Tpr)s (B2) = {{[A14], [A24], [As4]) }.

3. Construimos cada una de las dlgebras correspondientes a los representantes de

6rbitas que hemos calculado.

Lema 4.5. Sea A una extension central de Lie-binaria que no es Malcev ni split de la dlgebra

B, entonces esta es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras no isomorfas entre si:

(B2)s le1,e2] =3 [es,ea] = €3+ 65

(B2)s.2 le1,e2] = e3 e es] =3 le1,e4] = e5

(B2)e3 le1,e2] =e3 es,es] =e3+es [er,ea] =e6

(B2)oa @ [e1,e2] =e3 [es,ea] =3 le1,ea] =5 e e4] =6
(B2)75 le1,e2] =e3 [es,eql =e3+er [e1,eq] =5 [er,e4] =66
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Recopilando los resultados obtenidos en esta seccién, podemos dar por probado
el Teorema 4.3 de clasificacion de las dlgebras de Lie-binarias que no son de Malcev

de dimension n con anulador de dimensiéon n — 4.
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Conclusiones

ste documento ha estudiado el problema de clasificacién salvo isomorfismos

de las dlgebras con anulador no nulo, desarrollando un procedimiento gene-

ral para clasificar este tipo de dlgebras en distintos escenarios posibles. Con
este fin, se ha hecho uso de la nocién de extensiéon por anulador de una dlgebra, que
permitia construir clasificaciones de dimensiones superiores a partir de clasificaciones
de dimensiones inferiores. Como resultado, esta memoria ha quedado dividida de la
siguiente forma.

En el primer capitulo, se ha incluido una breve introduccién a la teoria de 4lge-
bras no asociativas, que recoge todos aquellos conceptos elementales que han ido
surgiendo a lo largo de la misma.

En el segundo capitulo, se ha construido un procedimiento que permite calcular
la clasificacién de las extensiones por anulador no split de una 4lgebra, en virtud del
cual es posible obtener clasificaciones de las dlgebras de dimensién n con anulador
de dimensién m a partir de la clasificacion de las dlgebras de dimensioén n — m. Para
mostrar la viabilidad de este procedimiento, se ha aplicado al problema concreto de
clasificar las algebras de dimensién #n con anulador de dimensién n — 2, utilizando la
clasificaciéon de las dlgebras de dimensién dos.

En el tercer capitulo, se ha construido un nuevo procedimiento a partir del cual es
posible obtener la clasificacion de las extensiones por anulador no split de una 4lgebra
que pertenecen a una clase definida por identidades polinémicas. Posteriormente, se
ha aplicado este procedimiento al problema de clasificar las dlgebras anticonmutativas
de dimensién n con anulador de dimensién n — 3, utilizando la clasificacién de las
algebras anticonmutativas de dimension tres.

En el cuarto capitulo, se ha abordado otra variante del problema, la de clasificar
las extensiones por anulador no split de una élgebra que pertenecen a una clase

definida por identidades polindmicas pero que no pertenecen a otra clase definida de
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la misma forma. Esta variante se resuelve adaptando ligeramente el procedimiento
del capitulo anterior. Finalmente, se ha aplicado esta nueva versién al problema
de clasificar las dlgebras de Lie-binarias que no son de Malcev de dimensién n con
anulador de dimensién n — 4, utilizando la clasificacién de las dlgebras de Lie-binarias

de dimensién cuatro.

Aunque en esta memoria se hayan resuelto algunas de las incégnitas en torno a
la clasificaciéon de algebras con anulador no nulo, aun existen otras cuestiones que
deben ser estudiadas en futuros trabajos.

Uno de estos interrogantes seria el de si es posible adaptar el procedimiento
desarrollado en el tercer capitulo al problema de clasificar extensiones por anulador
de una clase definida por pseudoidentidades. Mds aun, se podria estudiar si es posible
construir un procedimiento para clasificar extensiones por anulador de cualquier
clase (incluyendo las no definidas por identidades ni por pseudoidentidades).

Otro interrogante que queda abierto gira en torno a la posibilidad de construir
un procedimiento todavia més general, que permita clasificar todas las extensiones,
en el sentido usual del término, de una algebra. Pues a partir de él, seria posible
obtener clasificaciones de dlgebras no simples de dimensiones superiores utilizando

clasificaciones de dimensiones inferiores.
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Apéndice A

Algebras de partida

n este apéndice, reunimos de forma concisa todas aquellas clasificaciones

algebraicas conocidas que han sido utilizadas a lo largo de esta memoria

como punto de partida para calcular sus extensiones por anulador, aplicando

el procedimiento correspondiente en cada caso, con el fin de obtener cada una de las
clasificaciones algebraicas que hemos presentado.

Esto incluye la clasificacién de las dlgebras de dimensién dos, la clasificacién de

las dlgebras anticonmutativas de dimension tres y la clasificacion de las algebras de

Lie-binarias de dimension cuatro. Cada una ellas, la hemos resumido en una tabla

diferente junto con informacién adicional de utilidad para nuestro propésito.

A.1. Clasificaciéon de las algebras de dimensién dos

En virtud del articulo de Ivan Kaygorodov y Yuri Volkov [1], tenemos la cla-
sificacion, salvo isomorfismos, de las algebras de dimensién dos sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. Esta clasificacion distingue seis clases de algebras segtun
el namero de elementos idempotentes, esto es, elementos ¢ € A con e # 0 tal que

2

e~ = e, y el nimero de elementos 2-nil, esto es, elementos x € A con x # 0 tal que

x2 = 0. Estas clases son:

= Las dlgebras de la clase A no tienen elementos idempotentes y los elementos

2-nil generan un tnico subespacio de dimensién uno.

» Las élgebras de la clase B no tienen elementos idempotentes y tiene dos elemen-

tos 2-nil linealmente independientes.
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= Las algebras de la clase C tienen un tinico elemento idempotente y no tienen

elementos 2-nil.

= Las dlgebras de la clase D tienen un tinico elemento idempotente y un elemento

2-nil.

= Las algebras de la clase E tienen dos elementos idempotentes linealmente

independientes.
» La clase formada por la dlgebra de productos nulos de dimensién dos Nj.

Para dar la clasificacién algebraica desarrollada en el citado trabajo, es necesario
introducir cierta notacién relativa a los conjuntos sobre los que estdn definidas las

familias de 4lgebras de cada clase.

Notacién A.1. En primer lugar, consideramos la accién del grupo ciclico C; = (o | p?)
sobre k definida por o = —a para o € k. Fijamos un conjunto de representantes de drbitas y

lo denotamos por k>g. De este modo, si k = C, entonces podemos tomar
Cso={a€C|Re(w) >0}U{a € C|Re(x) =0,Im(a)>0}.

De igual forma, consideramos la accion del grupo ciclico Cp sobre k* \ {1} definida por
Po = ot para a € k*\ {1}. Fijamos un conjunto de representantes de 6rbita bajo esta

accién y lo denotamos por k< 1. Por ejemplo, si k = C, entonces
Cili={acC||a]>1}U{aeC"||a|=1,0 <arg(a) < m}.

En segundo lugar, consideramos la accion de Cy sobre k* que viene dada por la aplicacion
P(a,B) = (1—a+B,B)para (a, B) € k*. De nuevo, fijamos algiin conjunto de representates
de orbitas bajo esta accion y lo denotamos por U. Asimismo, introducimos el conjunto
T={(a,B) €K*|a+p=1}.

Finalmente, definimos D(w,B,7,8) = (& +v)(B+6) — 1, para (a,B,7,9) € k*.
Para cada elemento («, B, 7y, ) tal que D(w, B,y,0) # 0 definimos C1(«, B,y,6) = (B,9),

Ca(a, B,7,6) = (7,0) y Cala, B, 7,6) = (B lirt), 2o lf) ). Consideramos

{(€1(1),Ca(D), C5(1) | T € K, D(T) £ 0,61(T), Ca(T) & T C (K2
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Claramente, el grupo simétrico Sz actia sobre este conjunto por medio de
7(C1(T),Co(T), C3(T)) = (Co1(1)(T), Cp1(2)(T), Co1(3)(T)) para o € S3. Observar que
existe un conjunto de representantes de rbita por esta accién V tal que si (C1,Ca,C3) € V'y

C1 # Cy, entonces C3 # C1, Cy. Fijamos Y de esta forma y definimos
V={T €k | D) #0;,C(T),Ca(T) ¢ T, (C1(T),C2(T), C5(T)) € V}.

Ademds, definimos C(T') = {C1(T),Co(T),C3(T)} C k* para T € V.

En la Tabla A.1, recopilamos la clasificacién salvo isomorfismos de las adlgebras
de dimensi6n dos, proporcionada por el trabajo citado. Para una base {e1,e,} de A,
la primera columna denota el nombre dado a dicha 4lgebra, la segunda columna
indica la multiplicacién de la 4lgebra y la tercera columna muestra el grupo de
automorfismos correspondiente, que también puede encontrarse en el mismo articulo.
Como consecuencia de esta clasificacién, tenemos el siguiente corolario acerca de

las 4lgebras con anulador no nulo de dimensién dos, cuya demostracion es sencilla.

Corolario A.1. Sea A una dlgebra de dimensién dos con Ann(A) # 0, entonces es isomorfa

a A3, Dz(0,0) 0 N2.
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Algebra (A)

Multiplicacién

‘ Grupo de automorfismos (Aut)

eje1 = ey +ey, e1e =ney, 1 0
Ay(a),a €k { tx € k}
erer =0, eer = (1—a)ey x 1
eje = e, ejep =ey, 1 0
Ay { tx € k}
erep =0, epe; = —en x 1
eje1 = ey, e1ep =0, x 0 .
As 171 2 172 { cx €k, y ek}
epep =0, ee; =0 y x2

A4(D¢),¢X S kzo

eje; = xey +e, ejep = e +aey,

0
} sia=0,
1

exep =0, €] = —€
{1} en otro caso
ere1 =0, ejep=(1—a)e;+ey,
Bi(a),a €k {1}
exep =0, epep =wae; —ep
ere; =0, erea=(1—a)ey, x 0
By(a),x €k { tx € k'}
erep =0, ege; = aeq 0 1
e1e1 =0, ejep =ep, 1 0
B; b 2o { ix €Ekyek}
exep =0, epep = —ep Xy
-1 0 .
C(a,B), ete; = ey, erer = (1—a)ey + Pea, {b, 0 1 }osip=0,
(a0, B) € k x k>g exep =3, exe; = aep — Per
) (1) Sip#0
1 1 .
Dy (, B), ere; =e;, e = (1—a)ey + e, {L, }osip=2a-1,
0 -1
(D{, ) el exep =0, e = weyp — ﬂffz
p {1} sip#20—1
D> (w, B), e1e1 = eq, e1er = e, 1 0
2(a, B) 11 =e1, ere 2 ( ek
(,B) € K\T erer =0, exe; = Per 0 «x
D3(a, B), ere; =eq, ejep = e +ae, o
(a,B) € \T eper =0, exe = —e1 + Per
S si(a,r)=(,B) #(-1-1),
Eqy(a,B,7,9), erep = e, erex = aer + fey, . )
Ss si(a,y)=(08)=(-1-1),
(2, 8,7,0) €V exey = ey, exe; = yey +dep
{1}  enotro caso
Ex(a,B,7), ere; = ey, erex = (1—a)e; + Pey,
5 {1}
(a,B,7) € K>\k x T eey = ey, epe] = aep + ey
Ez(a,B,7), ereg =61, erep=(1—a)yer + 262, Sy siy=—-lya=28,
(a,B,77) € k% x k24 exey = ey, epe] = ayep + #62 {1} enotro caso
eje; =e1, ejep =e1+ey,
E, {1}
exer =e3, ee; =0
ereg = ey, erep = (1—w)ey +aey, x y
Es(a),a € k { cx,y € kx #y}
erep = ey, exe; =aep+ (1 —a)ey 1-x 1-y
e1e1 =0, eep =0,
N> b 17 GL(2,k)
€6y = 0, ee] = 0

TaBLA A.1: Algebras de dimensién dos médulo isomorfismos.

Donde {1} denota el grupo trivial, S, y S3 denotan el grupo simétrico de dimen-

sion dos y tres y GL(2, k) denota el grupo lineal general de grado dos.
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A.2. Clasificacion de las algebras anticonmutativas de di-

mension tres

La clasificacion médulo isomorfismos de las dlgebras anticonmutativas de dimen-
sidén tres se tiene gracias al articulo de Nurlan Ismailov, Ivan Kaygorodov y Yury
Volkov [11]. En la Tabla A.2, presentamos dicha clasificacién de forma sintética. Para
una base {ej, ey, e3} de A, la primera columna denota el nombre de la édlgebra y la
segunda columna indica la multiplicacién de la dlgebra. En ella, hemos omitido aque-
llos productos que se deduzcan de la anticonmutatividad de la dlgebra y aquellos

que son igual a cero.

Algebra (A) | Multiplicaciéon

g1 €263 = €1

92 €13 = €1 €263 = €3

gg‘,zx € k21 e1e3 =¢e1+ e €263 = K€y

g4 €1€2 = €3 €1€3 = —é3 exe3 = €1
0 € k>1 | ejex = e3 €163 = €1 +e3 ere3 = ey
o) e1er = e exe3 = €

o e1e2 = e3 e1es = eq exe3 = €3
N3

TABLA A.2: Algebras anticonmutativas de dimensi6n tres médulo
isomorfismos.

Donde hemos denotado por k> al conjunto k%, U {0,1}.
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A.3. Clasificacion de las dlgebras de Lie-binarias complejas

de dimensioén cuatro

La clasificacion de las dlgebras de Lie-binarias complejas de dimension cuatro
viene dada por el trabajo [47] de Yury Volkov, Ivan Kaygorodov y Yury Popov. La
Tabla A.3 recoge dicha clasificacion.

Para una base {ej, e, e3,e4} de A, la primera columna denota el nombre dado
a la dlgebra y la segunda columna indica la multiplicacién de la 4lgebra, en la que
volvemos a omitir aquellos productos que se deduzcan de la anticonmutatividad
de la dlgebra y aquellos que son igual a cero. Adicionalmente, utilizando la funcién
desarrollada en el Apéndice B en Wolfram Mathematica, hemos estudiado cuéles de
estas dlgebras de Lie-binarias son de Lie o de Malcev, incluyendo dicha informacién
en una tercera columna. En el caso en el que no se indique nada, queremos decir que

no es ni de Lie ni de Malcev.

Algebra (A) Multiplicacién Clase

n3 & C le1,e2] =e3 Lie

n [e1,e2] =e3 le1,e3] = eq Lie

rp @ C2 [e1,e2] = e2 Lie

D1 [e1,e2] = ez les,eq] = Lie

sh®C le1,€2] = e e1,e3] = le2,e3] = e1 Lie

81 1, 2] = e le1,e3] = e1,e4] = ¢4 Lie

(),aeC le1,e2] = ez le1,e3] = le1,e4] = e3 + wey Lie

g (a),aeC le1,e2] = ez le1,e3] =e3 le1,e4] = ey [e2,e3] = €4 Lie st =2,
Malcev sia = —1

FACH)] [e1,e2] = €2 ler,e3) =ex+aes  [eq,ea] = e3+ Pes Lie

gs(a),x €Cx1 | [er,e2] =€ ler,es] =ex+ames  [erea] = (1+a)es  [e,e3] =eq | Lie

86 le1,e2] = e3 les,eq] = e3

TABLA A.3: Algebras de Lie-binarias de dimensién cuatro médulo
isomorfismos.

La algebra g, (a1, B1) es isomorfa a g, (w2, B2) siy solo si tras alguna permutacion
de los pardmetros las proporciones 1 : a3 : B1y 1 : ap : B2 coinciden , donde
a1, 42,81, B2 € C. Salvo esta excepcion, el resto de dlgebras son no isomorfas dos a

dos.
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Apéndice B

Algebras en Wolfram Mathematica

n este apéndice, hemos recopilado aquellas funciones elaboradas con el
proposito de resolver algunos de los cdlculos rutinarios que han surgido en
el desarrollo de esta memoria, como son el comprobar si una dlgebra cumple
una determinada identidad polinémica o el calculo del grupo de automorfismos de
una algebra. Estas funciones estan escritas en Wolfram Language (el lenguaje de

programacion de Wolfram Mathematica).

B.1. Definicion de algebras

Sea A una élgebra con una base {ey, ..., e, }. Sean ci-‘]- € k los escalares tales que
la multiplicacién de A viene dada por los siguientes productos entre vectores de la
base:

n
ejoej = Zcf?jekparal <ij<n
k=1

A estos escalares se los denomina constantes estructurales de la algebra A. Con ellos,

podemos considerar el siguiente array.
Infi= A = Array[c, {n, n, n}];

En el cudl definimos c[i,j, k] = ci-‘]. paral < i,j,k < n. Por ejemplo, si A es de

dimensién tres, tenemos:

In2:= A = Arraylc, {3, 3, 3}1;

MatrixForm[A]
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rc1,1,1]\ (c[1,2,1]\ [c[1,3,1])
e ef1, 2, 2] 611, 1. 3
cfl; 1, 31 ) A\€(1; 2,3] ) ¢, 3,37
e[2,3, 1'% 2y 2511 A of] PR T [l

out[2]= £[2, 1, 2] c[2, 2, 2] c[2, 3, 2]
c(2,1,3]) \e[2,2,31) l\e[2,3, 3]
fel3, 4. 11\ fel3: 2,118 jefd; 3. 1]
c[3,1, 2] c[3; 2,:2] ¢[3; 3,2
vel3:9, 31 4 \el3: 2:3] ) c[3, 331}

-
-
-
-
-
-

En donde, c[i, j, k] = ci-‘]- paral <i,jk <3.
Asimismo, dos elementos x,y € A tales que x = Y} _; xxex ey = Yj_; Ykex, vienen

dados por los array:

In[8]:= x Array[xc, n];

y = Arraylyc, n];

En donde definimos xc[k] = x; e yc[k] = yx paral < k < n.

De este modo, la multiplicacién de dos elementos x,y € A es el resultado de

aplicar la funcién:

In4l:= m[x , yv , A ] := Transpose[x.A].y

B.2. Identidades polinémicas

Utilizando la funcién de multiplicacién de una dlgebra que hemos definido en la
seccién anterior, podemos definir identidades polindmicas por medio de funciones.

Los polinomios correspondientes a algunas de ellas son:

In5]:== Asociativalx , y , z , A ] :=
m[m[x, y, A], z, A] - m[x, m[y, =z, A], A];
IJacobil[x , v, z , A] :=
m[m[x, y, A], z, A] + m[m[y, =z, A], x, A]
+ m[m[z, x, A], y, A];
IMalcev|[x , v, z , A ] :=
IJacobil[x, y, m[x, =z, A], A]
- m[IJacobil[x, y, z, A], x, A];

IBinary[x , v, A ] := IJacobi[m[x, y, A], x, y, Al;
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La siguiente funcién comprueba si una algebra (o una familia de dlgebras), cuya

multiplicacién viene dada por un array, cuample una identidad polinémica correspon-

diente a un polinomio de k({a1, ..., as}).

Infe]:= CheckClassP[A , P , s ] := Module[{dim, xvectors, x,

Sol},
(*Obtenemos dim(A) %)

dim = Length[A];

(xDefinimos los vectores x1,...,xsx)

xvectors = Array[x, {s, dim}];

(*Comprobamos si A satisface P(x1l,...,xs)=0x)

Sol = DeleteDuplicates[FullSimplify[SolveAlways]|

P[Sequence (@@ Table[xvectors[[k]],

{k, 1, s}], A] == 0, Flatten[xvectors]]l]l];

(*Mostramos una respuesta en base a lo obtenidox)

(*Si A es una familia que satisface P=0 en ciertos

casos, indicamos estos casosx)

If[Sol == {{}}, Print["SATISFACE la identidad ", P],

If[Sol == {}, Print["NO SATISFACE la identidad ", P],

Print ["SATISFACE la identidad ", P, " si:"];
Print [Or @@ And @@R Sol /. Rule -> Equal

// LogicalExpand];]1]1]

Como ejemplo, comprobaremos que (N7)3, es una élgebra de Lie.

In[7]= (*Definimos los polinomios correspondientes a las

identidades de anticonmutatividad y de Jacobi.

La de Jacobi ya la tenemosx)

Anticonmutatival[x , v, A ] := m[x, y, A] + m[y, x, A];

In8:= (*Definimos el array correspondiente al producto de Ax)
A= {{{0, O, O}, {O, O, 1}, {O, O, O}},
{{o, o, -1}, {0, 0, 0O}, {0, O, O}},
{{o, o, o}, {0, 0, 0}, {O, O, O}}};
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MatrixForm[A]

CheckClassP[A, Anticonmutativa, 2]

CheckClassP[A, IJacobi, 3]

iy

-

s O s T T o Y s Y s Y = s R e

—

o o o oo o oo o 4

-
-
—

out[8]=

—
-
—

SATISFACE la identidad Anticonmutativa

SATISFACE la identidad IJacobi

En efecto, la dlgebra (N3)s es de Lie.

De igual forma, podemos encontrar las dlgebras de una familia de dlgebras que
cumple una cierta identidad. Por ejemplo, para la familia de dlgebras de dimensién
cinco correspondiente al siguiente array con pardmetros a,b y ¢, comprobaremos si

cumple alguna de las identidades que hemos definido en esta seccion.

n@]:= A = {{{0, O, 1, O, a},
{0, b, 1, o, 0}, {0, 0o, 0, 0, 0}, {O, O, O, O, O},
{o, o, o, o, 0}}, {{O, ¢, O, 1, 0O}, {O, O, O, O, 1},
{0, o, o, o, o}, {0, o, 0o, 0, 0}, {0, O, O, O, 0O}},

{{OI 0’ Ol 0’ 0}’{01 4 0’ O}I {OI 0’ Ol 0’ 0}’

4

{0,

14 4

0, O
4 o}l {0, OI OI 0’ 0}}’ {{0, 0’ OI OI 0}’
o, o, o, 0}, {0, 0, 0, O, 0O},

4

0, 0, O
{o, o, o, o, 0}, {0,
{o, o, o, o, 0}}, {{0, 0, 0, O, O}, {0, O, O, O, O},

14 4

{o, o, o, o, 0},{0, 0, 0, 0, O}, {O, O, O, O, O}}};

In[10]:=
CheckClassP[A, Asociativa, 3]
CheckClassP[A, IJacobi, 3]

CheckClassP[A, IMalcev, 3]
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CheckClassP[A, IBinary, 2]

CheckClassP[A, Anticonmutativa, 2]

SATISFACE la identidad Asociativa si:
b==0&&c==

SATISFACE la identidad IJacobi si:
(b==0&6&c==0) | | —~c==b

SATISFACE la identidad IMalcev si:
(b==0&&c==0) | | —c==b

SATISFACE la identidad IBinary si:
(b==0&&c==0) | | -c==b

NO SATISFACE la identidad Anticonmutativa

Por lo que la familia que hemos considerado contiene:
» Algebras asociativas cuando b = ¢ = 0.
= Algebras que cumplen la identidad de Jacobi cuando b = —c.
= Algebras que cumplen la identidad de Malcev cuando b = —c.

» Ningun dlgebra anticonmutativa y por tanto, ningtn algebra de Lie, ni de

Malcev, ni de Lie-binaria.

Observacién B.1. Toda dlgebra satisface las identidades polindmicas Py =0y P, = 0siy
solo si satisface Py + P, = 0, para P; € k(X;) con Xy y Xo conjuntos disjuntos de variables.

Por lo que para comprobar si una dlgebra o una familia de dlgebras cumple un conjunto
de identidades que vienen dadas por polinomios P; € k(X;), con X; conjuntos disjuntos de s;

variables, bastard con introducir en la funcion el polinomio P = Y;_; Pi € k(Ui_, Xi).

Por ejemplo, vamos a comprobar que (N3 )3 es de Lie utilizando la funcién una

sola vez.

In[11]:= AntiyJacobi[xl , x2 , x3 , x4 , x5 , A ] :=
Anticonmutatival[xl, x2, A]
+ IJacobi[x3, x4, x5, A];

CheckClassP[A, AntiyJacobi, 5]

SATISFACE la identidad AntiyJacobi
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B.3. Cailculo del anulador de una dlgebra

La siguiente funcién nos permite calcular el anulador de una algebra o de una

familia de élgebras.

In[12]:= CompAnn[A ] := Module[{dim, x, y, SolLog},

dim = Length[A];

X Array[xc, dim];

Yy Array[yc, dim];

SolLog = Reduce[Not[Eliminate][
Not [m[x, vy, A] == 0 && m[y, x, A] == 0],
Flatten[y]]], Flatten[x]] // LogicalExpand;

Print [SolLog];]

Como primer ejemplo, vamos a comprobar que el anulador de D»(0,0) es el

espacio generado por e.

In[13]:=
A = {{{1, 0}, {O, O}}, {{O, O}, {O, O}}};
MatrixForm[A]

CompAnn [A]
il 1]
(o]
Out[13]= 0
o) o]
xc[1l]==

Esta expresion indica que el anulador de la 4lgebra D,(0,0) esta formado por los

vectores (x1,x2) donde x; = 0, por lo que Ann(D;(0,0)) = (e2).

Como segundo ejemplo, calcularemos el anulador de las 4lgebras cuya familia se

corresponde con el siguiente array con pardmetros a, b, ¢, d.
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In[14]:=
A = {{{1, O, O}, {2, O, O}, {O, O, O}},
{{b, 0, 0}, {c, 4, O}, {0, O, O}},
{{o, o, o}, {0, 0, 0}, {O, O, O}}};
MatrixForm[A]
CompAnn[A]
.'.'1'- fE .'|:|'-
O 0 O
A R A I R
cho R e 10
Out[14]= O d O
A L A I R
0y 0y (00
O 0 O
A 1L L O I A
(xc[1]==0&6&xc[2]==0) | | (a==0&&b==0&&c==0&6&&d==0&&xCc[1]==0) | |
(b==a&&-Sqgrt [c]==b&&d==0&6&xc[2]==—(xc[1] /D) &&b!=0) | |
(b==a&&Sqrt [c]==b&&d==0&6&xc[2]==-(xc[1]/b) &&b!=0)

A partir de esta expresion logica, deducimos que:
» Sia=b=c=d =0, entonces el anulador es (e, e3).
. 1
w» Sia=0b=+/c,c #0yd =0, entonces el anulador es (¢; — Eez, es).

» En otro caso, el anulador es (e3).

B.4. Calculo del grupo de automorfismos de una dlgebra

A continuacién, presentamos una funcién que permite calcular el grupo de auto-

morfismos de una dlgebra o de una familia de dlgebras.

In[15]:= CompAut[A ] := Module[{dim, x, y, aut, SollLog,

SolRules},

dim = Length[A];
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X Array[xc, dim];

y Array[yc, dim];

aut = Array[autc, {dim, dim}];

SolLog = Reduce[Not[Eliminate][

Not [m[aut.x, aut.y, A] == aut.m[x, vy, A]],

Union[Flatten[x], Flatten[y]]]], Flatten[aut]];

SolRules = {ToRules[SolLog]};
Table[If[ToString[FullSimplify|[
Det[aut /. SolRules[[k]]1]1]] == "O", ,

Print [Or@And@@SolRules[[k]] /. Rule -> Equal

// LogicalExpand]], {k, 1, Length[SolRules]}];]

En el primer ejemplo, calcularemos el grupo de automorfismos de la dlgebra de

Lie-binaria g.

In[16]:=

A = {{{0, O, O, O},
{0, 1, o, o0}, {0, O, 1, O}, {O, O, O, 1}},
{{o, -1, o, o}, {0, 0o, 0o, O}, {0, O, O, 0},
{o, o, o, 0}}, {{O, O, -1, O}, {O, O, O, O},
{o, o, o, o}, {0, o, 0o, O}}, {{O0, O, O, -1},
{o, o, o, o}, {0, o, o, 0}, {0, 0, O, O}}};
MatrixForm[A]

CompAut [A]
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_\
-

IDDI:II:II:I

=

-

s T e R o Y s R e R e N e I s s Y s Y s Y s Y o Y s Y = |

-

s T e R o Y e R e R e e O s s Y s Y s Y s Y s Y Y o Y e |

-

oo oo o oo o ooopRk o oo

_\
S
- -
- -

out[16]=

- -
- -

_H__
|
[ T Y o Y
[y
—

-H._
S
-
-

o s Y s Y

|
s

autc[l,1l]==1&&autc[1l,2]==0&&autc([1l,3]1==0&&autc[1l,4]1==0

Por tanto, el grupo de automorfismos de g; estd formado por matrices no singula-

res de la forma:
1 0 0 0

X21 X22 X23 X4
X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43  X44q

En el segundo ejemplo, calcularemos el grupo de automorfismos de las algebras

de Lie-binarias g»(a).

In[17]:=

A= {{{0, O, O, 0},
{0, 1, o, o}, {0, O, 1, 0O}, {O, O, 1, a}},
{{o, -1, o, o}, {0, 0, 0, 0}, {0, O, O, O},
{0, o, o, 0}}, {{o, o, -1, 0}, {0, O, O, O},
{0, o, o, o}, {0, 0o, 0, O}}, {{O, O, -1, -a},
{0, o, o, o}, {0, o, 0o, 0}, {O, O, O, O}}};
MatrixForm[A]

CompAut [A]
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-

o o o o oo oo oo oD oD o0 R O

-

o oo o o oo oo o oo oo

-

s O e Y e Y s Y e Y e e N e e e Y e Y e O S Y s N e

-
-
S

Out[17]=

- -
- -
-

- -
- -

_\
=
-

a==0&&autc[l,1l]==1&&autc[l,2]==0&&autc[1l,3]==0&%&
autc[l,4]==0&& autc[2,4]==autc[2,3]&&autc[4,2]==

&&autc[4,3]==0&& autc[4,4]==autc[3,3]—-autc[3,4]

a==l&&autc[l,1l]==1&&autc[l,2]==0&&autc([1l,3]1==0&&
autc[l,4]==0&&autc[2,3]==0&&autc[4,2]==0&&

autc[4,3]==0&&autc[4,4]==autc[3, 3]

autc[l,1l]==1&&autc[l,2]==0&&autc[1l,3]==0&%&
autc[l,4]==0&&autc[2,4]==—(autc([2,3]/(-1+a)) &&
autc[4,2]==0&&autc[4,3]==06&4&

autc[4,4]==autc[3,3]—-autc[3,4]+a autc[3,4]

Puesto que la primera y la segunda expresion légica son casos particulares de la
tercera, para cada a € k, el grupo de automorfismos de la dlgebra g,(a) esta formado

por las matrices no singulares de la forma:

1 0 0 0
Xo1 X2 (1—a)x Xo4
x31 X3 (1—a)xss+xaa X34

xgq O 0 X44
B.5. Calculo del espacio de cociclos de una dlgebra

La dltima funcién que hemos desarrollado nos permite calcular el espacio de

cociclos de una élgebra (o una familia de dlgebras), cuya multiplicacion viene dada
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por un array, con respecto a k relativo a una identidad polinémica correspondiente a

un polinomio de k({aq, ..., as}).

= Module[{dim, xvectors, bil,

In[18]:= CompZ2P[A , PZ2 , s_] :=

Sollog},
(*Obtenemos dim (A) x)

dim = Length[A];

(*Encontramos las aplicaciones bilineales que

cumplen PZ2=0, para el producto de Ax)

xvectors = Array[x, {s, dim}];

bil = Array[bilc, {dim, dim}];

SolLog = Reduce[Not [Eliminate][

Not [PZZ[Sequence (@@ Table[xvectors[[k]],

{k, 1, s}], A, bil] ==0], Flatten[xvectors]]],

Flatten[bil]] // LogicalExpand;

Print [SolLog];]

Para utilizar esta funcién, es necesario introducir la condicién que define a las

aplicaciones bilineales del espacio de cociclos que estemos considerando. Algunos

ejemplos (extraidos del Ejemplo 3.1) son los siguientes:

In[19]:= (*Propiedad del espacio de cociclos

relativo a la identidad de Jacobix)
ZJacobi[x , v, z , A, coc_] := (m[x, y, A]l.coc).z
x, Al.coc).y;

+ (m[y, z, Al.coc).x + (m[z,

(xPropiedad del espacio de cociclos
relativo a la identidad anticonmutativax)

ZAnticonmutatival[x , v, A , coc ] :=

x.coc.y + y.coc.x;

Utilizando un argumento anélogo al de la Observacion B.1, podemos obtener el

espacio de cociclos relativo a la clase de las algebras de Lie a partir de la condicioén:
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In[20]:== ZAntiyJacobi[xl , x2 , x3 , x4 , x5 , A , coc_] :=
ZJacobi[x1, x2, x3, A, coc]

+ ZAnticonmutatival[x4, x5, A, coc]l;

De la misma forma, podemos definir el espacio de cociclos relativo a la clase de

las dlgebras de Malcev y a la clase de las dlgebras de Lie-binarias.

In[21]:= ZMalcevi[x , v, z , A , coc_] :=
ZJacobi[x, y, m[x, =z, A], A, coc]
— IJacobilx, y, z, A].coc.x;
ZAntiyMalcev[xl , x2 , x3 , x4 , x5 , A, coc_] :=
ZMalcev([x1, x2, x3, A, coc]

+ ZAnticonmutativa[x4, x5, A, coc];

ZBinaryl[x , v, A, coc_] :=

ZJacobi[m[x, y, A], x, y, A, coc];

ZAntiyBinary[xl , x2 , x3 , x4 ,A , coc_] :=
ZBinary[x1, x2, A, coc]

+ ZAnticonmutativa[x3, x4, A, coc];

Como ejemplo, calcularemos el espacio de cociclos de las dlgebras de Lie-binarias
g1y ¢2(a) para a € k, definidos en la seccién anterior, relativos a las clases de las

dlgebras de Malcev y las dlgebras de Lie-binarias. Asf, para la dlgebra g tenemos:

In22]:= CompZ2P [A, ZAntiyMalcev, 5]

CompZ2P [A, ZAntiyBinary, 4]

bilc[1l,1]==0&&bilc[2,1]==-bilc[1l,2]&&bilc[2,2]==0&&
bilc[2,3]==0&&bilc[2,4]==0&&b1ilc[3,1]==-bilc[1,3]&&

bilc[3,2]==0&&bilc[3,3]==0&6&bilc[3,4]==0&&bilc[4,4]==0&&

bilc[4,1]==-bilc[l,4]&&bilc[4,2]==0&8&bilc[4,3]==0&s&
bilc[l,1]==0s&&bilc[2,1]==-bilc[1l,2]&&bilc[2,2]==0&&
bilc[3,1]==-bilc[1l,3]&&bilc[3,2]==-bilc[2,3]&sbilc[4,4]==0&s
bilc[3,3]==0&&bilc[4,1]==-bilc[1l,4]&s&bilc[4,2]==-bilc[2,4]s&s

bilc[4,3]==—-bilc[3,4]
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Asi, deducimos que Z%,(g1,C) = (A1, A13,A1a) y Z3,(1,C) = Z2,,.(31,C) que,

como sabemos, es el espacio de las aplicaciones bilineales antisimétricas.

Por otro lado, para la familia de algebras ¢»(a) obtenemos:

In[23]:= CompZ2P [A, ZAntiyMalcev, 5]

CompZ2P[A, ZAntiyBinary, 4]

(a==—1&&bilc[1l,1]==0&8&bilc[2,1]==-bilc[1,2]&&
bilc[2,2]==0s&&bilc[2,3]==0&sbilc[3,1]==—-bilc[1l,3]s&s
bilc[3,2]==0s&&bilc[3,3]==0s&&bilc[4,1]==-bilc[1,4]&&

bilc[4,2]==-bilc[2,4]&&bilc[4,3]==-bilc[3,4]&&
bilc[4,4]==0) |1 (bilc[1l,1]==0&&bilc[2,1]==-bilc[1l,2]&&
bilc[2,2]==0&&bilc[2,3]==0&&bilc[2,4]==0&&
bilc[3,1]==-bilc[1l,3]&&bilc[3,2]==0&&bilc[3,3]==0&&
bilc[3,4]1==0&&bilc[4,1]==-bilc[l,4]&&bilc[4,2]==0&&

bilc[4,3]1==0&&bilc[4,4]==0&&1+a!=0)

(a==-1&&bilc[1l,1]==06&&bilc[2,1]==-bilc[l,2]&&bilc[2,2]==0&&
bilc[3,1]==-bilc[1l,3]&&bilc[3,2]==-bilc[2,3]&&bilc[3,3]==0&%&
bilc[4,1]==-bilc[1l,4]&&bilc[4,2]==-bilc[2,4]&&bilc[4,4]==0&&
bilc[4,3]==-bilc([3,4]) ||
(a==1&&bilc[1l,1]==0&&bilc[2,1]==-bilc[l,2]&&bilc[2,2]==0&&
bilc[2,3]==0&&bilc[3,1]==-bilc[1l,3]&&bilc[3,2]==0&&
bilc[3,3]1==0&&bilc[3,4]==0&&bilc[4,1]==-bilc[1l,4]&s&
bilc[4,2]==-bilc[2,4]&&bilc[4,3]==06&&bilc[4,4]==0) ||
(bilc[1,1]==0&&bilc[2,2]==0&&bilc[2,1]==-bilc[1,2]&&
bilc[2,4]==-(bilc[2,3]/(-1+a))&&bilc[3,1]==-bilc[1l,3]&&
bilc[3,3]==0&&bilc[3,2]==-bilc([2,3]&&bilc[3,4]1==0&&
bilc[4,1]==-bilc[1l,4]&&bilc[4,2]==-bilc[2,4]&&

bilc[4,3]1==0&&bilc[4,4]==0&& (-1+a) (1+a) !=0)

Por tanto, tenemos que:

= Sia =1, entonces

72,(92(1),C) = (A1, A13, A1a) ¥ Z3,(22(1),C) = (A12, A1z, Mg, Aog).
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m Sig = —1, entonces

Z31(82(—1),C) = (A12, A13, Mg, Aog, Asa) y Z5(82(—1),C) = Z3,,:(g2(—1),C).

= En otro caso, tenemos que

Z3,1(g2(a),C) = (A1, A13, A1a) y Z3;(22(a),C) = (A2, A1z, Arg, (1 —a) Mgz + Aog).

A partir de esta funcién, y utilizando el Lema 2.7, podemos calcular facilmente el

segundo espacio de cohomologia de una algebra con respecto a k relativo a una clase.
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e1e1 =e1+ e
eje; =e1 + e
eje; =e1+ e
eje; =e1+ e
e1e1 = ey +e3

€161 = €2
ele1 = ey + Aes
€161 = €2
€161 = €2
€161 = €2
€161 = €2

e1e1 = aeq +ep
e1e1 = ae1 +ep

€161 = ey
e1e1 =0
e1e1 = e3
e1e1 = 0
e1e1 = 0
e1e1 = 0
e1e1 = 0
e1e1 = 0
€161 = e3
e1e1 = €3
€161 = e3
€161 = €3

e1ex = xeyp
€1e2 = €3
€16 = Kep
e1ey = %62
e1er = eén
€16y = e
e1ex = ey
€1y = 0
e1eo =0
€1y = 0
e1ep = e3

e1er = e1 +aep

e1ep = e] +aex +e3
e1ep = e1+e3

erep = (1 —a)e; + e
e1er = (1 —a)er +eo
erer = (1 —a)ey

erep = (1 —a)e; +e3
€16 = €1

erep = (1 —a)e; +e3
€16 = €1

erep = (1 —a)ey

ere = (1 —a)ey

erep = (1 —a)e; +e3
€16 = €1

erer = (1 —w)ey + e3
€261 = €2

erer = (1—w)ep
e = %62 + Aes
ére1 = —er

ee] = —ex + €3
ere1 = —er

ee1 — 0

€81 = €3

€261 = €3

ere1 = Aes

€61 = —€1

€81 = —€1

€261 = —€1

€261 = ey — e
€re1 = nxep — e

€261 = Keq
ere1 = neq
€261 = €3
ere1 = neq
€261 = €3
€1 = neq
€261 = e
€61 = Keq
€261 = €3

€r6y) = 0
€26y = 0
€26y = €3
€26y = €3
€6y = 0
€26y = 0
€€y = €3
€26y = €3
€26y = €3
€26y =
€26y =
€26p = €3
€26y = /\63
€26y = /\63
€26y = €3
€r6y) = )\63
€267 = €3
€€y = €3
€26y = €3
€26y = 0
€26y — 0
€26y = 0
€26) = €3
€26y = /\63
€26y = /\63

TABLA C.1: Algebras de dimensién tres con anulador de dimensién uno médulo isomorfismos. Parte 1.
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e1e1 = e3 e1ep = e ere1 = —ep exer =0
e1e1 = €162 = e eper = —ep +e3 erer =0
€11 =e3 e16r = e €1 = —ep €rey = e3
e1e1 = €162 = €7 €261 = —€2 €26p = €3
)31 eter = ey erex = (1 —a)ey + Per erer = wep — Pey exey = ey + €3
0, 0))3,2()& € kzo) . €161 — ey e1ex = (1 — 06)61 +e3 €261 — eq erey = ey + )\63
))32(A € k>o) ©oelep =6y elex =e €01 = €3 exey = ey + Aes
O,ﬁ 7'é 0))3,2()\ € k) . €161 — ey e16x = (1 — 0()61 + 1362 +e3 €261 — e — ﬁffz €260 = €y + )\63
#0))32(A € k) : eje; =ex ejep =e1+ Per ere; = —Pex +e3 ey = ey + Aes
,B))3,1 eie1 = e e1ep = (1 — (x)e1 + ,Bf?z e8] = Keyp — ‘562 exey = €3
75 %,0))3,2()\ € k) . €161 —e1 e1ex = (1 — CK)€1 +e3 €261 — xeq erey = )\63
0)3/2(()\, 0) € U) Ioe1e1 =61 e = %61 +e3 exe] = %81 €6y = Aes
75 %,0))3/3()\,]4 € k) Toe1e1 =61 elep = (1 — 6()61 + Aes ere1 = weq + €3 exer = yes
0))3[3((}[, )\) S U) . e1e1 =e1 e1ep = %81 + /\63 €81 — %81 +e3 €202 = es
a—1#0))34((A,0)€U) : ereg=e1 erea=(1—a)eg+ (2a—1)ex ere; =aeg — (e —1)ex +e3 exer = Aes
,B))3,4(/\ € k) (,B 75 200 — 1, 0) . e1e1 =e1 e1ep = (1 — CK)€1 + ,BEZ €1 = e — ‘56‘2 +e3 €rep — )\63
B))a1 ©oe1e1 =61 e1ex = ey exe; = Per erer = €3
0)3,2 €161 = e1 e1ex = aey €1 = e3 €rxey = e3
0)33 . e1e1 =e; e1ep = ey ere1 = e3 exep =0
0))34(A € k) : e1e1 =e; e1ey =e3 ere1 = Aes erer = e3
O))3/5(A € k) I e1e1 =e1 e1ep =e3 ere1 = Aes exer =0
B#0)36 . oelep =ep ejex; = aex +e3 exer = Pey exer = €3
,B 75 0)3,7 :oe1e1 =e1 e1ep = wep +e3 €81 — [362 €26y — 0
,B))3a :oeiep =e1 ejep =ep+aep exe1 = —eq + Per €202 = €3
,ﬁ))g',z()\ € k) 1 e1e1 =e1 ejep =e1+e3 exer = —e1 + Per €6y = Aes

TABLA C.2: Algebras de dimensién tres con anulador de dimensién uno médulo isomorfismos. Parte 2.
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(D5(0,0))3,3(A, u € k) erer = e
(D3(a # 0, B))34(A € k) ere; = e
(Ex(a, B,7,9))31 e1e1 =€
(E1(a, B,7,0))32(A € k)

(y#pBod #ua) e1e1 = e
(E1(e, B, B a))32(A € k21 U{1}) : ere1=e
(Ex(a, B,7))31 erer =€
(E2(a, B,7))32(A € k) ee1 =€
(Es(a, B,7))31 e1e1 =€
(Es(a, B,7))32(A € k)

(B#aoy #-1) erer = e
(Es(a, &, —1))3p(A € kKL, U{1}) e1e1 = ey
(E4)31 e1e1 = €1
(E4)32(A € k) e1e; = e
(Es(a))3a e =@
(Es(a))32 e =0
(E5(1/2))33 €161 = €1
(N2)31 e1e1 = e3
(N2)32 erer =0
(N2)33(A € k) ere; = Aes

e162 = e1 + Aes
e1ep = e+ wep
e1er = wey + Per

e1ep = wey + Pex +e3

e1ep = ey + Pex +-e3

erer = (1 —wa)e + Ber

erep = (1 —w)e; + Pex +e3
erer = (1 —a)ye; + gez

ere; = (1 —a)yer + gez + e3
erep =—(1—wa)ey —aer+e3
elex =e;+ e

e1ep = e +ex+e3

erep = (1 —a)e; + aep

erep = (1 —w)e; + aex +e3

eje = %61 + %62 +e3
e1ep =0
€162 = €3
e1ep =0

€61
€261
€261

€1
€261
€261
€61
€201

€61
151
€61
€261
€261
€61
€1
151
€1
151

= —e1+e3
= —e1 + Per +e3
= yer + ey +e3

= ye1 + dexr + Aes

= Be; + aey + Aes
=uwe; +yer te3

= ey + yer + Aes
=ayer + #62 +e3
= ayer + %62 + Aes
= —ae; — (1 —a)ey + Aes
= A€3

=wae;1+ (1—a)ex +e3
=we1+ (1 —a)ex —e3
= %61 + %62 +e3

=0

— o3

TaBLA C.3: Algebras de dimensién tres con anulador de dimensién uno médulo isomorfismos. Parte 3.

€262 = les
€26y = )\63
€262 = €2
€26y = €7
€262 = €3
€28y = €3
€262 = €3
€26y = €7
€26p = €2
€26y = €7
€€y = €
€262 = €3
€6 = €3
€262 = €3
€262 = €3
€26y = €3
€26y — 0
€rxey = e3
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TABLA C.4: Algebras de dimensién cuatro con anulador de dimensién dos médulo isomorfismos. Parte 1.

(A1 (IX 75 0))4/3 :eep=e1+e
(A1 (O) 43 .oe1e1p =e61 + e
(A2)44 Doere =€
(A2)45(A € k) 1 ele; =ex+e3
(A2)46 : ejep =exte3
(A3)as Doelep =e
(A3)ae Doerer = e
(A3)4’7(/\ S k) e =e
(A3)as Doeler = e
(A4(D())4/3 Loe1e1 neq + ()
(Bl ([X))4,3 .oe1e1 =e63
(Bz(ﬂ( 75 0))4/7 Loe1ep = 0
(32(0))4,7 .61 = 0
(Bz(lx 7& 0))4,8 .oe1e1 =e3
(BZ(O))4’8 L6161 €3
(Bz(DC 7& 0))4/9 .o e1ep =e3
(B2(0))4,9 :oe1e1 =e3
(Bz(DC 7& 0))4,10 .oe1e1 =e63
(B2(0))4,10 :oele1 =e3
(B2(«))a11 eje] = e3
(Bz(t)( 75 0 )4,12()\ € k) . e1e1 =e3
(Bz(O));;/u()\ € k) : e1e1 =e3
(B3)4/5 Loe1ep = 0
(B3)ss : eje; = e3
(B3)a7 e1e1 = e3

€16 = ey
€162 = é3
€162 = e
€162 = €2
€162 = e
€16y = 0
€162 = €4
€162 = €4
€162 = €3

e1ep = e1 + ey +e3
ere =(1—w)eg+e
e = (1 —w)e; +e3
€162 = €1

e = (1—a)ep ey
€162 = €1

erey =(1—w)eg +ey
e16 = €1

ere; =(1—w)eg +e3
e16 = €1

ey = (1 —a)e

erey = (1 —w)eg + Aes + ey
€162 = €1

1€ = €2
€162 = e
€162 = €

15|
151
€261
€261
(151
151
151
€e1
151
€1
€61
15|
151
€261
151
€261
€2e1
€61
€1
151
€1
€261
€1
151
€261

(1—a)ex+es3

—ey +e3
—epx + ey

€3

)\64
€3+ ey
—ey

nep — e
neq

wey
€4
wey

= Keq

€3

wey

neq
Aes + ey
—ey + 63
—ex+ey
—ey + ey

€267
€263
€263
€263
€262
€263

€26 =

€267
€263
€2€p
€263
€267
€263
€263
€263
€263
€267
€267
€267
€267
€267
€262
€267
€263
€263

= ey
=ey
=y
= )\63
=y
=e3
0
—= 64
= 64
= e4
= 63
= 63
=0
=0
—= 64
—= 64
= e4
€4
= 33
=0
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Aqps(A)
A1o5(A)
Aqgs(2, B)
A1g7

W
~—
>

\H\\oo

B))as(A € k)
(A ek)

7

nOw
= L
(e8]

&
om\/

2

SN—
N

~

(A € k)
)az(A € k)
((1,0),(n,0) eU)
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€161 = ¢€3
€161 = €2
€161 = €2
€161 = €1
€11 = €1

€161 = €1
€161 = €1
e1e1 = €1
€181 = €1
€161 = €1
€181 = €1
€161 = €1
€181 = €1
€161 = €1
€161 = €1

€161 = €1

€161 = €1
€161 = €1
€161 = €1
€181 = €1
€181 = €1
€161 = €1
€11 = €1
e1e1 —= 0
€161 = €3

€16 = €ép

erer = (1—a)e; + Pex+e3
e1ep = e+ ,Bez

erep = (1 —a)ey + Ber

erep = (1 —w)e; + ey

erer = (1 —w)e; + ey

e1ey = %61 + ey

€162 = nep

€162 = €3

€162 = é3

€16 = ey

€162 = €4

e16p = aey +e3
€162 = €1

eiex = e +ue

e1ep = e1+ ey

e1ep =e1+ ey

e1ep =e1+e3

e1ep = ey + Pex +e3

e1ep = (1 — 06)61 + ,BEQ_ + e3
erep = (1 —a)ye + %ez +e3
e1ep = e +ex+e3

erep = (1 —w)eg +wep +e3
e1e2 = e3

e1ep =0

€1
€61
€1
€61
€261
€261
€1
€261
€261
€e1
(151
€e1
€6
€1
€61
€1
€261
€1
€261
€261
ere1
€261
€261
€e1
€61

= —ep

= e} — Per

= —‘562 + e3

= wep — Pex +e3

= nep + Aey

= ey +e3

= %61 +e3

= )L€4

= ‘332

= —e+t+e3

= —e1 + ‘562 +e3

= —e1 + Aey

= —e1+e3

= —e1 + ‘362

= ye1 +dex+ey

= ey + yex + ey

= aye; + #62 + ey
€4
=wae;1+(1—a)ex+ey

TABLA C.5: Algebras de dimensién cuatro con anulador de dimensién dos médulo isomorfismos. Parte 2.

€26p = €4

erer) = ey +ey
€26) = €y +ey4
€26y = €4

€26y = €3

exey) = Aez + pey
€6y = )L€3 + Hey

€262 = €4

€xe2 = €4

€26y = 0

€262 = €3

exer = Aez + ey
€26y = é4

€26p = €4

€26y = €4

€262 = €3

exey = Ae3 + pey
€26 = €4

€262 = €2

€xe2 = €3

€262 = €2

€26r = €3

€26y = ey

€26y = 0

€26y = 0
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(N2)ay Doere
(PJ2)¢8(A.E kzo) oe1e
(qu)Qg(AJE k) :oe1e
(A2)s7 Doeren
(A3)s8 Doe1eg
(lgz(d 7é 0))5J3 .oe1er
(B2(0))5,13 Doe1e
(B3)s9 D ereq
(1)1(&,0))59 .oe1e1
(1)2(0,0))5J4 .oe1er
(1)3(0,0))59 .oe1e1
(N2)s,10 Doere
(N2)5,11 Doeren
(N2)5,12 Doeeg
(PJ2)5J3(A,€ k) Ioe1e

:es
233
:(33
=e+e3
_82
233
263
:es
:el
:el
€1
=0
=e5

g 83
= e3+ Aes

€162
€163
€162
€163
€162
€163
€162
€163
€163
€163
€163
€162
€163
€162
€163

s

0

€4

€2

€3

(1—a)e; +ey
€1

(]
(1—a)e1+e3
€3

e1+e3

s

€3

€4

€3

€261
€61
€261
€61
€61
€261
€261
€61
€2e1
€261
€2e1
€261
€61
€61
€61

€4

€4

A€4
—extey
€4

ey

€4
—ey + 64
ae1 + ey
€4

—e1 + ey
€4

€4

€4

€4

€262
€267
€262
€262
€267
€267
€267
€263
€262
€263
€262
€267
€267
€262
€267

TaBLA C.6: Algebras de dimensién cinco con anulador de dimensién tres médulo isomorfismos.

€3
e3 + Aey

€5
€5
5
€5
€5
€5
€5
5
€5
5
€5
5
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