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Introducción

Estudiar el mundo que nos rodea ha sido, desde el principio de Ios tiempos, el

,rit.tr.f objetivo a" toá* las ciencias de carácter experimental' Desde hace

algunosaños,schadesarrolladoampliamenteesteestudioatravésdemode-
los matemáticos que d;;;i;"", o intántan describir, tanto fenómenos naturales

como, incluso, comportamientos humanos'

En muchos casos, u" *oaeto matemático no es más que una ecuación' o

conjunto de ecuacione', qut 
'"toge 

toda-lainformación relevante de una deter-

*i"u¿,situación.Deestaforma,Iassolucionesdelmodeloseajustan,conun
gradodefiabilidadconocido,alcomportamientorealdelfenómenoencuestión
y puede ser utilizado, por ejemplo, para predecir qué ocurriría en circunstancias

íru ,o puedan ser reproducidas en un lab.oratorio'

Enrealidad,.tp¿,,uroanteriordescribecuáIvaaserelestilodesarrollado
porelrestodelaobra.Enlaconstruccióndelosmodelos,siguiendolasideas
á".r.raira* por [$];sá visió, matemáticaofrecemás información si los datos

observados ,ro ,e a.¡,,stan a los de las ecuaciones que si' por el contrario' sí lo

hacen,yaqueentoncespodemosdestruirunateoríahastaentoncesreconocidao
deducirquenoestamosconsiderandocircunstanciasqueinfluyenenelfenómeno
de forma determinante'

si las condi.ior". á.1 medio no pueden ser controladas totalmente, o bien

tienenencuentalainteraccióndecientosomilesdevariables,esdifícilencontrar
Ieyesparadescribirlasecuaciones.Enestoscasos,esmásútilaproximarnosal
modelo a partir a. urru rlri¿., estadística del medio. Desde este punto de vista,

lasconjeturasqueseutilizanseconstruyenapartirdelosdatosobservablesyno
de abstracciorres másá menos matemáticas. 

-E.r 
cualquier caso, la introducción

de procesos de carácter estadístico trae consigo otros problemas: dificultad en

tu eie.riOn y recogida de muestras, tratamiento de datos espúreos' ' '

Lógicamente, el horizonte que se abre tras este planteamiento es muy amplio

y ,to p"r"a" ,u, ubu,.udo "' 'nu 
sola obra: de hecho' la literatura existente en

la materia aumenta día a día' Nos centraremos en Ia primera visión descrita'

cuyoconocimientoresultabásicotantoparacomprendercorrectamentecómo
funciona un determinado sistema como para predecir qué ocurrirá con él en el

futuro.
Enestetextoserecosenlasmateriasque,durantecincoaños,hansidoim-

partidas por los autoresln Ia asignatur a "Moilelos y Sistemas Di'námicos" de

la licenciaturu a" Ciu"Jas del Mai de Ia Universidad de Cá'diz' Aunque Ia mo-



tivación y nomenclatura esté basada fundamentalmente en los problemas que

dicha ciencia estudia, la aplicabilidad de los métodos que aquí se presentan es

mucho miís amplia. Algunos de los modelos descritos podrían diseñarse para

ser utilizados en disciplinas tan dispares como la Biología marina, Ia Química,
Ia Economía, etc. Sin embargo, el planteamiento e interpretación de los resul-

tados consiguientes requerirían conocimientos demasiado específicos de dichas

materias y no pueden ser abarcados en un único volumen.

La casi total ausencia de libros en castellano que traten sobre Ia materia y

Io específico de Ia mayor parte de la bibliografía existente ha sido nuestro móvil

inicial, aunque luego hemos intentado que esta obra sea una primera aproxima-

ción "al alcance de todos" sobre el fascinante mundo de los sistemas dinámicos.

La inclusión de ejercicios al final de cada capítulo intenta estimular al lector a

trabajar con sus propios modelos y a afranzar determinadas técnicas descritas

para comenzar a abordar estos problemas. La gran cantidad de figuras intentan

asimismo facilitar al lector la comprensión del texto. Muchas de ellas han sido

realizadas con el programa de cálculo formal Mathematica, otras en cambio son

simples bocetos que simplemente intentan ilustrar las ideas recogidas.

El trabajo aparece estructurado en siete capítulos, que desarrollan, de for-

ma progresiva, Ios conceptos fundamentales de Ia teoría habitual de sistemas

dinámicos, desde un punto de vista práctico e intentando que el Iector no resul-

te perdido en el formalismo matemático de los problemas.

Con este fin, en el primer capítulo se resumen todas aquellas ideas y concep-

tos, ya conocidos por cualquier estudiante que haya cursado una asignatura de

Cálculo Diferencial, que fundamentan de alguna forma los aspectos puramente

matemáticos que seguirán en el resto del libro. Con objeto de que Ia redacción

no se haga demasiado extensa, nos limitaremos a enunciar los resultados prin-

cipales remitiendo sus demostraciones a la abundante literatura existente sobre

esta materia. Además, muchas de ellas requieren conocimientos importantes, o

al menos específicos, de Análisis Matemático y su descripción constituiría por

sí misma un volumen completo, quedando fuera del ámbito de estudio de una

disciplina de carácter aplicado.
En el segundo capítulo, nos centraremos en el análisis de modelos de carácter

unidimensional que pueden ser descritos mediante una ecuación diferencial de

la forma t : f (r).Nuestro estudio se basará, de modo especial, en los aspectos

cualitativos y, por tanto, estará orientado a un tratamiento gráfico del proble-

ma para determinar la evolución del modelo. Nos basaremos en problemas de

dinámica de poblaciones aunque quedan también recogidas, de forma breve,

muchas otras situaciones cuyas leyes de comportamiento se traducen, también,

como ecuaciones de Primer orden.
El tercer capítulo continúa Ia línea argumental, describiendo modelos uni-

dimensionales que recogen el comportamiento de una especie que Se renueva a

sí misma cuando se ve sometida a explotación por el ser humano. Para fijar
ideas, nos limitaremos a una población determinada de peces, con un modelo

de crecimiento conocido, que se ve sometida a distintos tipos de pesca.

La pesca tiene de hecho dos aspectos bien diferenciados pero con notables

influencias mutuas: el puramente biológico y el comercial y cada uno de ellos



Seveinfluenciadoporparámetrosmuydiversos.Enelaspectobiológicointer-
vienen tanto circunstancias intrínsecas a Ia especie como otras externas que la

relacionanconelmedioenelquehabita.Eneleconómico,sinembargo,influyen
urgr*ur,o, como el .o.i. ¿.'las capturas, los mecanismos de precios' el estado

g"i;.a del mercado, etc. Ambos aspectos se recogen en el análisis realizado.

Hasta ahora hemos descrito la evolución determinista de poblaciones sujetas

a diversos factores. Sin embargo, muchas veces no se puede analizar de forma

independienteelcrecimientod'eunaespecieconcretayaquesuvariaciónde-
;;;á" "" sólo de factores externos, que puedan ser considerados constante, sino

de Ia evolución de ,-rnu ,ug,"a'' 
"specie' 

En los capítulos cuatro y cinco consi-

deraremos modelos Uiái*ánsio.rates ll,ott a-Volterra, competición, simbiosis' ' ' )

qu" ...og"" la evolución de dos poblaciones que aparecen' indefectiblemente'

ligadas entre sí.

Manteniendo la estructura general de este trabajo, el capítulo seis se centra

en un modefo Ui¿i.ná"sional pá.u describir el comportamiento de una especie

áet"r*irrada sometida u p"r.u en un caladero abierto y algunos de los aspectos

económicos que aparecen en un primer análisis de este tipo'

Por último, en el capítulo siete, se recoge una introducción a un modelo de

difusión. Las técnicas utiliradas son distinás a las desarrolladas en el resto de

la obra pero hemos considerado interesante su inclusión para señalar algunos

a" io, urp".tos fundamentales que distinguen el tratamiento de las ecuaciones

diferenciales ordinarias (de los que trata piincipalmente este trabajo) y las ecua-

ciones en derivadas puiuftt, q'" 
'o" "i 

p"o obligado si se pretende estudiar

Ia evolución espacial y temporal de las especies'

Laimportanterelación.delamayoríadelascienciasaplicadasconlasma.
temáticas se pone de manifiesto tanto en éste como en otros muchos libros

cuyo análisis demuestra que es posible formalizar y tratar de forma riguro-

samuchosdelosproblu-u,quu...planteanensituacionesdetrabajoreales.
Las matemáticas proporcionan poderosas herramientas y, sobre todo, capaci-

dad analíticu n"...uriu para el tiatamiento de Ios distintos problemas a los que

podemos llegar a enfrentarnos'
Finalmente, nos gustaría agradecer su apoyo y su cariño a todos los que nos

han animado a co.rtfnuar con este trabajo, en especial a los doctores Manuel

Berrocoso Oo*irrg,r"; ; Jose Manuel Díaz Moreno porque, sin su ayuda y ánimo

á., los *orrrentos duros, este libro probablemente no hubiera llegado a tus manos'

Puerto Real, febrero 1998' Juan Lui,s Romero Romero

Concepción García Vázquez
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Capítulo 1

Sistemas dinámicos

Trataremos en este capítulo de recordar todas aquellas ideas, ya conocidas por el

Iector, que fundam".rtu,, ¿u alguna forma los aspectos puramente.matemáticos

que seguirán e., el ,esto del libro' Con objeto de que Ia redacción no se ha-

ga demasiado extensa, nos limitaremos a enunciar los resultados principales,

remitiéndonos, para dásarrollar sus demostraciones' a la abundante literatura

existente sobre esta mate.ia. Además, muchas de ellas requieren conocimientos

i*po.iunt., de Análisis Matemático y su descripción constituiría por sí misma

un volumen co*pt"tol qr.á""ao fuera del ámbito de estudio de las disciplinas

áecarácteraplicado,aIasquevadirigidoestetrabajo
Qué es una ecuación difáencial o su solución, qué es un punto de equilibrio o

cómointerpretarel.*"ptodeestabilidad,sonpreguntasquedebendequedar
resueltas tias una lectura atenta de este capítulo. Asimismo realizaremos una

pequeña introducción a la teoría de bifurcaciánes, enunciando algunas resultados

de carácter elemental'
Consideramosútil,enestemomento,introducirtodasestasideas-quedesa-

rrollaremossobreecuacionesconcretasencadaunodelostemasquesiguen-ya
quenosproporcionarán"l'otub'lario,lasherramientasylastécnicasadecuadas
para trabajar.

l..lsistemasdeecuacionesdiferencialesycon.
cePto de solución

Comencemosplanteandounsistemadeecuacionesdiferencialesordinarias,de
orden unol

i = 1,2,... rft.

1En general, aplicamos toda nuestra teoría de ecuaciones diferenciales a ecuaciones de

primer orden que se ajustan al esquema anterior. Si nos encontráramos con un sistema de

orden superior siemPre lo podríamos encuadrar en el tipo indicado con un cambio de variables

muy sencillo a costa de aumentar la dimensión del espacio de variables

* = f¿(t,*r,...,Ín),

trabajamos, como veremos m¡ís adelante.

dependientes donde



t\ Capítulo 1. Sistemas dinámicos

Para abreviar, notaremos x(¿) = (r, (¿), tz(t),.. . , r"(¿)) esto es, el vector cuyas

componentes son las variables dependientes del sistema diferencial, y llamaremos

f alafunción vectorial (.fr,...,/r,), donde cada una de las fi está definida en

Ln subconjunto abierto U de IR. x IR". Esta representación permite escribir el

sistema de ecuaciones diferenciales anterior como

d* 
= ¡1r,*¡. (1.1)

dú

Resolver la ecuación es el objetivo al que, inicialmente, pretendemos llegar.

En consecuencia, el primer paso será definir qué se entiende como solución de

un problema de este tiPo.

Definición 1.1.1
Un¿ soluciót del sistema (1.1) es una aplicación

ú F» O(ú) = (dr(¿), ...,ó"(t)),

definüla en algún intertsalo abierto I C IR con ualores en IR¿ y tal que satislace

la ecuación dilerencial originol:

W = f,ft. ó, (t\.. . ., ó,(t))
ü - Jt\", Yr \",/t

parai:lr2,,..rnYteI
introducida antes,

O bien, sigui,endo la idea de notac'i,ón uectorial

gP :/(ú, o(ú)).

L.2 Problemas de valores iniciales

Definición 1.2.1
Un problema de valores iniciales, o problema de Cauchy2 asociado a

la ecuación (1.1), es una erpresión del tipos

dn

ü
r(¿0)

(1.2)

Determinar las soluciones de (1.2) consistiró en encontrar funciones s(t) que

satisfagan la ecuoción diferencial y tales que $(ts): ar.

2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), matemático francés, pionero en el estudio del análisis

y la teoiía de grupos de permutaciones. También investigó en la convergencia y divergencia

áe series infiniias, ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidad y física matemática.
3Una vez señalado el carácter vectorial de las variables y funciones que describen las ecua-

ciones de orden uno con que vamos a trabajar, simplificaremos la descripción del problema

eliminando la notación en negrita de los vectores que intervienen.

: f(t,s),

= fg.
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1.2. Problem as de valores iniciales

Hasta ahora no hemos ofrecido ninguna condición que nos confirme la exis-

tencia de solución a. ,r, práut"ma de .rt" tipo. De hecho, esta afirmación es, en

general, falsa. Hay -ult^it'd de ecuaciones que no tienen solución o' si la pre-

sentan,noesúnica.Enunciaremospues'u""lt"o'"-asiguiente'unacondición
suficiente que nos p"r*i," *.gr.rilu existencia de solución, aunque no será Ia

hipótesis más general Posible'
El teorema d" 

"*iJte"cia 
y unicidad establece' en consecuencia' que bajo

ciertas condiciones ¿t ttÑ*iáuJsob'e la función /' para cada condición inicial

ii.,"J "-t.,e 
una única]solución local del problema (1'2)'

Teorema 1.2.2 (d,e etistenci'a y unicidad' d'e solución)a

Sea f una función contánua en el punto (üo'ro) e l'l' Entonces' eaiste un

entomo 11 ilel punto ts, sufic'i'entemente pequeño' tal que ahí 
.pod'emos 

osegurar

la eristencia ile una,áíu"¡'¿n, Ót t It t+ R''; d'e (1'2) que satisface la condición

inici,al Ót(to) -- ro'
Ad,emás, si' f es de clase C' , con r Z l ' (es ilecir' al menos se puede asegurar

que H es lt'na ¡rn"¡in """tinia) 
y Óz t Iz ¡+ IR' es también solución de (1'2)

satisfaciend,o ta m¿sma iond'¡ci'óÁ inicial' Óz(to) : Ío' entonces ambas Junciones
-ronisuot", 

en los puntos con'lunes a los entornos It e Iz'

Q1(t) = $2(t), t e Is= hñIz'

Observaciones:
oNóteseelcarácterpuramentelocalquetienelasolucióncuyaexistencia

queda establecida Por el teorema'

o La soluciór, .or..ffidiente a (1'2) dependerá tanto de ü' como de to e

rs. Por esta razón, , ult"' es convenient" h""t notar de forma explícita esa

álp*a".r"iu, escribiendo la solución que pasa por Ío en el instante ¿ = ¿0 como

i(i;to,r6), con lo que Ó(to;to,'o) 1o 
es más Que rs'

o Al suponer qr" /;;;; "á.,ái.io"u, 
suficientes de regularidad, es decir, que

es de clase Cr, puede probarse también que la función solución Ó(t;to'rs)' para

(;r:;;;¿¡,er'de clu'e ¿r*t "' t v C' en las variables to Y ro'

¡ por conveniencia de notación, en muchos casos supondremos que Ia con-

dición inicial ," "rpu.in.u "" 
¿ = 0, es decir, definimos r(0) : 16. En este caso

ür-rotr.ion"s se dánotarán como Ó(t;ro) con @(0;ro) - ro.'

o una solución ¿"iprour"*a'd"'uaiores iniciales (1.2) no necesariamente

existe para toao, lor"ríf,o".", á" ,. No obstante, siempre existe un intervalo

l¿. b) C IR entorno del punto ús tal que es el mayor entorno de ese punto donde

)ri¿'a"n"ia" Ia solución, en el sentido que sigue:

Si a es finito + 
,tírqlÓ(O| 

= too'

Si b es finito + 
¿líT-ld(¿)l 

: *oo'

4Para su demostración pueden consultarse los libros [t2] o [8]
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Dicha solución recibirá el nombre de solución maximal.

Por ejemplo, Si r¿ : 1, podemos afirmar la existencia y unicidad de solución
del problema de valores iniciales

dr
d¿

(0)r
= l+12

=0

ya que verifican las hipótesis del teorema. La solución, en este caso, se obtiene
por integración directa como r(f) = tan ú, en un entorno del cero suficientemente
pequeño. Sin embargo, el abierto maximal de existencia de esa solución sería el

intervalo t e (a,b): (-t, i) yu qu. la función tangente no está definida en los

dichos extremos, por tanto no podemos hablar de continuidad, y mucho menos

de derivabilidad, sobre ellos.

o En Io que sigue, salvo que indiquemos lo contrario, supondremos que /(ú, r)
es una función diferenciable con continuidad (esto es, derivable y con derivadas
parciales de primer orden continuas) en todos sus argumentos.

L.2.L Interpretación geométrica

Para fijar ideas, supongamos que r representa, de algún modo, variables de

carácter espacial (por ejemplo, las tres dimensiones del espacio ordinario) y ú

describe el paso del tiempo. r(ú), solución de la ecuación (L.2), describe pues la
evolución, el camino seguido por una determinada partícula que se ve arrastrada
por el aire desde una posición inicial fijada en un instante dado r(ts) : Í0. En
ese caso, Ia variación de Ia posición, la variación del camino (que coincide con el

concepto de derivada respecto del tiempos) indicará Ia velocidad de la partícula
que seguíamos, y que coincidirá de hecho con la velocidad del viento en el punto
0 y en el instante ú.

Aparece, por tanto, asociada a cada ecuación diferencial y para cada instante
de tiempo, un campo vectorial al que llamaremos campo de velocidades o
flujo de Ia ecuación, que nos indica Ia velocidad (tanto su módulo, como su

dirección y sentido) de una partícula situada en ese punto en ese momento.

El teorema de existencia y unicidad de solución se traduciría, en este con-
texto, de la siguiente manera:
Si situamos dos partículas en el mismo instante de tiempo en la misma posi-
ción y las dejamos moverse libremente en función del campo de velocidades que

marca el viento existente, ambas partículas han de seguir el mismo camino.

O Io que es Io mismo, que una partícula sometida al campo de velocidades

f(t,r) puede seguir únicamente una trayectoria en el espacio para cada dato
inicial (t¡, xs) e U .
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Problemas de valores inicialest.2

Órbita
r Trayectoria

r(¿)
t

t
l*,
I

t
t¡

Figura 1.1: Ttayectorias y órbitas en un modelo unidimensional'

1,2.2 TraYectorias Y órbitas

Para completar la "traducción" geométrica que dábamos antes de los sistemas de

ecuaciones diferenciares, con',rieie observar que ra imagen de una solución de la

ecuación(1.1)sepuedeasociaraunacurvaen]R".Estofacilitalaintroducción
de los conceptos de trayectoria y órbita asociada a una solucióno'

Definición 1.2.3-- i;, ó(t;to,rs) lo solución ilel problemo de uolores inicioles (1.2), definido

en un interttalo madmal L- 
o La grdfico de la lunción Ó(t;to,rs), es decir' el conjunto de puntos

{(¿,o) €lRxlR" i n=Q(t;ts'r¡)' teIlI'

es llamada, en lo que sigue, ttayectoria de la soluci'ón'

o Aparecen tambiénior'"on"iptos de semiórbita positiua y negat'i,ua asocia'

das at punto ro € IRn d'efinidas como los conjuntos

"¡'f;('o) = {"§" t r=$,(t;Úo'oo)' t€I't)-ts}'
;;i";, = ire R : r=Ó(t;Úo'ro)' teI't3to\'

El concepto de órbita resulto, pues, inmediato

Ito(ro) -{sr-lR' : r=Ó(t;úo'ro)' ¿€f}'

Dicho de otro modo, lo órbito aiene d,ad,a por todos los puntos que lo solución

acaba por reconef '

5En lo que sigue, a veces, utilizaremos la notación i para indicar la derivada temporal de

la variable c.
6Enlosucesivo,ydadalasimilitudycorrespondenciaentreambasideas,utilizaremos

dichos términos de for-alndistinta cuanáo el contexto nos indique, sin lugar a dudas' a qué

nos estamos refiriendo'
zNótese, que de acuerdo a la definición dada, la órbita de un punto dete¡minado coincide

con la proyección de la rr"V.""rfr r"-¡i" .i "rp*io 
determinado por las variables dependientes
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I Órbita

v Í

r

Figura L.2: llayectorias y órbitas en un modelo bidimensionil.

o EI espacio de las fases es el limitado por las uariables de estado r (el

plano d,e lases ry, en sistema bidimensionales, o el espacio nyz si trabajamos

en dimensiónn=3).

Las figuras 1.1 y 1.2, intentan ilustrar la diferencia y relación esencial entre

ambos conceptos. La primera de ellas, se limita al caso unidimensional: las

órbitas estarán, por tanto, limitadas a segmentos de curva. Si queremos, no

obstante, dar idea del "movimiento", sólo tenemos que seguir el recorrido mar-

cado por las flechas a partir del punto inicial, primero en sentido ascendente,

luego descendiendo, para volver a aumentar (en el intervalo de tiempo marcado

por nosotros).
La segunda es un caso similar pero la situación se plantea ahora en dimensión

plana. Las trayectorias vendrán, por tanto, descritas en tres dimensiones al

tener que introducir el eje temporal. En este caso, la solución describe hélices

que se ciñen a cilindros, de radios determinados en función de la posición inicial,
que se extienden a lo largo del eje ú. Las órbitas correspondientes, obtenidas
proyectando las trayectorias sobre el plano f = 0, son circunferencias de radios

determinados en función del dato inicial suministrado. Análogamente al caso

anterior, el movimiento de la partícula situada inicialmente en el punto (ro,yo)
viene descrito mediante las flechas dibujadas sobre las órbitas.

De forma inductiva, el siguiente paso sería centrarse en una situación descrita

sobre el espacio tridimensional. En general, y en situaciones donde no haya lugar

a confusiones, es más fácil trabajar con las órbitas en lugar de las trayectorias

de las soluciones ya que recogen esencialmente la misma información utilizando
una dimensión menos. No obstante, para n = 3, el concepto de órbita es el único

de que disponemos para obtener una representación visual del camino recorrido
por la solución, ya que al introducir la variable temporal para describir las

en que se define la ecuación diferencial, es decir, basta no considerar, de forma explícita, la
variable temporal

Tr

t
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r

t
f ¡.(rn+r,*r,'" ,tn), i = L,2,'" 'fl'

aa

,
,

r

Figura1.3:Dosaspectosdiferentesdelcampodeve]ocidadesasociadoaJ'sistema
autónomo tridimension-al *' = 32, Y' - fr - 4a * 2z' z' -= . 4u .¡ z' Aparece

representada la órbita que sería desirita.por una partícula situada inicidmente

;i-l;+, i) durarúe in intewalo de tiempo -t < t S 4'

trayectorias nos veríamos obligados a realizar representaciones gráficas en IRa

Ñ tÑ,*, 
"rrurrdo 

*t"o', áifí"iI"' de imaginar' En la figura 1'3 se recoge

una de estas situaciones'

1.3 Sistemas autónomos

De particular interés son las ecuaciones diferenciales ordinarias en las que f(t't)
nodependeexplícitamentedeÚ:connuestrainterpretación,lavelocidaddel
viento en cada pu.rto .ro ."mbia a través del tiempo (nor eje.1gfo, Ia figura 1.3

paran= 3). En ".rc;;;;ifroblema 
de valores iniciales (1.2) se reduciría a

la expresión

dr
d¿

r(¿o)

f (*), (1.3)

ÍO

Lossistemascomo(1.3)seránllamadossistemasoutónomos.Enrealidad,
cualquier sistema qr" ,. pt'lau escribir como (1'1) se Puede convertir fácilmente

en un sistema a,rto.ro-o iin mas que considerar la variable temporal Ú como una

nueva variabtu 
"rpu"iri 

y d".r.roliu, a partir de ahí toda la teoría que, al efecto,

sea introducida. Bastaría, pues, escribir Ín1¡r = ü, y el sistema (1.1) resultaría,

en forma autónoma, como

:
in+t =

\l
IL

t-
I

t
t\ t-'

,1. 
t

¡
I
I

/
I
t"

1

f,

\l I't
1,

t
J

I
1,

t

\
+

t

\\
t

1
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r

:ü

y tener en cuenta que las órbitas de este sistema son las trayectorias del anterior

1.3.1 Propiedades de las soluciones

El teorema de existencia y unicidad de solución, enunciado en general para

sistemas no autónomos, garantiza que dos trayectorias nunca puedan cortarse.
Sin embargo, las órbitas correspondientes sí pueden hacerlo como se observa, por

ejemplo en la figura 1.4. Lógicamente, si en nuestro recorrido sobre cada órbita
alcanzamos dos veces el mismo punto, lo hacemos con un determinado desfase

temporal y no tiene porqué verse obligada la partícula a repetir ese mismo
camino de forma periódica una y otra vez: en dicho punto las trayectorias se

cruzarían.
No obstante, una consecuencia importante generada por los sistemas autó-

nomos es que partículas que parten del mismo punto pero con un intervalo en

tiempo entre ellas, recorren exactamente Ia misma órbita.

Teorema 1.3.1
Supongamos condiciones odecuodos de regularidad en la función f del proble-

mo (1.3) para osegurar eaistencio y unicidad de solución poro cad,o dato inicial
(úo,co) a partir del teorema 1.2.2.

Si uno portícula B comi.enza su mouimiento, en un punto r¡ del espacio,

T segundos más tarde de que lo haya hecho una partícula A, ambas recorren

exactamente el mismo camino pero manteniendo un deslase de T segundos.

a

t

v

Figura 1.4: Órbita y gráficas correspondientes a las trayectorias de la solución

deJ sistema i = u, ú = 0.3cosú - 0.07y* + (r- *), ,-, una condición

inicial r(0) : -1.4, g(0) = l. La órbita asociada se corta a sí misma, situación
imposible en un sistem a autónomo.

tll|t{t,llltll
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Dptr,los'rnlclóN--i.uo 
ó (t) v @2(ü) son dos soluciones del sistema autónomo (1.3) tales que

en el instante inicial, .n u1 pti*tt caso, y ? segundos más tarde en el segundo'

ambas se encuentran en la posición r0; es decir'

@1(0) = rs Y Óz(T) -- to'

consideremos una nueva función z(t) = Óz(t + ?). Aplicando la regla de la

cadena, tenemos

d,zft\ dóz\ + T)-----:--:-: =d¿ d¿

dó, t +T) =f(óz(t+")) : f(r(t))
d(t + 7)

z(O) = óz(0 + T) -- ,o

Así,2(t)essolucióndelaecuacióndiferencialpropuestaenelproblemade
,uror".'irri.iales (1.3). orao qu" se verifica también la condición inicial resulta

or" i."* dr (¿) ctmo z(ü) son soluciones suyas que han de coincidir en un cierto

entorno del origen:

ó{t) = z(t) = Óz(t + T) I
Comoconsecuenciageneral,podemosdeducirquedosórbitascualesquiera

asociadas a un sistema urtorrorná como (1.3) o bien son siempre coincidentes, o

bien son siemPre disjuntas'

Definición 1.3.2
Sea$(t)unasoluciónd,elproblemaileualoresinicialesautónomo(1.3).
. i¡ t,iunción Ó(t) = rs para tod'o t € R+ ' entonces r¡ será llamado punto

fuoao) a.e'equilibril, o oi"i punto fijo,- estacionari,o, de reposo. . . y la t'unción

Ofr¡ = ro se;(d la correspond'i'ente sohrció¡r de equilibrio'
o Si la solución d.el sistema (1.3) uerifica una determina condic,ión de perio-

d,i,cidad, es decir,

d(0) = Ó€) -- "o Para algún T ) 0'

Ó(t) : Ó(t + r) Para t e (0' ?)'

Pero lú € (0,?) tal que Ó(t) * ro'

d,iremosque$(t)esunasoluciónperiódicadelaecuaciónyllamaremospe-
riodoiledichasoluc:iónalmenorualorTqueuerifiquelacondiciónanteser-
puesta.

Latrayectoriaasociadaalospuntosdeequilibrioesunafunciónconstante'
Estospuntossonlasórbitasdelassolucio,'u,.o,,".pondientesyseencontrarán
resolviendo el sistema f (x) = 0 que nos calcula los puntos de velocidad nula'

Si la solución es periódicu íu t.uy".toria correspondiente se traducirá como una

curva que siempre oscila con la misma amplitud' La órbita asociada es una

curva cerrada.
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a

I

t
I
I
I

i fi

i

t
1

1

t
,i

Figura 1.5: Campo vectorial y algunas órbitas caructerísticas asociadas aJ sis-

rclna autónomo de ecuaciones r' = A, A' = (L - r2)A - r, conocido como

sjstema de Van der Pol. Aparecen puntos de equilibrio, trayectorias periódicas

y espirdes.

Además, si la solución referida no se ajusta a ninguno de los tipos anteriores

siempre podemos, al menos, asegurar que la aplicación t á Ó(t) es inyectiva, es

decir, las órbitas nunca se cortan a sí mismas.

Así pues la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales autónomo co-

rresponde, en cualquier caso, a uno de los tres tipos introducidos anteriormente.

En la figura 1,5 aparece representadas diferentes órbitas asociadas a un de-

terminado sistema autónomo, conocido como ecuación de van der Pol, y que

recoge todas las posibles soluciones que podemos encontrar.

L.3.2 Sistemas dinámicos

Las propiedades especiales de los flujos que corresponden a sistemas autónomos

serán objeto de interés muchas veces en el desarrollo de este trabajo. Por el

momento, nos limitaremos a definir el objeto principal de nuestro estudio: qué

se entiende por un sistema dinámico.

Supongamos pues /(r) una función C* y ó(t,r¡) solución del sistema (1.3)8.

Consideramos, en este contexto, para cada ¿ € R+, Ia aplicación fr -+ Ó(t,ro)

8ya sabemos que, en estos sistemas, dos partículas situadas sobre el mismo punto en

distintos instantes recorren siempre el mismo camino. A cada punto Ío € U le corresponde,

en consecuencia, una única trayectoria {{(ü; ts'ra), t € I}.

I
I
\
I

I

t

I

I
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1.4. Geometría de flujos:

definida de IR' en sí misma (con posibles restricciones en el dominio)' se verifi-

can las siguientes condiciones

(i) d(0, h) -- ro.

(iD d(¿ * s,rs) = Ó(td(r,,0)), para ü y s donde ambas aplicaciones estén

bien definidas.

(iii) d(¿,rs) es una función C-, para cada Ú' y su inversa que también es de
, ' 

"f*" 
C-, está dada Por Ó(-t,xú'

Definición 1.3.3
UnafuncióndeYensímismo,satisfaciendolastrespropi,edadesantesdes-

critas se denomina un sistema dinámico de clase Cl er¿ IR"

L.4Geometríadeflujos:casounidimensional
Sabemos que, en el caso de un sistema autónomo' el campo de velocidades

asocia¿o /ir) se mantiene invariante a lo largo del tiempo. Realizaremos, en esta

sección, un análisis A" .rr¿.t"t cualitativo dé Ias soluciones a estos sistemas en el

casounidimensional,utilizandoéstayotrasdelaspropiedadesantesdescritas.
Paraempezar,observemosqueelespaciodelasfasessereduceaunarecta(en

fu qr" se reiresentarían las ¿rbitas de ia solución), mientras que las trayectorias

se pueden describir en el Plano fr'
Como será habitual e¡rtodo lo que sigue, la primera opción que desarrollamos

consiste en describir las solucionet a. 
"qritiutio 

de la ecuación y determinar el

comportamiento de otru, t.uyu.torias a su alrededor' Las distintas posibilidades

se pueden agrupar en tan sólá tres situaciones que difieran de forma significativa.

La primára de ellas corresponde a la figura 1'6' En ella' podemos observar

tanto diferentes trayectorias clrrespondientes a algunos datos iniciales' como el

diagramadefasesasociado,dondeaparecenlaslíneasdeflujoindicandocomo,
a medida que pasa el tiempo, Ias óibitas de las soluciones aparecen cada vez

más cerca del punto a" 
"q"ifiU'io 

P1 (figura 1'6(a)) o cada-vez más alejadas de

F, tngrr, 1.64b)). nn tu pti*tt' 
'itu'"iót" 

diremos que el punto de equilibrio

e, ittátt" y en la segunda, inestable'

Otro posible comport;miento de las trayectorias y órbitas ¡Jrededor de un

pr.rio de equilibrio inestable es el descrito en la figura 1'7(a)' las órbitas que

comienzanconunvalorinferioraldelequilibrio,Pe,seextiendenensentido
ascendente hasta "morir" en é1, mientras que si nuestro dato inicial corresponde

a un punto situado po. un.i*u áe &, la órbita resulta toda la semirrecta positiva

(con origen en dicho punto) y tendemos' en consecuencia' a alejarnos cada vez

mas del Punto de equilibrio'

Recordemostambién,figura1.7(b),quelaexistenciadepuntosdeequilibrio
no tiene por qué ..t "l 

t"q"'isito oUtilaáo para la ecuación diferencial'
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¡¡=(.7-r)(.4-o")-.ra2

t

i=(.7-t)(.4-z)-.Lt2

tr I
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(a) P1 es un Punto estable. (b) P2 es un punto inestable.

Figura 1.6: Distintos comportamientos de las trayectorias (respectivamente,

arA;tas) alrededor de Jas soJuciones estacionarias (respectivamente, puntos de

equilibrio) pa.ra un modelo unidimensional.

f=(c-0.3)2
¿=(c2+0.03)

rr

t

l0
8

6

4

2

0

1

1: t
0.5 I r.5 2 2.6 3 246810

(a) P3 es un Punto inestable. (b) No siempre existen puntos de equili-
brio.

Figura 1.7: Otros comportatnientos para trayectofias y órbitas en un modelo

unidimensional.

I
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1.5 Sistemas lineales Planos

Sianalizamosahoracómosecomportaelflujo,lassolucionesdeunsistema
autónomo en dimensión dos, veremos que la situación es mucho más rica, mul-

tiplicándose las Posibilidades.
partimos puás de un sistema general de ecuaciones diferenciales de orden

dos y autónomo,

r

ir

dr
dú

dy
d¿

Í (*,v),

s@,v)'

Es inmediato observar que, en este caso, Ias órbitas son curvas sobre el plano

de las variables de estado cy, mientras que para las trayectorias deberíamos

utilizar una representación en dimensión tres'

comencemos reduciendo nuestro estudio a la situación más sencilla de resol-

ver: la que involucra a sistemas lineales de ecuaciones'

Consideremos Pues el sistema

(¡=a¿n+by.

t¿ = cf + dv
(1.4)

O bien, escrito en forma matricial

(o ó\ :f"\ v:t:(:):r=Ax con A=[ 
" d), 

X:\r/ y x:\O/

La existencia y unicidad de solución para un problema de valores iniciales

u.o]uao al sistema (1.a) se deduce, por supuesto, del teorema general 1.2.2. No

obstante, el hecho de qie las ecuaciones sean lineales proporciona conclusiones

aún más restrictivas.

Proposición I'.5.1

1. Las soluciones de un sistema li,neal*.: Ax están definido,s para cualquier

ú € IR..

2. (PrinciPi,o de suPerPosi'ción)

^9i x1(ú) y xz(t) son soluciones de (l'fi, cntonces cualqui'er combinación

t¡neit'árit(t) + c2x2(t) es tambi'én una soluci'ón'

Paradeterminar'portanto,unasolucióngeneraldelaecuación(1.a)mebas-
ta conocer dos solucilnes partículares suficientemente diferentes o, en términos

matemático s, tineatmenf;e'ind,epend,ienteis . La independencia de x1(ü) y x2 (t) es

uqrri',rut"rrt" at hecfro de que ef determinante de segundo orden cuyas columnas

son dichos vectores es no nulo'
Paratrabajarunpocomiísconestaparejadesolucionesconvieneintroducir

Ia siguiente definición.

eConsúltese [2t] o [a0] Para la formalización matemática de estos conceptos'
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Definición 1.5.2

1. si, en los tértninos antes descri.tos, el determinante de la motri'z x(t) =
1"'{t)lx2(t))esdistintod,ecero,dichamatrizsedenominamatrizfun-
damental de soluciones del si,stema (1'fi'

2. Si,, además, X(0) = I, s'i'enilo I lamatrizidentidad de orden dos' X(t) se

llama una matriz principal de soluciones'

Proposición 1.5.3 1. Si X(t) es una matrí'z de soluciones del sistema (1.1)

con detx(O) * 0, entonces detx(ú) + O, t € IR, esÚo es, X(t) es una

matriz lundomentol de soluciones'

2. si x(t) es uno matriz lundamental de soluciones, entonces lo solución del

sistem| (1.fi que satiiloce lo conilición iniciol x(O) = xo ui,ene dado por

ó(t,xo) = X(t)X(0)-rxo. (1.5)

Como las soluciones de una ecuación diferencial unidimensional de orden uno

se suele describir en términos de Ia función exponenciallo introducimos como

notación
eAt = X(t)X(0)-1,

donde X(ú) es cualquier matriz fundamental de soluciones. La expresión (1.5)

queda ahora

Ó(t,xo) = eAtxo 
'

y en consecuencia se establece la identidad eAo - .I, luego eAt es una matriz

principal de soluciones de (1'4).

Recogemos, a continuación, algunas de las propiedades más importantes de

la matriz eAr, explicando de paso la razón de esta notación un tanto especial a

partir de su analogía con las propiedades de la función exponencial.

Proposición 1.5.4
Lo matriz eAt satisface los siguientes propiedades:

1. eA(t+s\ - ¿At"B¿.

2. ¡eatYr = ¿-At.

,. *"ot - AeAt = eAtA.

4. "A, =L)o"rn = r t,tt + je2t2 +....
n=0

roConsúltese [a0] o el segundo volumen de [21]' por ejemplo'



A pesar de las coincidencias entre esta función exponencial matricial y la

función exponencial escalar,hay también ciertas diferencias' Por ejemplo' no es

cierto en glneral que eA¿ ."ú ¡- "{"t+a)', 
aunque si las matrices A y B conmutan

(AB = BA) sí es cierta dicha igualdad'

Este último resultado propárciona una herramienta para el cálculo de una

matriz principal ¿" ,oirciáne' d"l 'i'tttu 
(1'4) y' en consecuencia' la determi-

nación de todas tas trafectorias. Desgraciaiamente, la serie de potencias que la

á.nr" no es rearizabre sarvo para matrices de coeficientes, A, con una estructura

muy particular y que estudiaremos en el próximo apartado' No obstante' es-

tos sistemas especiales, conocidos como s'istemas conónicos o sistemos en forma

c-anónica norrnal de Járdanlr, tienen un papel esencial en la teoría de sistemas

lineales.

l.S.lsistemaslinealesenformacanónicanormaldeJor-
dan

Sontresestasestructurasparticularesquepermitenuna¡esolucióninmediata
delasecuacionesy,"n"o*"t'uncia,ladeterminacióndelcomportamientode
las órbitas en un entorno del origen (punto de equilibrio).

(ti) (l l) (:,Í)
donde )r, )2, o y p son, necesariamente números reales y distintos de cero-

aunque el caso a = 0 sí está permitido'-- 
iC,ra", sería¡r las soluciones asociadas a sistemas del tipo (1'4) cuyas ma-

trices de coeficientes se corresponden con una de estas expresiones?'

Matrices diagonales

EnestasituaciónlrylzSon,necesariamente,distintosdecero.Elsistema
áiferencial (1.4) asociado a una matriz de este tipo se escribiría

(;; )=(t;)(;)
La determinación de una matriz principal de soluciones a partir de su expresión

enseriedepotenciasesfácily"q,"lassucesivaspotenciasAvienendescritas
por la fórmula 

I X* 0 \A"=[,i 
^t)

1.5 Sistemas lineales Planos
19

llMarie Ennemond Camille Jordan ( 1838-1922), matemático francés recordado fundamen-

talmente en la actualidad Por su trabajo en el Álgebra (formas normales de Jordan Para

matrices) y la Teoría de gruPos. En el área de Ia topología también son varias sus aPor-

taciones, entre ellas demostró que un resultado muY intuitivo Pero de complicada Prueba:

que cualquier curva simple divide el plano exactamente en dos regiones'

criterios de convergencta de las series de Fourier.

También generalizó
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y, al reconocer las series que aparecen, podemos determinar

eAt --

y, por tanto la solución calculada con un dato inicial concreto (zo,go), resulta
t2

f,ge^tt

aoe\'t

Para obtener las órbitas ligadas a estas soluciones de forma explícita debemos

eliminar el parámetro f de esas dos ecuaciones y, de este modo, conseguir una

expresión que relaciona las variables r e g en función del dato inicial. Dividiendo,

entonces, término a término, y haciendo operaciones, obtenemos la expresión

(*)" = (#)'
O, lo que es lo mismo, la ecuación que describe los puntos de la órbita viene

dada por ),

a = aolg) 
t

\uo '/
Estudiemos ahora, en los distintos casos que se nos pueden presentar, el carácter

cualitativo de dichas curvas fijándonos, especialmente, en su comportamiento

asintótico (esto es, una vez que han transcurrido tiempos considerables).

. supongamos que signo(.\1) = signo()2) y Que, además, dicho signo es

positivo (0 < l, < lz). Entonces, todas las soluciones tienden a "escaparse"

a medida que pase el tiempo, ¿ -+ oo. Un posible diagrama de fases para esta

situación podría ser el marcado en la figura 1.8(a). Es fácil comprobarlo sin

más que elegir varios puntos de inicio de movimiento, situados sobre las partes

positiva y negativa de los ejes X eY, o sobre cada uno de los cuadrantes.

Este tipo de comportamiento de las órbitas alrededor del punto de equili-

brio, determina que se Ie denomine nodo de tipo I inestable, nodo inestable o,

simplemente, tuenters.
Si, por el contrario, suponemos los dos valores son negativos, .\2 ( )r ( 0,

Ia situación planteada es similar como se observa en la figura 1.8(b). La única

observación reseñable es que las soluciones tienden a caer en el origen a medida

12La solución de un sistema de este tipo es fácil de calcular sin hacer uso de la teoría que

acabamos de desarrollar, ya que las ecuaciones que forman cl sistema están desacopladas y se

pueden resolver una a una separando las variables.- 
13Nótese que utilizamos términos referentes a la estabilidad o inestabilidad de los puntos de

equilibrio a pesar de que aún no hemos introducido definiciones formales de estos conceptos.

Ná obstante, es fácil conseguir una visión intuitiva de su signiñcado. A tal efecto, considerare-

mos que un punto de equilibrio es inestable cuando existe al menos una órbita a su alrededor
quu ," ...o.i" de forma que una partícula tienda a escaparse hacia el inlinito, alejándose de

forma indefinida del punto. En otro caso, el punto de equilibrio es estable.

(
e\'t 0

0 e\zt

(
r(t)
v(t) ):(





22 Capítulo 1. Sistemas dinámicos
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Figura 1.9: Diagrama de fases para el sisúema fr' = ot Y' = -Y, que corresponde

a dos autovalores reales, no nuJos pero de signos contra¡ios. En este caso el

origen recibe el nombre de nodo inestable o punto de silla.

o ¿Y si los )1 y )2 son números reales e iguales?. En este caso las órbitas
Iigadas a las soluciones no son curvas sino rectas, tal y como apaxece recogido

en Ia figura 1.10.

EI origen recibe ahora el nombre de nodo estrella estable o inestable, para ,\ < 0

o,\ > 0 respectivamente.

Matrices triangulares

Supongamos ahora que la matriz de coeficientes ligadas al sistema (1.4) corres-

ponde a la forma normal de Jordan

Uo
A=-f.

rO

,\A_

Para determinar cuál es la matriz de soluciones eá¿, escribimos primero A como

suma de dos matrices que conmutan.

(^;).(; ;)

( i)

A_

tl i\

t

1

t
1

\
\
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vv

fr r

\II
Ill

(a) Diagrama de fases del sistema de ecua-

ciones o' = 2fit g' = 2y correspondiente

a dos autovalores iguales y positivos en IR,

asociados a una forma de Jordan diagona-

lizable. El origen recibe el nombre de nodo

estrella inestoble.

(b) El sistema de ecuaciones s' = -2t'
ty' = -2u. ilustra el mismo ejemplo pe-

io p"r" 
"íior.lotes 

iguales y negativo' El
(O,b) será pues un punto de equilibrio del

tipo nodo estrclla estoble.

Figura L.l}: Diagramas de fases asociado a sis¿emas lineales planos con auto-

va)ores reaJes, iguales y del mismo siSno que se escriben a partir de una matriz

diagonil.

Al calcular las sucesivas potencias de esta suma, utilizando el desarrollo en serie

a que antes hacíamos referencia, podemos escribir

eAt = e\t
1t
01(

Las soluciones correspondientes a un dato inicial (rs,ye) serán puesla

n(t) = yoe^t

y(ü) = (yot+xo)e\t{
ParadeterminarelcomportamientodelasórbitasdeestasSolucionesestu-

diamos la relación entre las variables de estado'

Ahorahayunaúnicaórbitaquesereduzcaaunarectag=0,laqueco-
rresponde a valores iniciales situados ella misma. El factor üe)¿ modifica las

soluciones obtenidas dr.d.do, del punto de equilibrio respecto al caso anterior'

laEn realidad, Y como en el

la primera ecuación de las que
caso anterior,
conforman el

estas soluciones se pueden determinar resolviendo

;it;;, y sustituyendo el resultado en la segunda'
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U a

:
rr

(a) Diagrama de fases para el sistema pla-

no Í' = 2t + y, a' = 29, esto es' autova-

lores reales, positivos e iguales asociados a

una forma de Jordan no diagonalizable. El
punto de cquilibrio recibe el nombre de no-
do inestable tipo II o, simplemente, nodo

degenerado inestable.

(b) Análogamente, el sistema de ecuacio-

nes o' = -2Í + y, y' = -2g, o sea, la
misma situación pero ligada a una forma
de Jordan no diagonalizable. El (0'0) es,

en este caso, un nodo degenerod,o estoble.

Figura l.lL: Diagramas de fases asociado a sistemas lineaJes planos con auto-

uior", reales, iguales y del mismo signo que se escriben a partir de una matriz

no diagonal.

Las órbitas que se obtendrían son las marcadas en Ia figura 1.11(a). Decimos, en

esta situación, que el origen es \\ nodo del tipo II, o nodo degenerado o nodo de

carácter impropio. Las órbitas se recorrerán acercándose o alejándose del punto

de equilibriá en función del signo, negativo o positivo, del autovalor asociado'

Matriz "compleja"

si 
(:, :), eA'L=eo'l( -xí: :::i: )

El cálculo de esta matriz principal de soluciones del sistemars se realiza, como

antes, escribiendo A como suma de dos matrices que conmutan

A=(" o)*l o B\
\0 a/ \-B o)'

15En la próxima sección quedará claro el por qué de esta nomenclatura.

)r/r'7
t, ///v'2¿)
,,/2222) ),-*.. \\

----,.4
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aa

.22¿++-\

y'r'r'2---

\
\
\
I
I
Ilr

\
\

rtrI
t
Irl

tl

y'¿?*-*\

//¿--*

\
\
1

I

I
t

\
\
I
I
t

\
t
tI

II Í
llt
t,t
11\
1\\\\\

II

¡

\
I
i

I
I
t
I
\

\

I
I
I
I
\
\

-_-¿¡r'/
---?¿r.y'
t-¿¿-iy'
< r +-€¿¿-

---zZ---))/

\-+4¿>2\\\rr....\\\rr..

(a) Diagrama de fases del sistema de ecua-

.ián". áif.."nciales c, = r * 2g, y, =
-2Í + g,que corresponde autovalores com-

oteios."con parte real positiva' Se trata de

,tn- iocn estáble o espiml de corócter ines-

table.

(b) En cambio, si los autovalores son

ni*.tot complejos con parte real nega-

tiva. como ocurre en el sistema de ecua-

.ionl, aifererrciales c, = _Í * 2y, y, =
-2t - g,el (0,0) resuttará w foco estable

o espirol estoble.

Figural.t2:situacionesasociadasalapfesenciadeautovilorescomp]ejosde
parte real no nula.

y operando hasta reconocer los desa¡rollos en serie de potencias de las fun-

ciones senos y cosen;;;;-ié""i"os de los cuales se puede expresar la matriz

exponencial antes escrita'
oSial0lasSolucionespresentanunCarácteroscilatorioalrededordel

origen, pero Ia ai.tu,"iu u éste se ve modificada por la función exponencial'

originando espirales o;;t;*;an al (0'0) si o ) 0' como aparece recogido en

la figura 1.12(b). S" i'utu'¿ entonces de un /oco o espiral de cardcter inestable'

Por el contrario, en la figura 1'12(a)' oü'u'uu*o' cómo se alejan del (0'0)

cuando o ( 0. po, tarrto, seirata¡á de un /oco o espiral est.able'

o si o = 0 las solu;io;es ahora son de carácter oscilatorio, periódicas, man-

teniendo siempre ""' áitit"tia acotada al origen' Las órbitas serán' por tanto'

circunferencias (figura i.ta¡. ert" comportarniento determina que el origen sea

;;;;" á. eqriñu'io estatle v que reciba el nombre de centro'

1.5.2 Reducción a formas canónicas

Hemosestudiadocómosecomportanlas-soluciones(olasórbitas)deunsistema
de ecuacion"t ti'""f t""u"áo tu *ut'i' ¿" tá"n"i""üs se escribe en una de las

tres formas u t* qr"átes nos hemos t.f;;;;.-P"ro, ¿qué ocurre cuando A
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a
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Figura 1.73: Diagrama d'e fases asociado a tt = A, A' = -r que corresponde

a la presencia de autovalores complejos y conjugados, con parte rea) nula. El
origen, entonces, es un punto de equilibrio que recibe el nombre de centro.

no corresponde a una de estas estructuras?. Veamos primero cómo afecta un
cambio lineal de variables a la matriz de soluciones del sistema (1.4).

Sea P una matriz de orden dos invertible y consideramos el cambio de va-

riables y : P-rx. En las nuevas coordenadas, el sistema se escribiría ahora

j, = P-t APy.

También es inmediato determina¡ cómo afecta este cambio a la matriz exponen-
cial de soluciones.

x(t) = Py(t) = PeP-rAPtyo : (P¿P-'tetp-t¡¡¡o

En consecuencia,

"At - 
p"P-rAPtp-t,

y multiplicando por P-r a la izquierda y por P a la derecha, obtenemos la
fórmula

"P-rApt 
_ p-t"Atp.

La idea fundamental con la que seguiremos nuestro anáIisis consiste en resol-
ver e.n lugar del sistema original, otro equivalente a él de forma que las soluciones
de uno de ellos pueden transforma¡se en las del otro por medio de una transfor-
mación lineal e invertible.



Definición 1.5.5
(Jn número \, real o complejo' es ur¿ auto¡¡alo¡. de I matrl A si hay un

uector no nulo, ,"ot o'"i*p,'"io,"th que Av = \v' El uector v recibe el nombre

á, "rrtor."t 
ot ile A o,o"ioio al autoualor \16 '

Teorema 1.5.6
SeoAunomatrizrealileordenilos.Entoncesetisteuno|'.útrizPreale

¡*ríf¡ui" rriir"i:-, ¡p = J, y J corresponile a una de las si,gui,entes matrices

en forma normol de Jordon:

(t;),(l l),(:,Í)
dontle \1, \2, \ Y B son, necesariamente ruimeros reales y distintos de cero'

La última de las expresiones corresponde, necesariamente, a la presencia de dos

uutorulor", complejos y conjugados de la forma a L pi'

si existe or", ,nu irunrioáu.ión lineal e invertible, el carácter de las solu-

ciones se mantiene ;;i;g"ra 1.14 podemos estudiar esta equivalencia para

los sistemas de ecuaciones

27
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= -3r -3y

3y

v
-3r

En el caso bidimensional, con matriz de coeficientes del sistema

polinomio característico resulta ser

\2 -(o+d))+ (ad-bc)=0,

16La cualidad de las soluciones no se ve alterada al utilizar una base de vectores del plano

que nos permitirá escribir la matriz de coeficientes del sistema en forma de Jordan. En Ias

referencias [ ] o [21] Podemos encontrar el análisis algebraico adecuado para determinar la

matriz de iordan asociada a una dada, así como el subesPacio

esto es, un sistema lineal y el que le corresponde escrito en forma normal de

Jordan, para el caso concreto áe soluciones ligadas a un centro' Las órbitas

queaparecendibujadas"o""'po'd"nalosmis=mosdatosinicialesparaambos
sistemas. vemos ,"" l""i-"¡"Áoción .de-dichas 

órbitas consiste tan sólo en

comprimir o estirarr* iirr.*, éste es el efecto de las transformaciones lineales'

Para calcular esta matriz de Jordan tenemos que determinar sus autovalores'

Éstos se calculan .o*o t* raíces del llamado polinomio característico'

det(A - ,\r) :0'

dr
d¿
dy

dú

dr
d¿
dy

dú

(
a

c

b

d
el

vectores ProPios Y la relación existente entre ambas matrices'
vectorial generado Por los
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Figura 1.14: Comparamos el efecto de una transformación lineal sobre una forma
canónica de Jordan asociada a un centro.

o, lo que es lo mismo, si tr á representa la traza de la matriz y det A, su deter-
minantelT

^2 
- tr A^ * det.4 : o.

Los autovalores se asocian pues a la fórmula

donde A, corresponde al discriminante de esa ecuación de segundo grado y tiene
Ia expresión

A = (rr A)2 - +det A.

De estos resultados podemos deducir que los autovalores reales corresponden
a matrices que satisfacen la desigualdad A ) 0. Los que poseen parte real
negativa han de verificar que tr.A < 0. Si det .4 es negativo, necesariamente los
dos autovalores son reales y con signos opuestos.

Un resumen de la clasificación de todas las posibilidades de comportamiento
para las órbitas alrededor del origen en sistemas lineales cuyo determinante es

distinto de cero se recoge en la figura 1.15.

1.5.3 Sistemas no hiperbólicos

Cuando los autovalores asociados a un sistema lineal tienen parte real no nula, o
lo que es lo mismo determinante distinto de cero, dicho sistema recibe el nombre
de sistema hiperbólico. Pero, ¿qué ocurre si el origen no es el único punto de

17Es un resultado conocido del Álgebra Lineal que estos dos conceptos son invariantes bajo
transformaciones lineales. Así pues la traza, tr(A) : o + c, se puede definir como la suma de
los autovalores de la matriz y el determinante, det A = od - ác, como el producto de ellos.
Estos resultados son válidos para matrices de orden n.

6l)$, o*

I \
\

\
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det
ESPIRALES

ESTABLES

ESPIRALES
INESTABLES

A=0
tr)0

a>0
tr>0

r,, (á s)

(,, (3 á)

A_
tr(0

SuuloBnos

a<0
tr)0

PuNTos DE SILLA

det<0

FUENTES

a<0
tr(0

a>0
tr(0 ú

F.z
r¡¡
O

tr

Figura1.15:Resumendeladependenciadelplanodefasesdeunsisúema]inea)
,ítino o plano de la traza y el determinante de la matriz'

equilibrio del sistema de ecuaciones?' En ese caso' det(A) = 0' el sistema no es

hiperbólico, y apaxece toda una recta de puntos de equilibrio'

Con esa condición podemos asegurar que, al menos' uno de los autovalores

va a ser nulo. Distingrl*o, entonces cuatro posibilidades distintas.

Teorema 1.5.7
Silamotrizdecoeficientesdelsistema(l.iltieneallnenosu.nautouolorcon

parte real nula, entonces ilicho sistemo es equiualente o uno de los que oporecen

asociodos a las siguientes matrices:

3)

oSi.4:o,osea,lamatriztienetodossuselementosnulos,entoncestodos
los puntos son puntos estacionarios y el sistema describe un estado de equilibrio

absoluto._oLasegundaylaterceraposibilidadcorrespondealcasode-queexistaun

autovalor {,r" ."u distinto da cero, negativo, y que podamos determinar un

urtoru.to. para cada uno de los autovalores de dicho sistema. En ese caso, el

sistema diferencial (1'4) se reduce a la ecuación

u'=\y

con lo que Ios puntos de equilibrio quedan todos recogidos en la recta y :0 y

la órbita descrita en el plano de fases por una partícula situada inicialmente en

"i 
pr.to (ro, go) quedaincluida en Ia recta s = ro' Además' como tenemos que

fr, (3

o) (-1 0\
o o)
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v
v

(a) Flujo o diagrama de fases correspon-

diente a t' = 0, y' = g, esto es, a una
matriz diagonalizable con un único auto-
valornonulo.\=1)0.

i¡:a¡Ít++arnfin

t

(b) Diagrama de fases correspondiente a

un sistema cuyos autovalores son nulos y
sólo aparece asociado a ellos un autovec-
tor.

Í

Figura l.16: Diagramas de fases correspondientes a sistemas no hiperbólicos.

El punto de equilibrio no está aislado.

a : Uoe\t, nos movemos alejiíndonos, o acercándonos (si,\ < 0), a la recta de

puntos de equilibrio, tal y como aparece en Ia figura 1.16(a).

o La última posibilidad corresponde a la presencia de dos autovalores nulos

pero con un único autovector asociado. EI diagrama de fases asociado viene

representado en la figura 1.16(b).

No incluimos, para que la extensión no resulte excesiva, Ia demostración de

todos Ios teoremas y proposiciones que hemos enunciado en esta sección. Todas

ellas se pueden encontrar en [17].

1.6 Sistemas lineales autónomos de dimensión n

En el caso más general de un sistema autónomo en el que la función / sea una

función lineal en la variable r = (rt,. ..,Ín),

rn antfrt + + anntn

podremos utilizar, tras Ia elección de una base de lRn,la notación matricial.

r r t r r It tI r 1 t r lt tr I I r r lt f

;:::l;
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*

,

de dimensión r¿utónomos

a
o

v
0

-1
-t

á2

-2
.f

.1 r

.2
.1

Ít

(a\ x' = -*, y' = -g *202, zt - -209 -
,,'cor, ¿rté inicial c(o) = 2, g(o) = 1'

z(0) = 1.

(b) c' = -t, Y' = 202, zt = -209, con

áato inicial i1o7 =2,9(0) = t, z(0) = 1'

Figura1.17:Djstjntasposibilidadesparaelcomportamientode]asórbitasa]re-
dedor del oripen, "o^í i"to de equi'hbrio ' pará un sistema tridimensional'

i=Ar
donde A- (or¡)nrrl es una matriz de coeficientes constantes'

Es siempre posible ia obtención de la solución de cualquier sistema diferencial

lineal a partir de h ;;; ;;ponencial del sistema ya que todos los resultados

a los que nos hemos referido en la sección anterior pueden ser generalizados y

continúa¡rsiendo"¿riao.p"."-matrices(portanto,sistemasdeecuacionesdife-
renciales)deordenrr.-¡'p"'u'deello'hemosindicadoquenonosvaainteresar
su cálculo analítico ,irro i carácter cualitativo de esas órbitas. Para ello, ya

hemosseñaladoq,u,".o^ienzaConladeterminacióndelospuntosdeequili-
brio.Elorigencontinúasiendosiempreunasolucióndetipoestacionario.No
obstante, si la dimensión del sistema es superior a dos, la riqueza y la cantidad

de posibilidades que no"ut' a aparecer hacen muy complicada una clasificación

sistemática det origen co*o p,rrrio de equilibrio en función del comportamiento

de las órbitas a su alrededor'
En la figura 1.17;;;;;;"n recogidas algunas de las muchas posibilidades

pu.a el com"portamientá de las órbitas alrededor del punto de equilibrio en un

sistema tridimensional'
si el sistema tiene dimensión superior a tres, como el de la figura 1'18' ni

las tr,yecto,ias ni las órbitas se pueden ..dibujar ,,. En ese caso' para tener una

idea gráfica de las órbitas podemos representar sus proyecciones en cada uno de

los subespacio, de di-l"sió" t'"' q"" co"fotman el espacio de fases total'

1

1
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rz t2

frl fi7

(a) Proyección sobre el subespacio (b) Proyección sobre el subespacio

aDtÍ24D3 Í21lac4

Figura 1.18: Algunas proyecciones sobre subespacios tridimensionales de Ia
órbita del sistema x\ = 2r2, x'z = -2xt, tl = lra, fr't = -3rB que satisfa-
ce Ia condición inicial 11(0) = 1, r2(0) = 1, r3(0) = 1 y o4(0) = l.

L.7 Comportamiento local de las soluciones pa-
ra sistemas autónomos no lineales

Hasta ahora hemos hecho el análisis de los puntos de equilibrio y su clasificación
atendiendo a un sistema autónomo lineal de orden dos. No obstante, pretende-
mos en esta sección estudiar el comportamiento de las soluciones de un sistema
general del tipo (1.3). Aunque trabajaremos, de forma habitual, en dimensión
dos, estableceremos todos los resultados que seguirán en las próximas secciones

de este capítulo para un caso r¿ dimensional.
Partimos, por tanto, de la ecuación

dr
fi=f(r), (1.6)

donde recordemos que r denota un vector n-dimensional cuyas componentes son

Ias n variables de estado del sistema y .f es asimismo una función vectorial con
n componentes.

Supongamos también que Ío es la órbita asociada a una solución estaciona-
ria del sistema (1.6). Queremos determinar el comportamiento de las órbitas
alrededor de dicho punto.

Si / es lineal, tenemos resuelto el problema. Si no lo es, podemos conside-
rar en lugar de J@),la expresión obtenida al aplicar Ia fórmula de Taylor a
dicha función en un entorno de os-suponemos las condiciones de regularidad
suficientes para ello.

f (") : f(rú + D f(rs)(a- ro) * o2 !(ts)(a - *o)' * ...



1.7. ComPortami ento local de las soluciones para siste mas autónomos no lin ea les 33

sistema lineal

Para que la aproximación sea de carácter lineal' truncamos ese desarrollo

infinito eli-irrandt los términos de orden superior a la unidad'

Í(r) = /(ro) + Df (ts)(n - r,¡)

utiliza¡rdo el hecho de que Í6 €s un punto de equilibrio del sistema, .f ('o) = 0' y

efectuando un cambio dL variables-una traslación de ejes-pa¡i¿,:ltuar el origen

delsistemad""oord"rrudu"robr"erpuntodeequilibrioÍ0,podemosescribirel

I = o¡q*r¡*,
d¿

(1.7)

donde, para facilitar Ia notación, seguimos llamando r al vector de variables de

estadounavezrealizadoelcambio.Estaecuaciónrecibeelnombredeecuaci,ón
uari,aci.onal. La *atriJ"de este siste* a D f (ns) no es máq 9y1l' matriz de las

derivadas de primer or¿.n, matriz jacobiana, áe la función /(r), calculada en el

punto rs.
Cabríapreguntarnoscuándoestalinealizacióndelsistemaoriginaltienesen-

tido, esto es, si es ¿" uürn, for ma equ'iualen.üe clasificar el rs en (1'6) a clasificar

el origen en (1.7). l,a ,e'spuesta Ia ofrece el siguiente teorema, cuya demostración

podeáos encontrar en [18] o en [2]'

Teorema L.7.L (de Hartman-Grobmanrs )
si, en las condici,ones anteriores, det[D/(c6)1* O y Df (t¡)-no tiene auto-

ualores con porte imaginaria nula, entonces'et¡siá un homeomorfismo h definido

en olgún entomo V ;; ;; y 
'on 

íou'"' ? R" ' que tronsforma los órbitas de lo

ecuoción (1.6) en tor- l*¿ío, de (1.7). Este homeomorfismo pued,e ser elegido

ile forma que conserl)e- ei s"nt¡d,o de las órbitos y lo porametrización d.el tiempo.

oloqueeslomismo,elcomportamientodelastrayectorias(odelasórbitas)
del sistema linealizado (1.2) en un entorno pequeño. del origen,tiene el mismo

carácter que el co.npo.tLmí"nto de las trayectorias (las órbitas) en un entorno

pequeño de rs siempre que el cero no sea un centro en el sistema (1'7)'

Noentramorucoosid"'arenprofundidadlaequivalenciaent¡esistemasde
ecuacioneslg. en toao cu,o, t'ng,'u 1.19 ilustra este concepto de equivalencia

comparandolasórbitasquerodeanunpuntodesillasituadoenelvalorde

"o"iiluri" 
io .2,0.4) en el sistema de ecuaciones no lineal'

du
d¿
dtr

d¿

u(1.-u-2r),

a(L-u-3r),

l8Este teorema de li
Hartman en 1964.

lgvéase, por ejemPlo, [17]

nealización fue enunciado por Grobman en 1959 y formalizado por
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{ ú=u(t-u-2o)
I r;=u1t-u-3u) {

ú=-O.2u-O.Aa
ú=-1.2u-O.4a

aU

u

(a) Para el sistema de ecuaciones no linea-
lizado el (0.2,0.4) es un punto de silla.

u

(b) Para el correspondiente sistema linea-
lizado, el origen es también un punto de
silla.

Figura 1.19: Sistem as lineaJizados y no lineaJizados equivilentes,

y las que corresponden al origen en el sistema lineal cuya matriz de coeficientes

es la matriz jacobiana particularizada en dicho punto de equilibrio.

J(u,u) =
l-2u-2a

-3u
-2u

l-2u-3u
-0.2u - 0.4u,

-1.2u - 0.4u.
+

(dula=
t# =

Observemos que ambos valores de equilibrio son puntos de silla.
Si la matriz jacobiana tiene autovalores imaginarios puros o con parte real

nula, como ocurre con la ecuación

u2+uu-7u

u2+uu-4u,

cuyo diagrama de fases aparece ahora recogido en la figura 1.20, no estamos en
las hipótesis del teorema con lo que, utilizando éste, no podríamos deducir nada.
De hecho, el único punto de equilibrio que aparece es el origen y la matriz de
coeficientes ligada a la linealización del sistema alrededor de dicho punto

du
d¿
du

d¿

J(u,u) : 2u*a u-7
2u*a u-4 )

J(0,0) : 0-7
0-4

tiene como autovalores )r : 0 V \z = -4. El teorema 1.7.1 es inútil en este

caso y, sin embargo, la representación directa de las órbitas en torno al punto
de equilibrio, nos permite clasificarlo como un nodo de carácter inestable, del
tipo punto de silla-hay órbitas q:ue entran en el punto y otras que salen. El

¡.
t

4

,
»

a
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no necesa;ria.

lidad de las soluciones

a

/r'r','////
¿//r'//r'
.//¿¿

/¿¿'-
/r'¿¿''

u

22r'2/2r'

/ r',, / / r' /
/r'r'r'r//

Figural.20:ElteoremadeHa¡tman.Grobmanofreceunacondiciónsufrciente,

teoremaseñalapuesunacondiciónsuficienteaunquenonecesaria:sielpuntode
equilibrio del sistema;;áá e§ un punto de silla, el correspondiente al sistema

linealizado no tiene porqué mantener este comportamiento'

1.8 Estabilidad de las soluciones

Aunquehemoshabladodepuntosdeequilibrioestableseinestables,enrealidad
aún no hemos a"nriáo .á"tamente qué se entiende por estabilidad de una

solución de un sistema de ecuaciones diferenciales'

Supongamos, pue; [p;to,*ú una solución del problema de valores inicia-

les (t.t) que está definida para todo t Zto'

Definición t'.8.1
Diremos que Q(t;ü6,rs) es ur¿o solución estable si pora todo e ) 0 etiste

t*l;-O tat que,'it t,a - á.t < 6, Ó(t;ts'r'o) eriste' estó definida porot) ts v

, "A"* que l6(t; ts, 
"Lj - Ó(Uf o, ro ) I :.' .lo'o 

t Z to'

Si la soluci,ón noiurl¡r'r'eiio-ca,nd¿c¡in se dice que es inestable, es decir,

si es'i.ste un e > o t,l-qí" ioro cailo ó > 0 es posible encontror un r'o tol que

i.i:"rrt. i puo ld(¿r;ú0,;6) - d(úr;Úo'ro)l ) e' pora olsún.t¡-) ts'

Asimi,smo, ¿¡r"*)-,'i'i O(írtr,i"i "t ""iltáti""mente 
estable si es estoble

v, ad,emós, eat'ste unrT) o'tii ql"ti*'*-ld(¿' to'xL) - Ó(t'to'ro)l = 0 cuondo

l*'o - ,ol <'t'

Un punto de equilibrio (recuérdese que un punto de equilibrio no es sino
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una solución constante de Ia ecuación diferencial) es asintóticamente estable si

cualquier órbita que comience cerca se aproxima al punto fijo a medida que

pasa el tiempo. Cabe pues introducir el concepto, equivalente al anterior, de

estabilidad de puntos fijos o estabilidad en el sentido de Lyapunov2o.

Definición 1.8.2

1. Un punto fijo ro del sistemo (1.3) se llomartí estable si, pora cualquier
entorno N de rs, eriste N', N C N', tal que cualquier órbita que pase

por N' pernxanece en N a medida que t aumenta.

2. Un punto fijo xs d,el sistema (1.3) se llamard asintóticamente estable si
es estoble y existe un entorno N de x¡ tal que cuolquier órbita que pose

por N se acerco o Ío cuando ú -+ oo.

3. De un punto fijo del sistema (1.3) que no es estable, se dirá que es ines-

table.

El estudio directo de la estabilidad de una solución conlleva en la práctica el

conocimiento de ésta. Por tanto, sería deseable conocer ciertos resultados que

permitan realizar dicho estudio sin el conocimiento a priori de la solución.

Como primera simplificación, parece lógico plantearse el análisis de la esta-

bilidad de una solución de un sistema autónomo a partir de la estabilidad de la
solución idénticamente nula en un sistema del tipo (1.6).

Se verifica, de hecho, como consecuencia del teorema de Hartman-Grobman,
el siguiente teorema.

Teorema 1.8.3

1. Sea f e C'. Si ro es un punto de equilibrio del sistema (1.3) a, además,

Df(xo) es una matriz que no tiene autoualores con parte real nula entonces
lo solución ó(t) = xs de (1.3) es asintóticamente estable (respect'iuamente
inestable) si y sólo si la solución correspond'iente al sistema lineal (1.7) es

asintóticament e estable ( resp ectiu am ente inestable ).

2. Sea f e C'. Si, al n:,enos, uno de los autoaalores de la matriz jacobiana
DÍ(ro) tiene porte reol positiua, entonces el punto de equilibrio rs del
sistema de ecuociones diferenciales (1.6) es inestable.

EI teorema anterior, enunciado para una dimensión arbitraria n, tiene una
expresión más sencilla si nos limitamos al caso plano, recordando que, en ese

caso, los autovalores de la matriz de coeficientes quedan determinados a partir
de su traza y su determinante.

2oAleksandr Mikhailovich Lyapunov nació en Yaroslavl (Rusia), en 1857 y muerto en Odessa,
en 1918. Su trabajo se concentró en la estabilidad de sistemas mecánicos y en la estabilidad
de fluidos que rotan uniformemente.
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Corolario 1.8.4
Si n = 2, uno condición suficiente pora asegurar lo estabilida.d asintótica de

un punto rle equitibrio ,n un ii't"*a autónomi' es que la matriz iocobiano del

sistema tenga traza negatiua y deterrninante posit'i'uo2l '

Hay ademas un resultado que quizá merezca mención especial' Se trata de

un teorema qr" 
".tuuü "t 

ür¿.t.. estable o no de un punto de equilibrio

asociado a una ecuación diferencial unidimensional. De alguna forma, ya hemos

hecho referencia a a * r" sección 1.4, no obstante pasamos a dar un enunciado

formal.

Corolario 1.8.5 (Teorema de estabilidad lineal)

sea n = t y rrpongoÁo, f e cr y :úo un punto de equitibrio d,e la ecuación

¿üJÁcnt* = f (i), ,jii "'"f 
(*ú =0' supinsamos' tombi-é-n' q.ue f'(xs) l0'

Entonces, el punto ae equlllihrl,i rs es asinióticamente estable si f'(r,s) 10, A

es inestable si /'(rs) > 0'

]-.gComportamientoasintóticodelassoluciones
En numerosas ocasiones, cuando se estudian sistemas autónomos cuyas solu-

.io.r", están definidm pá., todo ü e R+ (o para todo ú.€ R-) es interesante

estudiar el comportali*to au dichas soluciones para valores de ú "próximos"

a+m(a_oo,respectivamente)puestoqueelsistemanosofrecelaposibilidad
de predecir qué ocu.ri.á cuandá pase un intervalo de tiempo conveniente. Es lo

que suele denomina¡se analizar el comportamiento asintótico de las soluciones'

Los aspecto. *irrtáti.o, de una solución se enmarcan dentro del estudio de

los denomin 
^ao" 

,on¡unios u-lími,tes asociados a cualquier punto del plano de

fases.

Deñnición 1.9.1
Sea i = !(r) uno sistema ile ecuaciones diferenciales autónomo uálido en

,tguno regiói a, m-l ,,, r(t) -- Ó(t;to,tn) uno solución de la ecuación que

esttí definid,o Para toilo t €. W'

oElconjuntoa.límitederoestófonnatloportodoslospuntosdeacu-
mulaci,ón del conjunto {Ó(t;to,ts) : t 10}' es decir'

a(rg) - {z € IR" : eaisteú¡ --+ -oo tal que Ó(tx;to'rs) + z}'

o EI conjunto r¿-límite de ts estd fonnado po'. to.dlt, los puntos de acu-

mulación del coniunto {Ó(t;to,ts):t)-0lr' es decir"'

ar(rs) = {z e IR" : existe ú¡ -+ *oo tal que Ó(t*;to'rs) -+ z}23

ffidemostracióndelcorolarioydelosteoremasanteriores
22Larazónde esta termi'nología tan particular proviene del hecho de que a y a,, son' respec-

tira-e"ie, la primera y la última letra del alfabeto griego'

23En realida.d, po¿.-o, ,lrpon., .i, p"rig.o que la-solición aparece defrnida en un intervalo
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Los puntos de estos conjuntos tienen la propiedad de que cualquier entorno de

ellos es "visitado" por la solución infinitas veces. Por supuesto, puede reducirse

al vacío.

Definición 1.9.2
una región 2 c R2 es positivamente invariante para el flujo asociado

a la ecuación (1.6) si, poro cualquier dato inicial xo e D, lo órbita positiua

r+(xo) cD24.

Citamos, a continuación, alguna de las propiedades de estos conjuntos t.r-

límites25.

Proposición 1.9.3

1. Pora cualquier punto z de la órbita ile ts se uerifico que w(xs) = w(z)

2. Los conjuntos w-límites son cettodos y pueden ser descritos como

or(rs): n
t2to

s;ú6,16): s ) ú

3. El conjunto u(rs) es inaariante, es decir, es unión de órbitas (la órbita

de cualquier solución que cornience a ser descrita a partir de un punto del

conjunto u-límite, peTYnonece siernpre d,entro de dicho coniunto).

/. Se puede probar fácilmente que w(xs) es un coniunto coneto por arcos, es

decir, dos puntos cualesquiera del conjunto se pueden unir con una línea

totalmente contenida en dicho conjunto.

En principio, para el estudio de los conjuntos t¿-límites es necesario conocer

las soluciones, sin embargo es posible determinar algunas de sus propiedades sin

necesidad de calcularlas.

1.9.1 Aparición de ciclos límite

Otro resultado fundamental del análisis matemático es el llamado teorema de

la curva de Jordan. Su enunciado está, intuitivamente, muy claro.

maximal concreto (acotado) y no necesariamente en todo IR. Los conjuntos o.r y o-límite
se definen entonces como los puntos de acumulación de determinados conjuntos si tomamos
sucesiones convergentes hacia el extremo inferior por la derecha, o hacia el extremo superior
por la izquierda, del intervalo maximal, respectivamente

24Eliminamos la dependencia de to en la notación'l;[{*o) ya que, utilizando la proposi-

ción 1.3.1, sabemos que las órbitas no dependen del instañte de comienzo del movimiento sino

exclusivamente de la posición que ocupa en ese momento.
2sMuchos de ellas son también aplicables, con las modificaciones oportunas, para los con-

juntos o-límite.



Teorema 1.9.4
Toila curt¡a 1 cerrad'a y si'mple, en el plano' d'iuide a éste en dos conjuntos

co n er o s d'i,s junt o s.26

Estos conjuntos se suelen denomina¡ interior y exterior, respectivamente' El

enunciado es sencillo: Jor-prrto, cualesquiera del interior (o del exterior) a la

curva pueden unirse por un arco que no corta a 7. sin embargo, si se pretende

unir un punto del interior con otro áel exterior mediante un arco, necesariamente

ese arco corta a'Y.

A pesar de Io intuitivo que parece este teorema su demostración es cuando

menos ..endiablada,,, Ia mayoría de los textos usuales del análisis matemático

omiten su demostración'
Paralateoríade".,u.io.,",diferencialesdefinidasenelplano,esteresultado

tieneinteresantesconsecuencias'Así,todaórbitaperiódica'(esdecir'unacurva
cerrada)altenerquedividiralplanoendosconjuntosConexosdisjuntosno
puede comportarse de una forma "salvaje" '

Definición 1.9.5
[Jna órbita cerratlal será llamada un ciclo límite si hay d,os puntos en IR2,

unoenelinteriordelyotroeneleúerior,talesquelosconjuntosCx-ou.límite
d,e las órbita, qu, 

"oÁrí*itd,as 
a partir d,e esos puntos coi,nciden, precisamente,

con la órbita Periódica l '

Yahemosdefinidoanteriormenteelconceptodeestabilidaddesolucionesy,
como un .*o .orr.r"io, i" 

".tuuiti¿ad 
de los puntos fijos del sistema de ecuacio-

nes diferenciales. Es lágico, llegado este punto, intentar establecer el concepto

de estabilidad orbital pá'u tot"tiones periódicas'27

Definición 1.9.6
(Jna órbita periód,i,car d,e un sistema autónomo plano 

^(1.6) 
es orbitalmen-

te estable sipara;r-,;;;)0, eri,steunS > 0 talque d(x.,f) 16 v queuerifi'ca
";";AAd,*'),r) . €, Para cualwier I > o"'

I se d,irá orbitatÁinte inestible st no es orbitalmente estable'

Si el ciclo límite I verifica la igualdad f = r^''(ro) para cada punto rs de un

entorno de f, entonces diremos que eS ln atractor periódi,co, o sea, las órbitas

seciñenalcicloformandoespiralesqueseacercanaéldesdeamboslados.Por

1.9. ComPortam iento asintótico de las soluciones 39

26En la referencia [1] encontraremos una definición matemáti ca formal de cada uno de los

conceptos toPológicos que se ven involucrados en el enunciado formal de este teorema. En el

capítulo tercero, sección cuarta' de [1a] podemos encontrar la demostración de este resultado

27La estabilidad de una solución se puede enunciar diciendo qlre pequeños pertutbaciones en

los datos iniciales de la ecuación Producirían Pequeños cambios en las soluciones asociadas' La

misma idea formulada utilizando el concePto de órbita indicaría que a datos iniciales cercanos

tienen que corresPonder a órbitas también cercanas en cualquier instante de tiemPo. En

realidad, esta noción de estabi lidad es demasiado restrictiva' Las órbitas periódicas alrededor

de un punto fijo, Por ejemplo, tendrían que aparecer como orbitalmente estables pero, al tener

periodos distintos Podría ocurrlr que, en un instante dado estén en posiciones diametralmente

opuestas.
28Entendiendo, lógicamente, que no referimos a la métrica euclídea'
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otra parte, si las espirales se alejan de é1, el ciclo se denomina repulsor. Si las

órbitas tienden a acercarse al ciclo por uno de sus lados, pero Se ven rechazadas

por el otro, el ciclo recibe el nombre de semiestable.

Quizá convenga, para aclarar estos conceptos, analizar qué ocurre con las

órbitas ligadas a un sistema concreto de ecuaciones diferenciales

: r(l-r2-y2)+y,
: -r+y(l-12-A2).

EI origen de coordenadas es un punto de equilibrio. Para determinar su

unicidad, tendríamos que comprobar que el sistema

r(7-:r2-y')+a : 0

-x+y(7-n2-y2) : 0

no admite más soluciones. Para ello despejamos la variable y de la primera
ecuación, la r de la segunda y dividimos el resultado obteniendo

Efectivamente advertimos que n :0 e A: 0, es Ia única posibilidad.

Si realizamos un cambio de variables a coordenadas polares (u = rcos?,
y = r ser. e) , las soluciones serán lógicamente las mismas y el sistema se reducirá
a una expresión mucho más simple.

Las funciones r = 0 y r : I (en cualquier caso con e(t) = -t*9s,siendo 0s

el ángulo que limita el afijo del punto y el eje de abscisas) dibujan dos órbitas
concretas del sistema: aquéllas cuya distancia al origen no varía a medida que
pasa el tiempo. Se trata del origen de coordenadas y la circunferencia de radio
unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj. EI diagrama de fases

resulta tal y como aparece en Ia figura 1.9.1.

La curva r : 1 representa, por tanto, un ciclo límite estable tal y como Io

hemos definido anteriormente.
Centremos ahora nuestra atención en la existencia de órbitas periódicas no

triviales que no están cerca, necesariamente, de ningún punto de equilibrio. La
demostración completa de este resultado se puede encontrar en la referencia [39].

Teorerna 1.9.7 (de Poincaré-Bendixson)
En el conterto que ya hemos definido, sea D e Ñ una región positiuamente

inuari,ante que contiene un número finito de puntos de equilibrio. Sea xo e D y
consideremos r^.,(x0). Entonces se satisface una de las siguientes condiciones:

. t,,(xo) es un punto fijo;

. r,,,(xo) es una órbita cerrada;

{;

Y=-Y)a2=-r2
tÍ

{;

{
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v

\\ \ \ \ \ r ¡ tt//

x

\i

. t.,(xo) consi,ste en un ruinxero finito de puntos de equilibrio fil' t2'" '' frn
y'órbltos 1 con a(1) = n¿ a w(1) = r¡ '

pa¡a usa¡ eI teorema de Poinca¡é2e-Bendixson 
30 con el objetivo de probar la

existencia de una órbita periódica no trivial en un determinado problema, tene-

mos que construir un recinto abierto y acotado 2 c IR2 ' 
que no contenga puntos

de equilibrio estables, iJ q"" toda sólución que comience en 2.permanezca allí

para todo ú 2 0 (esto 
"., 

,ilUi"*o acotado positivamente invariante)' Después'

comprobaremos que pur, .t'utquier x0 = 1'o ' 
yo) e D 

' 
u(xo) no contiene pun-

tos que pertenezcan ,lu f'ot'tou de 2' iomo partimos de que 2 no contiene

puntosdeequilibrio,podemosdeducirqueal(xo)esnecesariamenteunaórbita
periódica.

En general, la aplicación de este teorema no es fácil' ya que la construcción

de un abiert o D con i* ,ttoi"¿tdes descritas no es algo evidente' y además'

iu-ro"o asegura la uniciáad en la existencia del ciclo límite'

A veces, es útil poder conocer a priori si el sistema considerado tiene o

no órbitas periódicas I" L."sró" de estudio. como consecuencia directa del

2gJules Henri Poincaré (1854-1912) , matemático francés nacido en NancY Y muerto en París'

Fue uno de los Pioneros de la toPología algebraica y de la teoría de las funciones analíticas

complejas de varias variables. Antes de los 30 desarrollo el concePto de funciones automórficas

que utilizó Para resolver ecuaciones Iineales de segundo orden. También trabajó en geometría

algebraica y teoría de números. En el campo de las matemáticas aplicadas, estudió óPtica,

telegrafÍa, capilaridad, elasticidad, termodinámica' teoría de la relatividad Y
electricidad

Puede ser considerado uno de los últimos matemáticos rrniuersalista.
cosmología.

30Ivar Otto Bendixson (1861-1935)' matemático sueco mundialmente conocido por el lla-

mado teorema de Poincaré-Bendixson, inicialmente enunciado Y Probado Poincaré Pero al que

Bendixson dotó, en 1901, de una Prueba miís rigurosa con hipótesis miís débiles'

,

(
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teorema de Green3l aparece los siguientes criterios, cuya demostración podemos

encontrar en [tZ].

Teorema 1.9.8 (Criterio de Bendbson)

sea D un abierto acotado, simplemente conero (esto es, se trata de una

región sin "agujeros"). Si d,iu Í = * + ff es d'e signo constante Y no es

id,énticamente nula enD, entonces el sistema (1.6) no tiene órbitas periódicas

que perrnanezcan por completo en D.

como una generalización de este resultado, aparece el criterio de Dulac.

Teorema 1.9.9 (Cri,terio de Duloc)

Sea D c R2 un abierto simplemente conero y seo B(r,g) una función C'(D)
que sólo toma ualores reales. Si la función diu Bf = 

gJfiln * W es d,e signo

constante y no es idénticamente cero enD, entonces el sistema (1.6) no tiene

órbitas periódicas que pernxanezcan por completo en la región D.

La función B se denomina función de Dulac. Cuando B(r,A) = 1, este

criterio se reduce al de Bendixson. La dificultad en Ia aplicación del teorema

subyace en el hecho de que no existen criterios para determinar esta función.

Para terminar esta sección, estableceremos un teorema de tipo geométrico

que relaciona las órbitas periódicas y los puntos de equilibrio en una región del

plano.

Teorema 1.9.10
seaD uno región deR2 donde podemos aseguror la eristencia de una órbito

periódical, tal que la región H que define su interior está totalmente contenida

enD. Entonces, en H debe eristir un punto de equilibrio.

Para ilustrar los conceptos de conjunto r¿-límite podemos utilizar las figuras
introducidas, por ejemplo en las secciones 1.5, 1.7 y en este mismo apartado.
No incorporamos otros nuevos, llegado a este punto, ya que intentamos evitar la
repetición. No obstante, en [19] podemos encontrar multitud de ejemplos para
afianzar y aclarar estas ideas.

3rGeorge Green (1793-1841) matemático inglés nacido en Sneinton, Nottingham. Su único
periodo escolar conocido fue cuatro trimestres en 1801-1802. Fue dueño, y trabajó, hasta los

cuarenta años (1833) en un molino de viento. Green hizo sus mayores aportaciones al campo
de la teoría potencial aplicada a hidrodinámica (ondas en canales, fundamentalmente), a la
teoría de reflexión y refracción de la luz y del sonido. Publicó diez trabajos matemáticos:
el primero y el miis importante, sufragando él mismo los gastos, en 1828 An essay on the
application of mathematicol analgsis to the theories of electricitg ond magnetism. Cuando
dejó el molino, se graduó en Cambridge. Cómo consiguió sus conocimientos matemáticos, es

un misterio.
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l.l0Introducciónalateoríadebifurcaciones
En numerosas ocasiones, un sistema de ecuaciones diferenciales como (1'1) de-

pende también de deteráinados pará.rnetros de control, independientes de la ley

dinámica que reguta ;i;;;¿*""; objero de nuestro estudio. Esta situación se

traduce foimalmente considerando una ecuación del tipo

¡ = f (t,r; ¡l (1'8)

donde ,, es un valor perteneciente a un subconjunto determinado de un espacio

IRk, de dimensión fi"i;;, t f G,';t') no es siná una función de clase C'en las

variables t, fr Y P. l,*'pt'iUf"t soíuciot'es de esta ecuación (una ecuación di-

ferente para cada d; á; p) dependerán de dicho parámetro. Es interesante

analizar cómo varían u.t"" áí".iánes al variar p, para saber si estos cambios son

de carácter cuantitativo o cualitativo'
para un sistema así definido podemos establecer una condición que nos 8a-

rantice la existencia ,'"r*iára áe solución local, así como la dependencia de

esta solución respect; a las condiciones iniciales y los parámetros.

Teorema1.10.1(ttederiuabilidad'respectodelascond,icionesini,ciolesylos
parámetros)

Sea f una función continua en un abierto lt € IR+ x IR" tol que eristen

las deriuada, por"'iní,i 
'u, 

; # y son funciones continuas en los espacios en

las que están d'efini'do''"*EntáÁces' si Ó = Ó(t;to'xo'po) es una solución del

sistema (l.S), aer;,ficindo lo coniición iniciil 61ts;to,to,po) = ro, defrnida

loro ""oiq"¡Lr 
t e I, siendo I un entomo ile ts'

o $ e C2 resPecto de lo uari'able t'

o Q(t;t1,fit,1-tr) € Ct en los uoriables h' rt Y h ksto es' conlo función

ile las conrli"¡Ái, iniciales y los pardmetros) para cualesquiero nt a Fr

pertenecientes o entorn'os suf'cientemente pequeños ilets' fro Y po'

1.10.1 Tratamiento de los problemas: nuevos conceptos

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales autónomo de-

p""ai"I"t" de un parámetro lc-dimensional p del tipo

r=f(tt,a). (1'9)

Supongamos,asimismo,queestamosenlascondicionesderegularidadsuficien.
;"".;;;;t"guta' la exístlncia v unicidad de solución'

Los puntos de equilibrio r, de este sistema son' simplemente' las solucio-

nes de la ecuación i!t'r) = O' Ett*;;l""ion"' d"punáerán' por tanto' del
.ia:rá**. 

;;poai¿'di" l*p"tu' mediante la relación

ru = c(P)' 
(1'10)
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A cada valor fijo de éste, pueden existir varias soluciones de dicha ecuación, esto

es, varias ramas. Al variar p, la expresión (1.10) describe, en un determinado
subconjunto de Rt+', el conjunto de todos los posibles puntos de equilibrio de

dicha ecuación a partir de una o más funciones regulares de p, salvo en los
puntos del (p,rr) en los que la matriz jacobiana respecto a r de la función

/, particularizada en dicho punto de equilibrio, sea una matriz singular (o,

equivalentemente, tenga algún autovalor nulo)32. Cada una de esas ramas puede

ser representada gráficamente en el espacio de parámetros y puntos de equilibrios
asociados.33.

La figura 1.21 ilustra este tipo de relaciones para una ecuación unidimensio-
nal dependiente de un único parámetro. Esquemas como éste se denominarán,
en Io que sigue, diagramas de bifurcación. En los puntos (po,ro) en los que

la matriz jacobiana asociada al sistema sea singular, Ias distintas ramas pueden

cortarse. Si esto ocurre diremos que, en dicho valor del parámetro pc¡, &p&rece

un punto de bifurcación. La principal característica de ¡.16 es que en cual-
quier entorno suyo aparecen valores de los parámetros que dan lugar a espacios

de fases topológi,camenúe distintos (esto es, hay un cambio en la estabilidad o,

simplemente, en el carácter de los pqntos de equilibrios asociados). De hecho, el

mapa de fases en el punto de bifurcación tiene que ser tal que cualquier cambio
arbitrario en los parámetros, por pequeño que éste sea, conduzca a comporta-
mientos cualitativamente distintos. Esta situación es la que corresponde a un
sistema que carece de estabilidad estructural, concepto que aparecerá en el

resto de este trabajo al analizar los modelos que corresponden a determinadas
situaciones.

1.10.2 Clasificación de puntos de bifurcación

Las bifurcaciones en los puntos de equilibrio normalmente producen cambios en
las características del flujo y en la estabilidad de los correspondientes equilibrios.

Quizrís el concepto de punto de bifurcación no haya sido expresado en términos
demasiado precisos, no obstante una formulación totalmente rigurosa implicaría,
como ya hemos insinuado, muchas complicaciones conceptuales y de carácter
técnico. Por consiguiente, para nosotros, un punto pús, 16 será de bifurcación si
para ese valor del parámetro el correspondiente punto de equilibrio cambia su
tipo de estabilidad.

Es prácticamente imposible, al nivel que nos situamos, clasificar todas las
situaciones que pueden presentarse en los sistemas de primer orden dependien-
tes de un parámetro (de hecho, para dimensiones superiores a la plana-por
ejemplo, una variable bidimensional y un parámetro, o una variable unidimen-
sional y dos parámetros-la clasificación general está lejos de ser llevada a cabo).

32Esta excepción es el primer resultado importante de la teorÍa de la bifurcaciones y resulta
consecuencia del teorema de la función implícita, pieza fundamental del Análisis Matemático.
En [17], encontramos una demostración formal y constructiva de éste y otros resultados.óóNos limitaremos, en este trabajo, a ofrecer una primera aproximación a la teoría de
la bifurcación centrándonos, principalmente, en los diferentes esquemas de bifurcación que
pueden ser representados en el plano o en el espacio.
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Si nos limitamos a considerar las derivadas de / hasta de orden dos34, apare-

ce la clasificación que a continuación exponemos (a partir de la ofrecida en la

referencia [22]).

o Punto regular.
Un punto iegular (po,zo) de f\',r) = 0 es el que verifica que

fftro,xo) * o o bien 
ffifr",xo) 

* o'

De forma gráfica, diremos que por (ro'po) pasa una única rama en el

diagrama de bifurcación'

o Punto de retorno regular'
Es áquel (po,co) en el-que la función ff cambia de signo mientras que

ffi{uo,xo) * o'

o Punto singular'
Es aquél que verifica

fffu,,*o¡ = ffitro, 
ro) = o

o Punto doble.
Es el punto singular por el que pasan tan solo dos ramas del diagrama de

Uif,rráci¿., que ademrís posean, en dicho punto' distinta tangente'

o Punto singular (doble) de retorno'

Es un punto doble en 
"t 

o,u $f 
('e) cambia de signo en una de sus ramas'

o Punto cusPidal.
Es un punto en el que se cortan dos y sólo dos ramas teniendo ambas' en

dicho Punto, la misma tangente'

o Punto coqiugado.
e, ,r, prrrto singular aislado en el diagrama de bifurcación'

o punto singular de orden superior. Es aquél (po,'o) en el que

ffi@.,'ü -- #h(Po''o) =ffi@o'ro) : o'

Algunos ejemplos para ilustrarlos aparecen en la figura 1'21'

34Esto es, suponemos que las

nunca simultáneamente'

derivadas de segunda orden de la función /(p'r) no se anulan
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fr

(a)i=¡r-a.
Todos los puntos situados sobre la recta
son puntos de equilibrio y regulares'

r

cr=0
I,L

t2: -ll

(.) ¿- Fxla2.
El origen es un punto singular doble.

r
p= g3-x

*Lc

(e) á= p*r-o3.
En este esquema, t+§,*ff1son pun-
tos singulares de retorno.

r

ay = 11Q,

12: -{F

(b) ¿= p*a2.
El (0,0) es el único punto de bifurcación
llamado punto de retorno regular.

Í a2 _ \/F

r -0
l.t

,/ t'

(d)¿= pr-13.
Aparece un punto singular en el origen

Eouilibrio estable

Equilibrio inestable

O Punto de bifurcación

(f) Leyendas de los diagramas.

l.tp

Figura 7.21: Diferentes diagramas de bifurcación para sistemas unidimensionales
dependientes de un único parámetro.
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f

fie

fr

ee

fii

fi¿

tt

(a) El origen es estable si ¡'r ( 0' Todas las

i.áyecto.ias tienden hacia ese valor'
(b) Si ¡r ) 0 aparecen dos puntos de equi-

librio estables mientras que el origen pa'sa

a tener carácter inestable'

Figura7.22:Comportamientodelastrayectoriasylasórbitasd.elaecuación
unidimensional i = pr - Í3 en tomo a los puntos de equilibrio'

1.11 Algunos ejemplos unidimensionales

Analicemos, como ejemplo, algunas situaciones que se pueden presentar en el

caso de una ecuació, "ñ¿i*"i.ional 
que depende de sólo ün parámetro. con-

cretamente, nos ceñirÁos a las recogidas 
"tt 

I* figut* 1'21(d) y 1'21(e)'

1.1l".L Bifurcación del tridente

Consideremos, en primer lugar, la ecuación i -- r@ - o2)' Queremos estudiar

fá ¿"p".r¿"n.ia de io, f,rntol aá equilibrio con respecto a dicho parámetro ¡.r'

El estudio de puntás singulares de la matriz jacobiana asgcild,a a esta ecua-

ciónsereducealcálculodelospuntosextremosdelafunciónf(p'o)'estoes'
;;;;il que anulan la derivada de primer orden. se verifica, en este caso' que

f'0r,r) - ¡r,-Zro y, por tanto, el único punto de bifurcación es el origen'
" "L; 

soluciones de ia ecuació¡ r(p - *2) : o vienen descritas por

*t!r) = o,

'rjt) = *{P'
*s0') = -'/t''

Naturalmente,estasdosúItimasfuncionesestánpresentessólositienensentido,
esto es, si p 2 O. 1,, t"pt"tentación gráfica en el plano pfr) es-decir' el corres-

pondiente diagrama de úifurcación, aparece en la ya mencionada figura 1.21(d).

Obsérvese que para cada valor del paiámetro p corespondiente a,l semieje posi-

tivo, se dibujan tres puntos de equilibrio' tesultando tres ramas diferentes en el

diagrama, mientras que si dicho valor corresponde al semieje negativo' el punto

de equilibrio es único'
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Analizando ahora la estabilidad de las soluciones estacionarias a partir del

teorema de estabilidad lineal, podemos observar que, para F 10, el origen es un

punto de equilibrio estable, ya que f'(tr,o) -- ¡-t 10, mientras que, para p ) 0

ia derivada cambia de signo y, en consecuencia, ese punto es inestable.

Por ese mismo criterio podemos afirmar que si nos reducimos a valores posi-

tivos del parámetro p, el punto de equilibrio s = *,,/tl resulta ser estable, pues

f'jr,+t/ti: -2p' <0.' 
Si p'- 0, el único punto estacionario que aparece es el origen, pero no pode-

mos establecer cómo se van a comportar las órbitas a su alrededor a partir del

teorema de estabilidad lineal. Sin embargo, podemos determinar su inestabili-

dad con sólo observar que /'(0, r) = -3t2 y, por tanto, la solución r(ú) es' en

cualquier instante de tiempo, una función decreciente.

Las situaciones diferentes que se plantean se pueden observar tanto en los

que se refiere a las trayectorias como en lo que atañe a las órbitas de dichas

soluciones, quedando este comportamiento reflejado en Ia figura 1.22. Podría

resumirse diciendo que un punto de equilibrio estable (el origen) se "desdobla" en

otros dos, de forma simétrica, mientras que el origen se transforma en inestable.

p = 0 se denomina, entonces, punto de bifurcación tipo Pitchfork En la figura

se observa también las cuencas de atracción de cada uno de los valores estables.

L.tL.2 Histéresis

La situación planteada en la figura 1.21(e), para la ecuación i = P * t - t3,
es diferente ya que viene determinada por la existencia de dos puntos de bi-
furcación. Para valores del parámetro situados fuera del intervalo delimitado
por esos dos puntos, aparece un único punto de equilibrio estable. En cambio,

si analizamos qué fenómenos se producen para valores del parámetro pertene-

cientes a dicho intervalo, encontramos tres puntos de equilibrio: los extremos

estables y el punto intermedio inestable.

Pero veamos, paso a paso, cómo deducimos dicho diagrama de bifurcación.

Los dependencia de los puntos de equilibrio con respecto al valor de ¡r es descrita
en la curva ¡r* r - x3 = 0. Para establecer Ia existencia de puntos de bifurcación
tenemos que deducir si hay algún p que permita la aparición de c tal que H : O.

En este caso,

U=r*'*l=o -n=L+.
Estos valores se corresponden con los puntos de bifurcación

P: -t I g3 : *'+,
esto es, los valores que delimitan el comienzo y el final del pliegue en la curva
que representa los puntos de equilibrio existentes en función del pariímetro.

La situación que se plantea en el plano de fases se recoge en la figura 1.23,

donde observamos cómo varía el comportamiento de las trayectorias y de órbitas
a medida que el valor de ¡-tva tomando distintos valores. La conclusión es que,
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t

fi

fri

fie

r
t

0

fre

§

&e
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fi¿

(a) ¡r = -0.5
(b)p= -2úI

t

r

X¿

ti

t

(c)p=0 @) p=*

Í¿

0

(e) ¡r = 0.5

Figura t.23t Órbitas y trayectorias asociadas a Ia ecuación i = lt - t * t3 en

fuÁción de los va)otes del paránetro'

r

t
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si el valor del parámetro está por debajo au =rú obtenemos un único nodo

estable. Al superar dicho valor se genera un segundo nodo estable y aparece

entre ambos otro punto de carácter inestable. El fenómeno de duplicación del

equilibrio estable desaparece de la misma forma que se produjo: el menor valor

estable cada vez está m¡ís cercano al inestable hasta que se funde con é1, al

superar el parámetro el valor #, v permanece sólo el primero'

Un fenómeno de este tipo, donde pasamos de tener un único punto estable

a tener dos y ademrís otro punto de carácter inestable al variar el parámetro,

esto es, si pasamos de recorrer una superficie con una sola hoja a entrar dentro

del "pliegue" que representa Ia figura 1.21(e), recibe el nombre de histéresis35.

L.L2 La bifurcación de Hopf-Poincaré-Andronov

Se tratará de una de las situaciones que surgirán con frecuencia en el estudio

de Ios modelos bidimensionales que seguirán en capítulos posteriores, y por ello

merece en este momento una atención especial.

El fenómeno conocido como bifurcación de HopJ-Poincaré-Andronou, o sim-

plemente bifurcación de Hopf36, consiste en el cambio que se produce en Ia

estabilidad de un punto de equilibrio acompañada de la aparición o desapari-

ción de un ciclo límite, al variar un parámetro en un sistema plano'

Existen, dentro de esta situación, algunas variantes dependiendo del tipo
de estabilidad de los correspondientes puntos de equilibrio, o de las órbitas

periódicas.

L,!z.L Un ejemplo concreto

Veamos en qué consiste este fenómeno a partir de un ejemplo concreto. Consi-

deremos el sistema uniparamétrico

{
i
tt

= y+fr01-12-y2)
: -x*a1t-x2 -y2)

(1. 11)

El origen de coordenadas es un punto de equilibrio para cualquier valor del

parámetro p. Si realizamos un cambio de variables a coordenadas polares, las

soluciones son las mismas y el sistema se reduce a una expresión mucho m¿ís

simple.

3sPodemos encontrar otras muchas situaciones curiosas: bifurcaciones nodo-silla (saddle-
node bifurcation)-correspondientes al diagrama de bifurcación 1.2f(b), puntos cuspidales-
que involucra ya a una ecuación unidimensional que depende de dos parámetros, y que apa-
recerá en el segundo capítulo, etc.

A pesar de su interés no nos detenemos aquí a realizar este estudio. Para el lector interesado
en su análisis nos remitimos a los libros de KoEak [17] o Arrowsmith [3].

36Heinz Hopf (1894-1971), matemático nacido en Breslau (Alemania), ahora Wroclaw (Po-
lonia) y muerto en Zollikon, Suiza. Su trabajo se desarrollo siempre en el área de la topología
algebraica. Estudió campos vectoriales y definió lo que en la actualidad se conoce como el
invariante de Hopf.
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a

ronov
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(a) Obsérvese cómo cambia la situación si

el parámetro vale p = 0'1' Aparece un

cicio límite estable, r -- 1/1, y, por tanto

i > 0, con lo que las órbitas que comienzan

cerca'del origen se van alejando de él'

(b) Diagrama de fase, en el conjunto

(-0.6.0.6) x (-0.6,0'6), para el algunas

irbitá áciadas al problema (l'1r) con

¡r = -0.1. En general, ¡^r ( 0 obligaar < 0

y, por tanto, el origen es asintóticamente

estable.

Figura 7.24: ¿En qué consiste la bifurcación de Hopf?'

r(p - 12)

{;

Asíescrito,esfácildeterminarelcomportamientodelasórbitasenunen-
tornodel(0,0)correspondienteadiferentesvaloresdelparámetro¡,l.Enlafigu-
raT.24,recogemoslasdiferenciasqueaparecensielegimosvaloresdelparámetro
negativos(elorigenesunfocoestable)opositivos(focoinestableysurgeun
ciclo límite estable qru uir"u ahora a tas Ortitas¡. Este ciclo resulta el conjunto

,-ti*i," de todos los puntos distintos del origen'

La deducción analÍtica de estos resultados nos permite relacionar esta situa-

ción con los autovalorer ¿" r" matriz jacobiana ligada al sistema linealizado'

Hagamos uso de las ;¿;ti"* y ptot"di*ientos que hemos descritos anterior-

mente para clasificil tot p"'tos áe equilibrios correspondientes a un sistema no

lineal.Lamatrizjacobianatiene,enestecasoconcreto'laexpresión

-1

p-3r2 -a2
-L - 2tY

t-2xg
p-n2 -3a2J¡(t) =

\T\\
..'\ \ t t
:\\\l I I

\\, l, ¡ ¡
I
I

)\t
I

.t\\

,

--?/¿{
r€?¿¿?
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que, particularizada en el origen de coordenadas, resulta

r¡(o,o)=(_Í i)
Los autovalores de esta última matriz son los valores complejos conjugados

,\ = l¿ t i y, por tanto, podemos aplicar el teorema 1.7.1 para caracterizar dicho
punto de equilibrio siempre que p 10.

Podemos deducir de este análisis algo muy interesante : observamos que el

cambio en la estabilidad del origen coincide con la variación de signo en la parte

real de los autovalores de la matriz J¡(0,0).

L.L2.2 fJn teorema de caracterización de la bifurcación de
Hopf

Este hecho no es algo que suceda de modo particular en este ejemplo sino que es

el comportamiento habitual del fenómeno y, de hecho, se recoge en un resultado

conocido como el teorema de Hopf.
Consideremos un sistema plano del tipo (1'9),

h@,v; t)

fz@,y; tr)

definido en un abierto G c IR2, donde el parámetro p, varía en un intervalo

tq 1 p ( p2. Supongarnos que Í,, representa un punto de equilibrio de dicha

ecuación y que Ia matriz jacobiana J¡(xr), calculada en dicho punto, tiene
siempre autovalores con parte real a(p) no nula y hay un único valor /¿o 9ue
señala un cambio de signo en esta parte real-para fijar ideas supondremos que

signo(a(p))=signo(¡t), en consecuencia, ps - 0.

Teorema 1.12.1 (de Hopf-Andronou-Poincaré7 )
Suponemos, con la notación descri,ta, que se satisfacen las siguientes condi-

ciones:

1. f = (fr,fr) es onalítica como función d'e las uariables r ey.

Z. 
fifOl 

> O (o seo, a combia de signo en el origen con "uelocidad positiva" )

3. ru(O) es un punto de equilibrio asintóticamente estable.

Entonces,

37Como queda sugerido en el título del teorema, éste fue descubierto de forma independiente
por Andronov (1929) y Hopf (1943). Además Hopf señala que de los trabajos de Poincaré
(1892) se deduce que éste también conoció este resultado. A menudo no se sabe bien a quien
corresponde el mérito de las ideas.

dr
d¿
dy

d,
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( i) tto es un punto ile bifurcación del sistemo'

( ii) paro p e (t-tt,Pü, el origen es un foco estable'

(i.ii) para p € (po, Pz), el origen es un foco inestable rodeado por un ciclo límite

estable cuYo tamaño crece con P"

El teorema 1.12.1 admite diversas variantes dependiendo de las hipótesis que

se manejen en cada caso aunque las correspondientes cOnclusiones variarán de

forma unálogu. una prueba de este resultado, cuya demostración se escapa a

los contenidás de este trabajo, podemos encontrarla en [30]'

De todos modos, abandónamos ya el estudio de estos conceptos, deducidos

todos a partir de una teoría g"n.til de resolución de ecuaciones diferenciales'

podríamos seguir avanzando (áada la riqueza del tema en cuestión) pero las ideas

introducidas cubrirán con creces las necesidades que se plantearán en nuestro

análisis din¡ímico de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias'

1.1-3 Ejercicios

1. Encuentra los puntos fijos de las siguientes ecuaciones diferenciales autóno-

mas:

(a)á=r*1. (c)t=sinhc2' (e)t=12+l'

(b) ¿ = x-x3. (d) á: x4 -r3 -2r2' (f) * = senc'

Determina la naturaleza de los puntos fijos (estables o no) y construye la recta

de fases para cada ecuación'

2. consiáera la ecuación diferencial dependiente del parrímetro real ),

i:=(x-.\)(r2-.f).
Encuentra todos los posibles diagramas de fases así como los intervalos de ) a

Ios que podemos asociar cada uno de ellos'
g. psuoza el plano de fases asociado a la ecuación diferencial t'' = Ar, haciendo

las conjeturas necesarias. Decide en cada caso si el origen es un sumidero' una

fuente, un punto de silla o ninguno de ellos. Si A depende de algún parámetro,

realiza el an¡ílisis en función el valor de k'

(r) ,= (

(o) ,= (

(.) ,= (

2

1

!
2

,

3

k

-2
0

-k

(.) A= (

0) A= (

(,) ,= (

;;)

(d) á= (

(") ,= (

(,) o= (

-1 0

,_, )

t)¡z

0

0

4

1

1

:l) t-2
-24 )

a

k )2 )



54 Capítulo 1. Sistemas dinámicos

4. Encuentra todos Ios puntos fijos de los siguientes sistemas de ecuaciones pla-

nos. Las constantes a, b, c y d son positivas'

r1(a - bx2),

-x2(c - dn1),

f2t

- S€nf1.

S€Il S1,

- COS s2.

Í2¡
r2(r-r?)-*t

r.r {Íl 
=or {ll 
=_

(o{i; -=

i1 =
iz=

i1 =
r.r {Íl 

=

(.) 
{

(0{

,r(2-rL-2n2),
*r(L-2q-rz).

nz(nl - 7),
(cr-1)(cz-3).

5. Etiqueta y describe todos los conjuntos o y arJímite no vacíos, cerrados y

acotados del retrato de fases mostrado a continuación'

6. Dibuja un diagrama de fases que sea coherente con cada uno de los siguientes

grupos de condiciones:

(a) un ciclo límite inestable, tres puntos fijos (un valor de silla y dos nodos

estables) y una región que mantiene aI origen como centro.

(b) cinco focos, uno inestable y cuatro estables, cuatro puntos de silla y un

conjunto o-límite no vacío, cerrado y acotado que contenga cuatro puntos

fijos y una región circular que mantiene el origen como centro.

7. Utiliza el teorema de linealización 1.7.1 para clasificar si es posible los puntos

fijos de los sistemas:

(
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U:,

{::

U;

(d)

(e)

(f)

r,r { il -- :i
=t2

=12

6r{ll = rz *:tt * r1r2,
= \-x2-rl.
= fr2,

= -(1+ rl + x!)x2 - q.

8.Demuestraquelassiguientesregionessonpositivamenteinvariantesparalos
sistemas dados y señala-el conjunto atractor que se halle contenida en ellas, si

existe.

(a) El semiplano superior 12 2 0 para

(b) El disco unidad tl + rl ( 1 Para

( i, = -rt * rz * r{r? + rZ),

(c)Laregióncerradaformadaporelsegmentodeextremos("-'o'0)y(1'0)
y una vuelta de la espiral escrita en coordenadas polares r = e0 pa¡a

( i, = -ÍL-fr2,
tt, = nt-,.2.

(d) La región contenida dentro de la curva cerrada' incluida ésta'
' ' 

3(r? +*Z)-2xl=rPara

-q + r!.

9. prueba que existe una región R = {(r,y), r' + y' 1 rzi} talque todas las

trayectorias del sistema

I i = -wY*t(l-r,2-Y2)'
i., = wr*Y(L-r;2 -a')- F,

donde F y wson constantes, acaban pot entror en E' Prueba también que el

riti"*, tür" ,t ciclo límite si F = 0'

10. Prueba que el sistema

-Brt+2,
- fi2.

= -rr * s?.

= sen(c1 * xz),

= rt-fi2-eal,
= Ít-fz-L'

r.r { il

( i, = 2rtrz
\*, = x7.

t2[:, =
Lr, =

t; 1

no tiene ciclos límites'

x1

na
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= -wy + r(l - x2 - y2) - y(r2 + y2),

= wx]-y(l-n2 -y2) +r1r2 +y2) - F,

donde F y w son constantes. Prueba que si el sistema tiene un ciclo límite tal

que todos sus puntos están a una distancia mayor que # del origen, entonces

el ciclo límite debe rodear al origen.

12. Considera los siguientes ecuaciones diferenciales unidimensionales depen-

dientes de un Parámetro.

(a) t= p-r2i
(b) ¿: pr-12;

(c) t = -(t+ LP)*i

Dibuja los correspondientes diagramas de bifurcación en el plano pc para ilustrar

los diferentes tipts de estabilidad que aparecen y cómo se evoluciona de uno a

otro.
13. Hallar todos los valores de p que son puntos de bifurcación del sistema lineal

11. Considera el sistema

= Fr*U,

= fr-2a.

14. Considera los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales planos depen-

dientes de un único Parámetro.

(a) á= ttn;it=-Y.
(b) á= tm-A;it=-r*PY.
(c) á= -n-ttyi(t=Pr-Y.

Dibujalos diagramas de fases paÍa p,10, H:0y P ) 0 y describe, si Ia hay,

eI fenómeno de bifurcación que se produce cuando F = 0.

{;

dr
d¿
da

d¿



Capítulo 2

Modelos unidimensionales

Bn este capítulo tratamos modelos continuos que pueden ser representados por

medio de ecuaciones de primer orden de la forma

i: f(r),

donde las soluciones de la ecuación /(r) = 0 
"o"""onde' 

como ya sabemos' a los

;;;"" á" equilibrio del sistema. Nuestro estudio se centrará de modo especial

in to. u"p".ios cuAitativos (equilibrio, estabilidad. . .) v estará orientado a un

tratamiento gráfico aui proUüá, para determinar la evolución de la solución del

modelo.";;i" 
grrífica 2.1r aparece representado un modelo de crecimienüo general

asociado a-la ecuación autónoma unidimensional i = F(r). Los puntos que co-

l"ó""4"" al corte ¿" tu t"*' y = F(a) y el eje de abscisas corresponden a los

valores de equilibrio a" t, 
"",ru"iorr, 

y dui anátisis del flujo en el eje de fases se de-

duce la estabilidad o no de dichos puntos y, en consecuencia, el comportamiento

áe tat OtUitas (y de las trayectorias asociadas)'

centraremos gran partá del trabajo que recoge este libro en el análisis de la

DinámicadePoblacionesyotrosaspectosrelacionadosconlaEcologíaTeórica.
Consideremos pues, p,.,"fij- ideas, cómo sería descrita la evolución de una

especie que ocupa ,rn't,Uit't determinado' EI tamaño de la población de esta

especie,enuninstantedetiempoconcretoú,seráunacantidadnonegativa,
medidacomolaconcentraciónoladensidaddeesaespecieenuninstantedado
v'á" "r, ¿"terminadJregió", o bien, simplemente' el número de individuos de

iu foUtr.iO, en t. Notarlmos c(t) a esa cantidad y supondremos que se trata

deunamagnitudquevaríadeformacontinuarespectodelavariabletemporal.
iá. ", el n"úmero áe individuos que existen en el instante inicial.

Todas las poblaciones de organismos fluctuan en tamaño' Para cualquier

especie, la única verdad que puede asegurarse sin duda alguna es que su cantidad

@rla.comprensióndelasfiguras,marcaremosenéstaso
las ligadas a puntos ¿" "í"ii[.i" 

inestables en el plano de fases y o las que correspondan a

valores estables.
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a=Í@

Figura 2.1: Analisis gráfrco de Jos modelos.

no permanece constante. De hecho, si la función r(t) es suficientemente regular,

la velocidad media de crecimiento de la población en el intervalo [t, t + At] viene

x

dada por
I r'Q+at\
ñ J,u, á(s)ds =

l'(¿ + Aú) - r(t)
Lt

Para valores de Af próximos a cero, ese cociente es aproximadamente igual a

i(t).
La ley de crecimiento absoluta de la especie en cuestión (esto es, la variación

de la especie) debe de expresar á(ú) como función de r(Ú) y eventualmente de ú,

esto es, debe relacionar Ia variación en el número de individuos con Ia cantidad

de ellos presente en un determinado instante amén de otros factores que, a su

vez, también han de depender del instante ú considerado. Análogamente, la

tasa de crecimiento relativa a la población presente en ú vendrá descrita por el

cociente f , .otno función de las variables r y Ú.

En uná primera aproximación, podemos fijar la ley que regula Ia tasa de cre-

cimiento absoluta de la especie como una expresión en la que aparecen factores

que intervienen de forma positiva, favoreciendo el aumento de Ia población, y

otros que influyen de forma negativa. Aparece, pues, una igualdad del tipo

i(t) = Tasa de crecimiento - Tasa de decrecimiento,

donde, de forma simple, podemos deducir que el término de entrada de indiui-

d,uos es Ia suma de la tasa de nacimientos y la tasa de inmigración (número de

individuos que se incorporan a Ia población desde el erteri.or), mientras que el

término de salida es la suma de la tasa de mortalidad y un coeficiente de emi-

gración (cantidad de individuos qtrc abandononla población, pero no a causa

de su muerte sino debido a factores de emigración).
En principio, podría pensarse que tanto la tasa de natalidad como la de

mortalidad en un instante dado son proporcionales al tamaño de la población

en ese momento. Cuando es así, podemos afirmar la existencia de constantes

positivas o y b tales que or(f) y br(t) son las respectivas tasas de natalidad y
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mortalidadenelinstanteú.Esosvaloresmidenlacontribuciónpercapi,taa]¡
aumento o a la ¿is-i..,ció,, de la población. Si denotamos /(¿) " la tasa de

migración de la especie (l'nmlg'ocldÁ-emi'graci'ón)' entonces r(t) es la solución

de la ecuación diferencial
á(¿)=kr(t)+f(t)

donde k=a-b.
Sin embargo, como veremos mas adelante' hay comportamientos (medios

de autoregulación derá pr"rr, especie) que difícilmente encajan dentro de ese

planteamiento, lo cual nás llevará a plantearnos otros modelos unidimensionales

quedescribe,,¿uro.*u**realistalaevolucióndeunadeterminadapoblación,
ilgúr, .lr, características ProPias2 '

2.L Modelo de Malthus

2.L.L DescriPción

Comencemos planteándonos el mas simple de todos los sistemas: un proceso

de nacimiento y *uerá El modelo de Malthuss se basa en la suposición de

quelaespecieestecet'aaaatodainfluenciaexteriory'enconsecuencia'los
únicos cambios que se producen se deben a los nacimientos y a las muertes' El

términocorrespondientealfactordemigraciónseríanulo.Enestasituación,la
ley de crecimiento a" i' 

"tp"ti" 
es una ley de primer orden que viene dada por

la ecuación 
iQ) = ar -br (2'1)

"' ;ffiX|;f;" vista de Malthus tuvo un ptoft'..-o efecto sobre el pensamiento occidental va

ouedeéldedujeronsusdiscípulosconsecuen.ciasqueelmaestroestabalejosdeadmitiry
.rever.DarwinyWallacedijeroninclusoquefueleeraMalthusloquelescondujoaformular
ia teoría de la evolución'
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a)b

a:b
<ó

Figura 2.2: Dependiendo del signo deladiferenciaa-b (a ) b, a: b o
a 1b), la función de tipo exponencial r(t) evoluciona de forma distinta: crece

indefrnidamente hacia infr.nito, es constantemente iguil a fio o dectece hacia 0,

respectivamente.

cuya única solución, bajo la condición inicial r(0) = r0, resulta ser

r(t) : rs¿@-b)t '

Las diferentes posibilidades vienen descritas en Ia figura 2.2. Pot tanto, si la

tasa de nacimientos supera a la de defunciones, el tamaño de la población crece

exponencialmente en tiempo, mientras que si la tasa de defunciones supera a Ia

de nacimientos la población se extingue, tiende a su desaparición.

2.L.2 Crítica al modelo

El modelo malthusiano ha sido referencia habitual en demografía (en problemas

de evolución de poblaciones, en general); sin embargo, de un análisis detallado

se pueden extraer las siguientes conclusiones:

o En el proceso anterior se supone que la probabilidad de que un individuo
se reproduzca o muera permanece constante. La predicción que aporta
el modelo descansa pues en la hipótesis de que Ia vida (el comportamien-
to) y la posibilidad de reproducción de los individuos es independiente,
afirmación que no siempre será válida.

o La limitación de la población y la estabilidad de ésta son el resultado de

interacciones inhibitorias entre los individuos cuando las densidades son

altas. Este modelo no contempla estos factores.

¡ Es relativamente fácil caer en la cuenta de que un crecimiento, o decreci-

miento, de tipo exponencial es poco realista pues a medida que aumenta

la población los recursos disminuyen y eso conlleva una menor tasa de

crecimiento.

r

t



obviamente, este crecimiento relativo fijo e independiente del tamaño de Ia

población es compatible tan solo con poblaciones tan pequeñas que no haya inte-

racción entre sus miembros. En realidad, el crecimiento de cualquier población

está limitada por las restricciones del medio ambiente y la escasez de recursos'

2.2 Otras situaciones regidas por leyes de pri-
mer orden

En realidad, el tipo de evolución descrito sólo puede ser observado en algunos

experimentos de iaboratorio con poblaciones de microorganismos y' aún así'

tan sólo en las primeras etapas de su desarrollo. No obstante, la aplicación es

bastante amplia. En física, por ejemplo, el problema de valores iniciales (2'1)

p.ápo."ionu un modelo para-aproximar la cantidad restante de una substancia

qr" t" desintegra radioactivamente, como veremos más adelante'

2.2.L DescriPción de modelos

o Una ecuación diferencial de primer orden un poco más general

i=krla Q2)

también podría determinar la temperatura de un cuerpo que se enfría ya que

Ia ley de Lnfriamiento de Newton se formula diciendo que, en un cuerpo que se

está enfriando, Ia rapidez con que la temperatura ?(ü) cambia es proporcional

a Ia diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura constante ?ao

del medio que lo rodea. Esto es,

{:ne-ro)
dú

con k una constante de proporcionalidad. Lógicamente corresponde a (2'2)'

oTambiénserigeporunaleydeprimerordendetipo(2.2)|amodelizaciónde
una corriente determinada (la intensidad) que recorre un circuito L-R montado

en serie. EIlo resulta de Ia aplicación de la segunda Iey de Kirchho# que asegura

que la suma de las caídas de voltaje a través del inductor' t^fr: y del resistor'

iR, es igual a la tensión, E(ú), aplicada al circuito (ver figura 2.3(a)). Se obtiene

así la eáación diferencial lineal para la corriente i(t) (a veces llamada respuesta

delsistema), di _.

";* 
Ri = E(t),

2.2. Otras situaciones regidas por leyes de primer orden 61

4 Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), físico alemán, nació en Kónigsberg y estudió en la

universidad de esa ciudad. F\re Profesor de física en las universidades de Breslau, Heidelberg y

Berlín. Con el químico alemán Robert Wilhelm Bunsen, desarrolló el espectroscopio moderno

para el análisis químico. En 1860 los dos científicos descubrieron el cesio y el rubidio mediante

la espectroscoPia. Kirchhoff dirigió imPortantes investigaciones sobre la transferencia de calor

también exPuso dos reglas, actualmente conocidas como leYes
v
la distribución de corriente en circuitos eléctricos.

de Kirchhoff, con resPecto a
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R E(t)
R

s(t)

(a) Circuito L-R en serie. (b) Circuito R-C en serie.

Figura 2.3: Aplicación de las leyes de Kirchhoff'

en donde L y R son constantes conocidas como inductancia y resistencia, res-

pectivamente.
Considerando ahora un circuito R-C montado en serie, y gracias a que la

caída de voltaje a través de un condensador de capacidad C está dada por

q(t)lc.o, q iu carga, la segunda ley de Kirchhoff para el circuito en serie

*o.i.u¿o en Ia figura 2.3(b) resulta también del tipo (2'2)'

1
Ri+ Cs=E(t)

Pero la corriente y la carga están relacionadas por i =
ecuación diferencial lineal

+ [o = o(t)

o En Química, Ia cantidad restante de una sustancia durante ciertas reac-

ciones también se describe mediante una expresión del tipo (2.2). Tanbién se

puede utilizar el modelo para describir la concentración en cualquier instante de

ia mercla de dos soluciones salinas de concentraciones diferentes que se reúnen,

por ejemplo, en un tanque de capacidad conocida. sea pues A(t) la cantidad

d" lu-srriancia disuelta presente en la mezcla en el instante ú. En problemas

de esta clase, y considerando Ia situación planteada en la figura 2.4, la rapidez

neta con que A(ü) varía viene dada por

d.A-(rapidez\ /raPidez\ 4(0
dú - \ ""'J;i ) 

- ('#ffi" ) = u"(t)Ao(t) - u"(t)'ffi'

siendo u"(t), u,(t), Ao(ú) y V(ü) las velocidades de entrada de y de salida de

* *, que aparece la

Ry_
d¿

L

E(t)

i(t)
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u" = a"(t)
<_

Ao: Ao(t)rltA(t)

a" = as(t)

<-

Figura2.4:Va¡iacióndelacantidaddesalenuntanquecon'Jnatubetíade
entrada y otra de silida.

b(ü : -.\D(¿)
D(0) = D¡

la disolución, Ia concentración del aporte de sustancia disuelta a la mezcla y el

volumen ocupado del tanque en cada instante de tiempo'

Esta ecuación general se simplifica si consideramos oe, ?r3 y A6 como fun-

cionesconstanteseneltiempo.Deestemodo,silavelocidaddeentradaes
superior a la de salida, u" ) i* el tanque va llenándose y su volumen crece (de

fr".to, aumenta de formalineal en el tiempo V(t) =Vo*-@3.-.u')t' siendo V¡

el volumen inicial A. iiqri¿o en el tanque); si ambas velocidades son iguales,

el volumen del tanque i.,*u""tu siempre fijo; y si Ia velocidad de salida es

superior a la de entrada, el tanque se va vaciando'

2.2.2 Desintegración de elementos radiactivos

PasamosenesteapartadoaanalizarConmayordetenimientounmodeloquese
á"r..iU" utilizandó la ley malthusiana enunciada en Ia sección anterior.

sea D(ü) cierta caniidad de sustancia radioactiva y queremos plantearnos

cómo eroluáiona a lo largo del tiempo. Tradicionalmente se asocia a este pro-

blema un modelo de crecimiento exfonencial' como el que eslam-os estudiando'

perodondesóIoapareceeltérminoasociadoaladesaparicióndemateria.La
ecuación resulta del tiPo

{

donde l denota Ia constante de desintegración, o coeficiente de- radioactividad

del element o, y Do representa la cantidad inicial de material. Así diremos

que mientra, *a, g.urá" sea '\, mayor es la actividad del elemento' Es fácil
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comprobar que
D(t) = Doe-^'

resuelve el problema de valores iniciales planteado Y, Por tanto, la ca¡rtidad

presente de este elemento decrece exponencialmente como función del tiempo

(obsérvese que, en realidad, nunca llega a anularse totalmente)'

La solución anterior requiere el conocimiento de Ds para obtener una ex-

presión que describe la evolución de D(t). De hecho, las técnicas de estudio

áel elemento radioactivo se basan en las propiedades de las soluciones' En efec-

to, determinemos el tiempo 7 necesario para que la cantidad de una sustancia

radioactiva se reduzca a Ia mitad. Debe ser

D(t +T) __t
D(t) 2'

Por tanto,
Doe-^$+T) _ 7

Ds¿-x - 2'

1

,
Luego

--^T -

y tomando logaritmos resulta
ln2ry_.,\

Este valor es constante e independiente del instante t de tiempo que se considere'

? es llamada semivida del elemento radioactivo y se calcula de forma inmediata

a partir de la constante de desintegración del elemento .\. Por esta razón,

el lndice de radiactividad de un elemento se expresa a veces a partir de su

semivida. Mientras miís pequeña sea la semivida de un elemento más activo

resulta ser, así que, de algún modo, resulta una medida de estabilidad de la

sustancia radioactiva. Por ejemplo, mientras que el radio tiene una semivida de

1700 años, el 238U tiene una semivida de unos 4500000 años que indica que este

elemento es relativamente estable y se presenta en la naturaleza.

Basándose en Ias propiedades de este tipo de elementos, el químico Willard

Libbys ideó, alrededor de 1950, un método para determinar la edad apróximada

de los fósiles. Este trabajo le llevó a conseguir el Premio Nobel de química

de 1960 y ha sido utilizado para determinar la antigüedad del mobiliario de

madera hallado en las tumbas egipcias así como de las envolturas de lienzo de

los manuscritos del Mar Muerto, etc.

La teoría se basa en los siguientes hechos:

swillard Frank Libby (1908-1980), químico estadounidense, premiado con el Nobel en

1960, que desarrolló el método de datación del carbono 14. Nació en Grand Valley, Colorado,

y estudió en la Universidad de California en Berkeley. Con el estallido de la II Guerra Mundial

se vio comprometido en la investigación del proyecto de la bomba atómica. Fue Profesor de

química en la Universidad de Chicago, y trabajó en el Instituto de Estudios Nucleares. DesPués

Libby fue miembro de la Comisión de Energía Atómica de los Estados Unidos (AEC)' Pero

volvió a la enseñanza en 1959' como profesor de quÍmica en la Uni'versidad de Los Ángeles. En

1962, fue nombrado director del Instituto de Geofísica y Física Planetari

estudios sobre el tritio, el isótopo radioactivo del hidrógeno.
a. También realizó
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oEnlascapasaltasdelaatmósferaseproducelasiguientereacciónnuclear

14N+n-+t4C+lH.

Esdecir,laincidenciadeunneutrónsobreunamoléculadenitrógeno
proJrr""'r.ru *of¿.rf, de 14C, que es un elemento radiactivo' y otra de

hidrógeno.

o La proporción existente entre el 1a C y el carbono ordinario en la atmósfera
- 

6 iJ;*o "C) ha permanecido constante a lo largo de miles de años

tr= ffil
o Todos los seres vivos asimilan, directa o indirectamente, Ios dos tipos

de moléculas de carbono en proporciones idénticas a las de la atmósfera'

cuando el orgarris*o .nrr"." deja de asimilar carbono y sólo el proceso

de desintegración continúa' Así, comparando la proporción de laC que

hayenunfósilco,'taproporciórrconstanteencontradaenlaatmósferaes
posible encontrar una estimación razonable de su edad'

o La semivida del 1aC es de 5600 años'

Conlasbasesexpresadas,elmétododedeterminacióndelaedaddeunfósil
F se basa en tomar u.ru *"ai¿u cuidadosa de la cantidad de 14C presente en un

iI.;d; de tejido muerto D6' Suponemos que f = 0 es el momento presente y

T (T <0) el instante en que 
"i 

,", uirro que dio origen al fósil murió. El proceso

de desintegración obedece la leY

D(t)=Dpe-^(t-i), t>Í

donde D¡ representa la cantidad de lac cuando se inicia la desintegración (esto

;, ;ió':D¡). pero como D(0) = Do represenra la canridad de lac presente

en el iejido muerto, podemos deducir que

? = "^i,Dp

,=i*( Do

Dr )
donde.\esunvalorconocidoenfuncióndelavidamediadelelemento(l:
P :0.0001238).
- o;;ü;; bp rciricamente podría obtenerse tomando directamente una

muestra del fósil y *iái;;á. la ca.rtidad de 12C que resulta un dato conocido'

puesalnodesintegrarsepermanececonstanteeneltiempo,yaqueentonces
Dr:P[12C].Sinu*¡,'e"Surgenproblemasparadiscernirentreelisótopo12
lá ir¿iár" i¿ a"t .r.úor'o 

" 
ir,"j,rro para distinguir entre la radiactividad proce-

á;; j"i raC y la procedente de otros posibles elementos radiactivos presentes

en el tejido o incluso u" 
"ipropio 

laboratorio. Por este tipo de razones técnicas

t
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el método sólo ofrece resultados aceptables si Ds ) 0.001D¡, lo que equivale a

estudiar fósiles de menos de 55000 años, aproximadamente. Otros métodos más

recientes, usando aceleradores de partículas, permiten separar directamente el
14C del l2C con lo cual los resultados son más precisos, permitiendo el estudio

de Ia edad de fósiles u objetos de hasta 100000 años'

Otras técnicas isotópicas, tales como el uso de 40K y 40Ar, permiten valorar

edades de estlatos geológicos volcánicos de hasta varios millones de años' A

veces también es posible emplear métodos no isotópicos, que se basan en el

empleo de aminoácidos.

2.3 El modelo logístico

2.3.1 DescriPción

Uno de los modelos más conocidos en los que aparece una regulación de la den-

sidad y que, por consiguiente, postula una tasa de crecimiento relativo variable,

es aquel-en át qu" dicha tasa decrece linealmente como función de c(t). La

..ruóió., que determina Ia evolución de Ia población vendría expresada por

L:o-br-+i=ar-bfr2,
r

siendo a y b constantes positivas. Este modelo describe un proceso que depende

de la posibilidad de encuentro entre los miembros de la especie, siendo éste un

factor que reduce el crecimiento previsto a partir de la tasa de reproducción'

sl a 10, Ia ecuación se vuelve a escribir de modo ligeramente distinto, pero

con una estructura que resulta más conveniente desde el punto de vista del

estudio de la evolución de poblaciones. Así, si elegimos r : a Y K = i tenemos

á(¿) = ,. (, - *) (2.3)

Es inmediato notar que el segundo miembro represelta una parábola abierta

hacia abajo, que alcanza rr, ,n-,í*i-o en el punto fr = + para un valor de f '

La ecuación, escrita de este modo, suele denominarse leg de crecimiento

logístico o ecuación logísticay fue introducida por primera vez por el matemático

y biólogo holandés P. F. Verhulst. En ella se observa que el crecimiento expo-

nencial, dado por el factor rr(f), es amortiguado por el término $ Or", de

alguna manera, es un término de competición o de fricción social proporcio-

nal al numero de posibles encuentros entre individuos. Podríamos decir que r
representa Ia tasa de reproducción potencial en ausencia de elementos inhibi-

torios como las limitaciones medioambiantales. Si ademiás analizamos el signo

del segundo miembro de (2.3), una población que inicialmente tiene menos de

K individuos (ro < K) crece indefinidamente pero no llega a alcanzar ese valor

(pueseneseinstantei(t)=0).Análogamenteserazonasir(Ú)>K(obsérvese
lu figrrru 2.6). Así pues, frente al modelo malthusiano en que las soluciones pre-

sentaban un comportamiento exponencial, las curvas obtenidas con este modelo
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e integrando, a Partir
primer miembro de la

--rn(t-S)

K Kx0

Figura2.5:Grá,frcadetaparábotaqÚemaxcae]crecimientoabsolutodelmode]o
logístico.

de variables resulta

Iogístico son acotadas, tendiendo hacia.K' el nivel de saturación o capacidad

máxima del medio v uunáre determinada por la cantidad de alimentos' de es-

pacio, de los depredaj"ttt ptt*"es en el habitat y otras causas6.'

En este caso concreto, el comportamiento de las soluciones de la ecuación

Iogística puede ser descrito de forma exacta ya que por el método de separación

dr r ,.
-- -ot'r(K - r) '6'

de una descomposición previa en fracciones simples del

igualdad anterior,

Iog lrl - log lc - Kl = rt + c Q'4)

donde c es una constante arbitraria que quedará determinada a partir de la

condición inicial r(O) ] ' , obtenida experimentalmente' que suele acompañar

a la ecuación (2.3).

Laprincipaldificultadalaquenosenfrentamosalahoradeintentarobtener
unafórmulaexplícitaquedescribaelcomportamientodelapoblaciónenun
instante de tiempo arbiirario f es la presencia de la función valor absoluto' En

log lrl no ofrece ningún problema ya que estamos suponiendo que' gracias a la

interpretación del problema, r(t) ) 0 para cualquier instante de tiempo' En

cambio, vamos or" ,"""r-ol" iil,i"s"ir dos casts para que loglr - Kl esté

siempre bien definido'

6Si realizamos el cambio de variables N, = #, a = rt¡ conseguimos que la ecuación (2'3)

dN' 
= N'(1 - N'), donde las nuevas variables dependientes e in-

pueda ser escrita como -
dependientes está., defini$ls sin dimensión-en la sección 2.6.2 se realiza con detalle este

Droceso.
LamagnituddelapoblacióndependeenconsecuenciadeK'mientrasqueladinámica'la

resDuesta al cambio, aep"nJ" ,olo áe r-de hecho, un valor de tiempo característico para este

sisiema es ú' - |.
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K

U=t (ú)

Figura 2.6: Soluciones a la ecuación logística.

( i) Si x ) K, entonces la expresión (2.4) se escribiría como

irle;K:rt*c.

Y, despejando la variable r, obtenemos

r(t)=#,
donde la constante c queda determinada a partir del dato inicial, 

" 
: t- *'

(ii) Si r 1 K, (2.4) se escribe como

bs*=rt*-ct

y las soluciones asociadas

r(t)=#=,
conc:l+L^.

Se concluye que, en cualquier caso, las soluciones de la ecuación logística se

pueden escribir como

r(t) ="#4. (2.5)

Las curvas asociadas a las soluciones, dependiendo del valor de re son las que

aparecen en la figura 2.6.

Hay dos soluciones constantes r(t) = 0 y la r(t) = K' Las soluciones del

tipo (2.5) normalmente se llaman de crecimiento logístico, curuos logísticas o

sigmoides.

0
t
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f

a=f@)

rK
4

Ár.CI: *
O.a

Figura 2-7: Método de las isoclinas: obtención de las cutvas sigmoides, solución

al modelo logístico.

2.3.2 Estudio gráfico de las soluciones

otra forma de obtener las soluciones sin necesidad de resolver la ecuación es

mediante el llamado métod,o de las isocl'i,nas. Este procedimiento consiste en

deducir la grií.fica asociadas a las curvas solución a partir de la que describe el

""*port"*"iento 
de la tasa de crecimiento absoluto, esto es' de la derivada'

Én la figura 2.T se vailustrando este proceso. Hacemos coincidir pues el eje

de ordenadas del cuadrante donde se van a representar las soluciones, con el

eje de abscisas asociados a Ia representación del crecimiento absoluto' Para ello

tlnemos que girar 90 grados esta última gráfica'

Sea 
"nionlu, 

f (*)"= rx(t- ft) con ', K > 0' (t'c(t)) € IR2 es un punto

que verifica la ecuación diferencial (2'3), esto es'

i(t) = /("(¿)).

odeotraforma,lapendientedelatangentealacurvasenelinstantetviene
Juáu po, ¡(r(¿)). sabemos también, por el teorema de existencia y unicidad,

qr" pá. cada punto del plano pasa una única solución. Se deduce de ello que,

iuru "ua, 
,ralo. de r co.rstantei la i,nclinación de todas las rectas tangentes a las

.rr,,ru, coincide. La línea marcada en la figura de forma discontinua, y asociada

a Ia recta constante r = E nos ofrece el umbral de m¡íxima pendiente Y' Por

tanto, determina Ia preseácia de un punto de inflexión sobre todas aquellas

soluciones cuyo puntá de partida rs está situado por debajo de este nivel.

Laconstruccióndeestassolucionespasoapasoseexponeacontinuación.

1. partimos de un dato inicial r0 y calculamos el valor /(rs) que coincidirá

conlapendientedelarectatangentealacurvasoluciónenesepunto.

2.Dibujamos,enunentornodeesepunto,unfragmentodecurvacuyatan-
gentá es dicha recta. Elegimos ahora otro punto de la curva solución cons-

Iruida y repetimos el procedimiento. De esta forma vamos determinando

I
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la solución con mayor o menor precisión según sea Ia distancia marcada

entre los puntos de elegidos.

3. si ro ) K, entonces /(re) ( 0, luego la función r(ú) será decreciente.

Además, si aumentamos el valor del dato inicial, la inclinación de la recta

en ese punto será también mayor en valor absoluto (esto es, miís negativa).

A medida que vamos construyendo Ia solución, este valor absoluto de la

pendiente tiende a decrecer hasta aproximarnos a cero'

4.Siro:0óco:K,entonces/(ro):0,luegolasolucióndelaecuación
diferencial será una función constante e igual en cada caso al dato inicial'

5. si 0 ( ro ( K, tendremos que distinguir dos casos según que dicho valor

sea mayor o menor que K 12.

(a)Así,porencimadeesepunto,elprocedimientoeselmismoqueve-
nimos utilizando. /(co) es siempre positivo, luego la solución crece,

aunquelapendientevatomandovalorescadavezmiíspequeñosyno
se alcanza el valor de cero para un tiempo finito'

(b)Encambio,pordebajodeesepuntotenemosquehacerunanáIisis
un poco másdetallado ya que la pendiente de las rectas tangentes irá

aumentando hasta alcanzar el valor de mríxima inclinación, a partir

del cual se irán comportando como en el caso anterior. Todas esas

curvas (sigmoides) presentarán un punto de inflexión sobre la recta

punteada, donde cambia el carácter de la función'

Este análisis de isoclinas podemos hacerlo, en general, para otros tipos de

función /(r) pero el procedimiento es similar. A partir de é1, podemos estudiar

el carácter de Ios puntos de equilibrio r" = 0 y t'" = K' En este caso' el modelo

presenta un puntá de equilibrio inestable en el cero y otro estable para el valor

k o, miís precisamente, asintóticamente estable. En ausencia de otros factores,

la población tiende pues a evolucionar hacia este valor'

2.3.3 Crítica al modelo logístico

Analizamos ahora las bases sobre las que descansa el modelo logístico desde el

punto de vista ecológico (consúltese la referencia [33] para un desarrollo más

amplio de estos aspectos), de este modo se podrá tener una idea clara sobre las

Iimitaciones en su aplicabilidad.

o Los factores medioambientales abióticos son suficientemente constantes

para que no afecten a Ias tasas de crecimiento y muerte, esto es, al

parámetro r.

o Las interacciones entre los individuos están descritas sólamente por Ia

saturación del medio en que viven. Esta saturación afecta a los individuos

por igual. No podemos hacer esta hipótesis por tanto para individuos que

tienden a agruparse, en lugar de distribuirse uniformemente por el habitat

que ocupen.
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o La respuesta de Ia situación planteada en la tasa de crecimiento es ins-

tantánea. pr.u ,olutio"u' "ti" 
problema basta introducir el tiempo de

respuestadelsistemaalestímuloenelmodelo'enestecasorepresentaría
el periodo ¿" -u¿u'Jón áu tot individuos de la especie' La ecuación

resultaría entonces del tiPo

# = rntt¡ 
[r 

- 
not? ''l ,

que ya fue introducida y tratada por llutchinson (1948) y Wangersky &

Cunningham (19ñ' E' las referencias [28]' [31] y o.tros.muchos pode-

mos encontrr, ,,tt d"'u"ollo exhaustivo de eáta generalización del modelo

logístico tanto en;;" ;" rgfie-re Ia dinámica de poblaciones como a Ia

respuesta a"r orgu"i';á a las enfermedades u otras muy diversas situacio-

nes.

oLapoblacióntiene,ymantiene,unadistribucióndeedadesestables.Re-
.trrrrair*o, también a considerar efectos estacionales'

o Las hembras encuentran al macho con fines reproductivos siempre en la

misma propo."io"];;l;J con densidades bajas' En cambio' en muchas

especies las dificurtades de encontrar pareja (densidad baja) impide a la

poblaciónffuuurutuUotodalareproducciónpotencial'pudiendoincluso
producirse rnu *'ñi*a áe mortalidad que de natalidad' Este fenómeno

suele ser denominado efecto Alleey' to*o 
'"t"mos 

en Ia próxima sección'

es fácil tenerlo 
",t "u""iu 

en posteriores modificaciones del modelo'

o La capacidad de soporte del medio es independiente del tamaño de la

población en el Pasado'

De todos modos, y con sus limitaciones' es un modelo de prueba que ha sido

ampliamenteutilizado'Ademas,sehaensayadocontotaléxitoparaajustar
las curvas teóricas ouiu"i¿* a tos aatos de crecimiento real de determinadas

poblaciones a" orgu"i';;' ti*pt"' en laboratorio' Así' Gause (1934) lo consi-

guió con un cultivo ¿"- iiro*"i¿um caudatum, Lotka experimentó con colonias

debacteriasE.Coliy.poUt""iott"sdeDrosophila'Odum(1959)ajustóconeste
modelo un cultivo de lúPulo" '

2.4 El efecto Allee: modelos despensatorios

Haypocasespeciesquecuyocrecimientoseajustecorrectamentealdeunmodelo
i;;i#;. #hecho'la uuriu"io" de una pobtación en la naturaleza rara vez es

tan suaue y tun ,ontlnui "o*o 
sugieren las curvas sigmoides' Ello nos sitúa

en la necesidad de ;;;il;; otros modelos que recojan ésta y otras de las

.u.u",.titri.as a las que antes hacíamos referencia'

No obstante, ,"'ultudo' de carácter experimental demuestran que muchas

especiesseajustanu'"t',,,oa"fodecrecimientocuyatasadecarácterabsoluto'
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y: F(r)

Figura 2.8: Modelo de compensación. Estabilidad de los puntos de equilibrio.

v = F(x)

frg KÍ
Figura 2.9: Ctecimiento absoluto asociado a un modelo despensatorio.

sin llegar a corresponder a una parábola, mantiene su características básicas:

función cóncava, creciente que alcanzar un valor determinado y decreciente a
partir de é1. La diferencia fundamental es que no se trata de representaciones

simétricas. La idea a la que nos referimos se recoge en Ia figura 2.8 y los modelos
que se ciñen a ella reciben el nombre de modelos de compensacidn. Podríamos
describir estas curvas como parábolas "inclinadas" hacia Ia derecha o hacia Ia

izquierda, recogiendo así el hecho real de tasas de crecimiento absoluto menores
para valores pequeños de población que las que se obtienen para un modelo
logÍstico.

Para el fenómeno conocido como efecto Allee se proponen también otras cur-
vas /(r) que, si bien no tienen una expresión analítica clara, se determinan a
partir de datos experimentales recogidos de Ia observación de individuos de la
especie objeto de estudio. Así, el hecho de que la capacidad de reproducción sea

pequeña para valores donde la densidad de población es escasa' puede aparecer
reflejado en curvas como la de la figura 2.9, de tipo despensatorio, en las que

aparece un punto de inflexión, indicando un valor en que la población ya es sufi-
ciente para que dejen de aparecer dificultades a la hora de encontrar pareja para
la reproducción. Hay un cambio cualitativo importante en el comportamiento
de la curva de crecimiento absoluto.

En cualquiera de los dos casos anteriores es útil observar que aparecen siem-

x:rO
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y = F(r)

Ko TK

Figura2.l0:Modelocríticodecrecimientodespensatorio.Nótese]anecesidad
áíÁ "¡ta mínimo de población para que la especie no se extinga'

pre dos valores de equilibrio para la población r = 0 y r = K' que resultan ser

estables, estudiando t* tin"u" de flujá sobre la recta de fases (esto es, el sentido

delasflechas),análogamenteacomoprocedíamosconelmodelologístico'
Sinembargo,paraciertasespecies'esincuestionablelapresenciadeunde-

terminado número de individuoi K6 para que la población. no esté destinada

extinguirse. Este peíg;á" J"tup"titión aflcta' por ejemplo' a determinados

mamíferos como los osos panda, Ios rinocerontes y las grandes. ballenas. Fun-

ciones que recogen esta ciacterística tienen una representación del tipo 2'10

y reciben el nombre á" tu'u* (o fenómenos) d'e despensación crítica' En esta

situación aparece un rr,,"'o valor de equilibrio n - I{s' inestable' mientras que

"i "tig"" 
se describe ahora como un valor estable'

AIí, ,r.ru curva de tipo logístico se ajrsta bien en especies que poseen me-

canismos ouru u""g,"'li "'fu""t'o 
to" fi'"' reproductivos' como los delfines

que aseguran "t 
upu,*-iento mediante llamadas sonoras en la época de celo'

para su localización exacta' En términos generales' se ajustan bien a especies

io.."tpo"¿i.ntes al medio marino o a los mamíferos'

Las curvas a" tipoi.rpensatorio modelan la evolución de poblaciones en las

quenoexistefacilidaddeencuentroparaquelapoblaciónsubsista,porejemplo,
ciertas esPecies migratorias'

2.5 Análisis de la tasa de crecimiento relativo

Ademasdeestudiarlacurvay=f(r)decrecimientoabsolutodelapoblación,
puede resultar de interé, u.rriiru. la tasa de crecimiento relativo de Ia especie

I" "i.,"¿ 
de que el efecto Allee considerado sea mayor o menor'

Partimos de la ecuació , ¡ = f \q),la tasa de crecimiento relativo de la especie

viene descrita por 
"l 

toti"t't" IE'' Observando' por ejemplo' la figura 2'11

vemos que para un valor cualquiera de población r' el cocient " I ,= 
!P,*t::1

la tangente del ánguiá o(r), limitado por el origen de coordenadas y el punto

(r, /(")).
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a¡ = /'(0)

¡; = f(r)

r

Figura 2.LL: ¿Cómo anaJiza¡ la tasa de crecimiento relativo a partit de las cwvas

de crecimiento absoluto?.

u=rx(t-*)
y=r(t-ft)

r

0rrf2fsKfr 0crÍ2fs r

Figura 2.12 Tasa de ctecimiento relativo en un modelo logístico.

Queremos representar, a partir de las curvas y : f (r) , el crecimiento relativo

de Ia población r(t) o, lo que es lo mismo, y = tana(r)' Puesto que la función

tangente es monótona creciente en el intervalo [- Í, á] ("" el que aseguramos su

continuidad), podríamos reducir nuestro análisis al estudio de la curva U : a(r),
puesto que el carácter cualitativo de esta última gráfica coincide con el de su

tangente y, por tanto, con la función de crecimiento relativo. Cómo se realiza

este proceso aparece ilustrado en la figura 2.11 para un modelo descrito por una

curva de crecimiento absoluto arbitraria /(r).
Analicemos ahora, más precisamente, Ia obtención de estas curvas para los

modelos de crecimiento que estamos estudiando. De esta forma, asociado al

crecimiento logístico, la curva de crecimiento relativo se reduce a una recta de

expresión u : r (l - ft), como aparece reflejado cn la figura 2'12'

No obstante, aunque no tengamos una expresión analítica para la función de

crecimiento relativo siempre podemos deducir su comportamiento cualitativo.
De este modo, para modelos de tipo compensatorio, la gráfica 2.13 se puede

describir como una función monótona decreciente que parte de un determinado

valor inicial-marcado por /'(0) Ia pendiente de Ia tangente en el origen- y, a
partir de ahí, va disminuyendo hasta anularse cuando el tamaño de población

coincide con la capacidad de soporte máxima del medio, aunque esta disminución

no es lineal como antes.

O
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g = tan o(o)

0 t1Í2frlKr 0 Írf2fr3Kr

Figura2.lS:TasadecrecimientorelativoparaÜnmodeloasociadoaunÜeci-
miento comqensatorio.

gr = tan o(r)

Í1 r2fr3 K
Í

0 Ír frzfit K

Figura 2.!4: Tasa de ctecimiento relativo en un modelo despensatorio'

y = tan a(r)

T

ntK 0 Í2 r¡Kr2

Figur

r

crítica.
2.15:Evolucióndelatasadecrecimientorelativoparaladespensación
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Las gráficas 2.14 y 2.15 ofrecen la evolución del crecimiento relativo de la
población para modelos de tipo despensatorio. Ambas curvas son crecientes has-

ta alcanzar un valor máximo asociado a un determinado tamaño de población,

y a partir de ahí disminuye hasta hacerse cero cuando Ia especie se desarrolla

al alcanzar la capacidad de soporte máxima del medio. La única diferencia

consiste en que para el caso despensatorio no crítico el crecimiento relativo es

siempre positivo, mientras que, si Ia despensación es crítica, hasta no llegar a un

determinado nivel el crecimiento relativo no comienza a tomar valores positivos.

En temas posteriores, haremos uso de las gráficas de crecimiento relativo que

hemos ido deduciendo en esta sección.

2.6 Análisis dependiente de parámetros: eI mo-
delo de Ludwig

2.6.L Descripción del modelo

Utilizaremos ahora un modelo concreto como ejemplo para estudiar de forma

general una situación dependiente de parámetros, donde aparecen cambios en la

ástabilidad de los puntos de equilibrio produciéndose fenómenos de bifurcación

y catástrofes. Estas circunstancias pueden aparecer, con cierta frecuencia, en el

análisis dinámico de un problema y su interpretación suele tener una importan-

cia determinante.
Modificaremos una situación que se ajusta a un modelo logístico. En ciertas

ocasiones, una población que se ajusta a un crecimiento de este tipo puede verse

afectada negativamente por la presencia de otros individuos que no tienen su

existencia ligada a Ia de Ios primeros pero que, de alguna manera' se aprove-

chan de su presencia. Un modelo de este tipo fue propuesto en 1978 por D. A.

Ludwig, y desarrollado en el trabajo referenciado como [24], para estudiar una

población de Iarvas que estaban desfoliando ciertos bosques de abetos canadien-

ses. Estas larvas, junto con otras, sirven de alimento a determinados pájaros.

Estos últimos no tienen su vida ligada a aquellas larvas, pues potencialmente

pueden migrar con facilidad en busca de otro alimento, aunque en su presencia

son sus depredadores naturales. Ludwig propuso el siguiente modelo para la
población r(t) de las larvas,

9 :,, (, - #) - p@) (2'6)

donde r es la tasa de reproducción potencial de las larvas y K es Ia capacidad

de soporte del medio, que en este caso depende de forma natural de la densidad

del follaje disponible en los árboles. EI término p(I) es considerado el término

de depredación por parte de los pájaros y tan solo puede ser descrito en ba-

se a consideraciones cualitativas. En la situación planteada son plausibles las

siguientes afirmaciones.

o si c(ú) es nulo o próximo a cero los pájaros no pueden alimentarse de las
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b
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y= p(x)

x0rc

Figura 2.16: Término asociado a la depredación por parte de los páia'ros en e)

modelo de Ludwig.

larvas y se buscan otro alimento o se van del bosque en cuestión' Parece'

por tanto, razonable que P(0) = g'

o Los pájaros empiezan a acudir al bosque a partir del momento en que

ello les ,,sea rentable", es decir que se ulauna" cierto valor crítico r" en la

población de larvas. Esto nos lleva a postular que la función Í l-+ p(r) tiene

un punto de i.rRe*ión próximo o igual a r"' donde la derivada (la velocidad

a la que acuden io, p¿j*o.) p*á ¿" ser creciente a ser decreciente o al

revés (i.e. Ia intensidad con la que acuden cadavez es mayor o menor)'

o Suponiendo que la población de larvas fuese muy grande' dado el tamaño

de los pájaros y daio que éstos tienen una capacidad limitada de depre-

dación, la apticacion r ,+ p(r) debe ser una función acotada (luego la

intensidad cán la que acuden cada vez es menor)'

Naturalmenteexisteunainfinidaddefuncionesconlaspropiedadesdescritas
anteriormente. En base a este tipo de consideraciones y a otras similares, se

p""á"t nt"norr", ,uril"t' Ño'ottot consideraremos como función tipo en Ia

expresión (2.6)
b12

p(r) = lt+;z,

cuya gráfica aparece en la figura 2'16'

EnconsecuenciaelmodelodeLudwigsedescribemediantelaecuación

dr /- r\ bx2
_-tttt--

d¿-'*\- K)--a2+r2' Q'7)

TComo aparecen recogidas en la página 137
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g = k(x)

s - hz(z)

= hs(c)

g ár (c)

r
As r!,

Figura 2.17 Posiciones relatiYas entre h(x) y k(r).

2.6.2 Reducción de parámetros: adimensionalización

La idea inicial será, como siempre, la determinación de los estados de equilibrio

de la ecuación para deducir a partir de ahí la evolución a largo plazo de la

población de la¡vas y, por tanto' su crecimiento o disminución.

Para empezar, escribimos Ia ecuación (2.7) en la forma

i=*(,-T - #") =rs(r),

Io que ya señala el origen como un primer punto de equilibrio. Queremos ahora

estudiar las raíces de la ecuación g(r) = 0. Para ello expresamos g(r) como

diferencia de dos funciones s@) = h(a) - k(r), donde

h(r) =, (, - *) ,

br p(r)
&(c) =A+rr=;.

EI aniílisis se reduce, pues, a estudiar los puntos de corte entre ambas funciones:

la gráfica de h(c) es una recta con pendiente negativa y la de k(c) es una

repiesentación de los valores de las pendientes de las rectas tangentes a la curva

p(i) e" cada punto. Como se puede observar en la figura 2.178 para cada

pareja de parámetros a y ó existen tres posiciones relativas distintas entre ambas

funciones. Un estudio analítico es complicado ya que exige determinar las raíces

de polinomios de tercer grado que dependen de cinco pará.rnetros, así que nos

Iimitaremos a realizar un estudio de carácter gráfico.

sAquí para la escala de colores es diferente ya que, al no distinguir un eje para representar

cada uno áe los puntos de corte, asociamos distintos tonos de grises-de más claro a más oscuro

en el orden que se indica- para los valores de equilibrio que se deducen de la intersección

entre g - ht(x), y = hz(t) e y = fu(x) con la curva y = k(t).
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Dada la complejidad de la ecuación es habitual el usar un método que per-

mita disminuir el número de parámettos significat'iaos de la ecuación' uno de

los métodos miís utilizados es el de la adimensionalización del sistema' Este

;;;;;" consiste en buscar una serie de cambios de variables (esto es, cambios

de escala), tales que .1 ,i,t"" pueda ser descrito en términos sin dimensión'

que no se expresan en ninguna unidad de medida'

Subaseconsisteendefinirnuevasconstantesyvariablesapartirdelas
anterioresydeciertosparámetrospredeterminadosteniendoencuentacomo
idea fundamental, que ,álo ." pueden sumar magnitudes de la m-isma dimensión'

Como notación, utilizare-o, io' corchetes ['] para indicar la dimensión de una

determinada magnitud. Razonemos, entoncás, como construir los cambios de

escala en (2.7).

$ = r't = [" ('-;)] =l;I-u.'l

Igualando la primera y la última expresión de esa cadena de igualdades, y te-

.ri"rr¿o en cuenta la observación anterior, se puede deducir que

la2]=lr2\ + [r] =[a],

[1] = 1, + [r] = [7r] :+ [r] = [t]-r

Por otro lado,

Si escribimos

pr =H + [¿] : lol

tbl

r
u: -ta

b

a
t

resulta que [u] : [r] = 1, con Io que ahora tanto Ias variables independientes

como las dependientes no tienen dimensión'

Efectuando todos esos cambios, la ecuación anterior se escribe

( )-h-s(u;s'q)
donde s y q son dos nuevos parámetros que quedan determinados a partir de

los anteriores Kq= -a
ar (2.8)

du

-:SUdr
u1--
q

s
b

Nótese que hemos pasado del estudio de una ecuación con cuatro parámetros

(r, a, b,k) a otra ctn tan sólo dos (s, q)' Además, es inmediato comprobar que

estos dos nuevos parámetros carecen, como todos los términos de la ecuación,

de dimensión.
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L
2

o(u)=5(r-t) p(u) = fi
fi

4

0
q

o(u) ,9

u01

Figura 2.18: Representación gráfrca de a(u) y §(u), tespectivamente'

2.6.3 Estabilidad de los puntos de equilibrio

El estudio cualitativo de las soluciones de esta ecuación comienza, de nuevo,

estudiando los posibles puntos estaciona¡ios. Aparte de la solución u : 0, las

demiís soluciones satisfacen la igualdad

(
u1--
q )

§(")
u (2.e)

En este caso la ecuación resultante sería una ecuación algebraica de tercer

grado cuyas raíces son difÍciles de expresar y de analizar. Trataremos pues de

i.p."r.niu. las gráficas de las funciones o(u) V 0@). El problema se ha reducido

bastante ya que la función 0 no es sino una recta que corta los ejes en los puntos

(q,0) y (0, s), mientras que B no depende de ningún parámetro y es una función

.rvá g.aficu aparece en la figura 2.18. Nos servirá de referencia, en lo que

sigue, el punto (5,4) : (y'5, f ) .orrurrondiente al único punto de inflexión

presente en la curva y = ¡)@), o á:ás exactamente la pareja de pariímetros (§, {)
correspondientes a los cortes con los ejes de coordenadas de la recta tangente a

p(u) en ese punto.

Se observa inmediatamente que, dependiendo de las constantes s y g, pueden

existir uno, dos o tres puntos de corte entre las gráficas de las funciones y - o(u)

e y = p(u) y, por tanto, el mismo número de soluciones de la ecuación (2.9).

Estudiando el signo de la derivada en torno a los puntos de equilibrio po-

demos determinar la estabilidad o inestabilidad de dichos puntos, deduciendo

fácilmente que en el caso de la aparición de un único punto de corte, éste es

siempre estable, mientras que en los demás casos siempre aparece uno que es

inestable.

l*u2



parámetros: el modelo de Ludwig 81
2.6. Análisis dePendiente de

v a2(u)

a =d2 (")

y = a3(u)

a or(u)

u
u
u

Figura 2.L9: Posiciones relativas de a(u) y 9@) ' correspondientes a la existencia

deunootfespuntosdecorte,Estabitidaddelospuntosdeequilibrio.

s

Y = ar(u)

u
u

= 0(u

Figura 2.20: Posiciones relativas de a(u) y A@) correspondientes a la existencia

áJ ao, puntos de corte. Estabilidad de los puntos de equilibrio'

v-
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I
o.7

0.5

0.3

0.1

(§, d)

Figura 2.21: División del plarto de los parámetros en regiones detetminadas por

el|úmero de puntos de equilibrio que se asociatt a cada pareja (q, s) cortespon-

diente d modelo de Ludwig adimensionilizado.

2.6.4 Bifurcaciones y catástrofes

Es adem¿is de utilidad conocer cómo va¡ían los puntos de equilibrio existentes

en función de los valores de los parámetros. Para ser capaz de diseñar el espacio

asociado al correspondiente esquema de bifurcación, tenemos que determinar

previamente Ia región del plano SQ (de los parámetros .e y g) donde podemos

determinar la existencia de uno, dos o tres puntos de equilibrio. La información

que podemos recoger aparece descrita en las siguientes afirmaciones:

o Si g ) 4 y s ) 3, el punto de equilibrio es único.

o Si q ( {, para cualquier s € IR+, también aparece tan solo un punto de

equilibrio.

o En la región rectangular limitada por los valores S > q y 0 < s ( §,

pueden encontrarse uno, dos o tres valores de equilibrio en función de los

parámetros.

Para precisar aún más debemos observar que para que únicamente existan

dos puntos de corte o ha de Ser, necesariamente, la recta tangente a B en uno

de ellos. Sea (o,ü) el punto de tangencia, entonces

0

q

20 40 60 80 100

§'(o) =

Luego Ia recta tangente resulta

l-a2
(r + a2Y'

a)l

l-a2a+ 7¡¿)
o,

t - l+a2 ( (u - o),
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tr" (q)

"" 
(q) ¿. (q)

0k)

s

sr (q) sz (q) I

(a)Siq>d... (b)Siq={... (c)Siq<ri

Figura 2.22; Cortes conespondientes d diagrama de bifutcación asociado al

modelo de Ludwig'

y como esta recta ha de coincidir con o'

-2a3
T-2'

2a3

$T d?Y'

para a = J3

obtenemosunlugargeométricoencoordenadasparamétricasquerepresentala
existencia de dos p,rrriá. de corte, tal y como .á ,u"og" en la figura 2'21' Las

dos ramas g = sl(g) e-y = s2(q) que aparecen en Ia gráfica' se asocian a los

intervalos | 1 a a ,h', ,;',/s, respectivamente. En la porción de plano

Iimitado por estas .rrá"se determinar¡-las parejas de parámetros para las que

existen tres puntos ¿"'"quiiiur¡. F\rera de esa región, se asegura solamente la

existencia de un punto de equilibrio'*;l;¿;."cción 
entre estas dos curvas es un punto cuspidal' esto es'

s

s:

q

dt 
= 

d( 
=odo da

y Ia tangente a ambas ramas es la misma en dicho punto' Podemos intuir el

comportamiento de t"u' *t"' en el espacio SQ señalando el comportamiento

de sia) y q(o) cuando o -+ 0 Y a -+ 1'

La zonarayada tolttrá"¿á a los valores de los parámetros para los que

existen tres puntos de corte, mientras q,r. iu punteaáa (inclu'.rlo el punto P)

indica la existencia au ,rr, ,irri.o punto de equilibrio. Las curvas frontera marcan

Ias combinaciones d";;rá*;1;"s que senalan la aparición de tan solo dos puntos

o" 
HS concebir mejor Ia génesis de la región anterior conviene interpretar el

problema de la siguie'nte io'Lu' Si en el espacio QS[/ representamos los puntos

(q, s,u.(q,s)), donde 
""t0, "l 

son los valores señalados por las soluciones estacio-

narias de Ia ecuación (2'9), aparecería una superficie iridimensional que puede

presentar pliegues.orrirpá"ái.ndo a Ia existencia de varios puntos de equilibrio

para un mismo pat ae pa'¿metros' Para dibujarla' necesitamos ir conociendo

Ios diagrama, de Uirtiiclti¿" pru"ot cuando 'uiíu " 
para un determinado valor
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de q fijo, o viceversa. Estos esquemas están realizados en Ia figura 2.22 y llevan
asociados la superficie del diagrama de bifurcación tridimensional 2.23.

Así, si fijamos e ) 4, aparecen uno-si, < 
"r(q) 

y s > s2(q), dos-si
s = sr(q) o s: sz(Q), o tres puntos de equilibrio-si s1(q) < s < sz(q),
como se recoge en Ia figura 2.22(a). En cambio, hay unicidad del valor de

equilibrio para g = {, figura 2.22(b), o e ) 4, figtra2.22(c), variando tan solo

el comportamiento del nivel de equilibrio a medida que crece el parámetro s:

crece hasta alcanzar un máximo y, a partir de ahí, decrece hasta B(ri), o bien va

aumentando hasta B(q), respectivamente.

Obsérvese que Ia proyección de Ia zona "plegada" sobre el plano base QS
es precisamente la región sombreada, por la existencia de tres puntos de corte,
en 2.27. Es decir, una aguja vertical sobre esta zona cortaría a la superficie en

tres puntos. Naturalmente, aparecen singularidades en Ia frontera de la región
sombreada (que correspondería a dos soluciones de la ecuación (2.9)). Este tipo
de singularidad se denomina catástrofe ya que se relacionan con un aumento o

disminución repentina de Ios niveles de equilibrio de Ia población de larvas con

una variación mínima de los valores de los parámetros.

Es un diseño complicado, con un punto P = (3,d,u"(5,4)) que aparece

asociado al punto cuspidal obtenido en el diagrama de bifurcación, y que, de

alguna forma, es el origen del pliegue de la superficie de puntos de equilibrio.
Se trata de la versión tridimensional de un fenómeno de histéresis tal y como lo
describíamos en la sección 1.11.2 del capítulo anterior.

2.6.5 Control del modelo

Desde el punto de vista del control de plagas, Ia pregunta que tenemos que

responder en este modelo sería, ¿qué debería hacerse para intentar mantener la
población en un valor de refugio en lugar de permitirle alcanzar una situación
de plaga?.

Sabemos que el comportamiento a largo plazo de las soluciones de Ia ecua-
ción (2.9) tiende siempre a algún valor estable de equilibrio de la población.
Cuando ese punto es único, no tenemos ninguna duda; ahora bien, si existen
dos posibilidades, el tamaño de la población de larvas se aproximará a uno u
otro en función de la cantidad de individuos presente en el instante en que

comenzamos a describir el proceso.

Otra aproximación al problema sería intentar describir cómo varían los ni-
veles estacionarios en función de los parámetros. Estos valores, adimensionales,
q y s dependen de los parámetros o, á, r y K, originales del modelo que, a su

vez, describen circunstancias concretas de la situación planteada en el bosque'

Supongamos que los parámetros q y s aparecen asociados a un único punto
de equilibrio, por ejemplo, Ia situación descrita por el punto l, en la figura 2.25.

Veamos qué ocurre si, por cualquier circunstancia (debida a cambios estacionales
u otra situación externa), la tasa s crece progresivamente, manteniéndose el valor
de q constante, y superior al valor de referencia {, como aparece recogido en la
figura 2.25.
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U¿

I

q s

P

q

Figura 2.23: Puntos de equilibrio corfespondientes al diagtama de bifutcación

del modelo de Ludwig. ia proyección áe esta superficie sobrc el plano de los

parámetros QS es, como ya hemos dicho, la frgura 2'27'
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ue

B'

C

A B

Figura 2.25: ¿Cómo podemos controla¡ la cantidad de la¡vas presente en el

s

q

Figura 2.24: Otro punto de vista de la superfrcie anteriot. La patte inferior del

p!íegue se denomiia equilibrio de refugio y la superior se denomina equi,librio de

estallido o plaga.

C'

D

bosque?
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Enprimerlugar,laparejadeparámetrosselocalizaríaenlaregiónsom-
breada,unavezqr",ttu'"'amoselvalorBaunque'inicialmente'elpunto
deequilibrioseguiríae'ol'cio"a"dodeformacontinuadeformaqueelpunto
(q,r,u"(q,s)) esté "" 

J ;pfi"S'e inferior" de la superficie de la figura 2'25' Sin

embargo, si s sigue **i"íá"7rebasa' enC' la frontera de la región sombreada

tr*,u ir", al aicanzar los vaiores asociados al punto D' volvemos a tener un

il;; ;;il de equitibrio en torno al cual la población y estabillza correspon-

diendo a la parte ,rpátiátáu la gráfica' Por tanto' al atravesar el punto C' se

produceunsaltou,u,"oeneste"valordeestabilización.Enrelaciónalmode-
loinicial,elnúmerodelarvascrecefuertementealsobrepasarlosparámetros
.i.rto,lrá1o."., produciéndose una catástrofe en el bosque'

Si, por el contrario, partimos de u¡os.parámetros asociados al punto D y'

p.oárlriru*ente, el píárntt'o s va disminuyendo' los correspondientes pun-

tos de equilibrio uun Ji.J.rryendo también de forma que los correspondientes

valores en la superficie recorran la parte superior' Sin embargo' si con esa dis-

minución de s llegamá, á" t''"'o úasta A' pasando por 9l' "l.':lot 
en que la

población se estabiliza cambia bruscamente al pasar por Br, estabilizándose en

,n ualo. B mucho mrís bajo que el que tenía antes'

Desde el punto de vista, antes planteado' del control de las larvas' la dis-

cusiónanteriorprua"*rirprru..tudiurlapautaaseguirparaquelaplaga
desaparezca.Expresándonosinformalmente'podríamosdecirqueexisteplaga
si los parámetros y J;;;; de estabilidad'hacen que el punto de estabilidad

caiga en Ia parte ,rp",iát de la superficie' Si esto ocurre' pretenderíamos que ese

punto pase a estar e" la pa'te inferior' que correspondería a una situación con

un número de larvas -rr"iro mrís pequeño y soportabre por el bosque. Para con-

seguir esto, hay qu" ".t," ca"'bia"do los parámetros s y q qte intervienen en

el sistema. prru 
"rtuáir, 

.t *oao de cambiarlos hay que acudir a las ecuaciones

(2.8). Así, po, 
"j"*piá, ,-'un valor de o constante' el parámetro q disminuye

si If decrece (esto ocurie si dispersamos el follaje' por ejemplo)' el parámetro

s disminuye si hacemás disminuir r (introduciendo larvas estériles' ' ' ) o si au-

mentamos a. m ..tru'tlsiu ápti*, depende de diversas circunstancias, que han

de ser estudiadas cuidadosamente, pues cualquier cambio podría tener efectos

,""rndrriot indeseables (efectos de rebote)'

El modelo p.u."r,rudo iuede servir de ejemplo nara 9l 
estudio y posible con-

trolacortopr",o¿"rupoblacióndelarvas.EnelestudiodeLudwigsetoman
en consideraciOn, parcialmente, fenómenos como la dispersión de las larvas y

;;";l;; de reflrestación' Obsérvese que el principal afectado' el bosque' no

ira intervenido directamente en el modelo'

2.7 El modelo de GomPertz

Elmodeloquetratamosdedescribiracontinuaciónhasidoampliamenteusado
paradescribirelcrecimientodeciertostumoressótid,os.Subasedescansaenel
conocimiento, d" .u,á"it' t*p"ti*"ntal' de que la tasa de- crecimiento relativo

de la masa del tumor r(t) decrece e*ponenciálmente con el tiempo (y no con la
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2(f) - roel(1-'-rr)

t0 t,

Figura 2.26: Curva solución il modelo de Gompertz.

masa del tumor como podría espera¡se), por lo que la ecuación obtenida es no

autónoma, esto es, depende directamente de t.

b(t) = re-\tx

La solución de esta ecuación se obtiene directamente, por separación de varia-

bles, y resulta

r(t) = coei(r-e-rt)

La representación grrífica de esta solución aparece es una curva de carácter

sigmoide del tipo de la que aparece la figura 2.26. Pa¡a ú -+ oo, u(t) -+ r* =
rsei, Con lo que la curva alcanza un estado estacionariO. Los pariímetros r y ,\
son características ligadas al tumor y al tejido donde se desarrolla, de los que

podemos obtener más información en la referencia [8].
Se observa claramente que la curva tiene dos partes: Ia primera de ellas

asociada a un crecimiento exponencial decreciente y la segunda correspondiente

a una zona en meseta, con mayor o menor pendiente. Ambas Separadas por

un punto de inflexión que supone, de algún modo, un instante determinado de

tiempo, ú" = Y, en el que se produce un cambio cualitativo en el crecimiento,

a partir de que el tumor alcance un tamaño determinado r, = s,s¿*.
Existen razones de carácter médico que justifican este enlentecimiento: la

presión física del medio, problemas de nutrición o de acumulación de catabo-

litos (a medida que crece el tumor), la actuación de mecanismos inmunitarios,
que hasta entonces eran ineficaces para retardar o detener el crecimiento tumo-
ral. . . En cualquier caso, se sabe que en su primera etapa casi todas las células

están en multiplicación, mientras que después muchas de ellas han pasado a un

estado quiescente. Ésta es la etapa de diagnóstico clínico, pero sólo las células

octiaas son sensibles a tratamientos de radioterapia y quimioterapia con lo que

los resultados obtenidos de esta forma no son muy buenos. Si se extirpan to-

das las células tumorales, hay curación terapéutica, pero, técnicalnente esto se

puede realizar en muy contadas ocasiones. De todos modos, si se extirpa gran

parte de la masa tumoral, las células que quedan comienzan de nuevo a crecer
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I

a

talla
OABCD

Figura 2.27: Talla ftente a ctecimiento: modelo de von Bertilantry'

de forma exponencial y las condiciones son ideales para la radioterapia y la

t"r*a*rri-rr- De ahíia-impo'tancia de conocer en qué fase se encuentra un

tumor para aplicar el tratamiento correcto'

La dependencia de la tasa de crecimiento relativo.ic **: tl":l:n de t puede

parecer un poco extraña pues a primera vista se podiía suponer que el hecho de

que esa tasa disminuy' 
"á 

Jtp"'i¿e tanto del tiempo sino de razones de espacio'

denutrientes,deladistanciaalvasosanguíneomifupróximo,etc.Apesarde
la tógica de este "'o""ulit*o' "i 

*o¿"f; funciona muy bien en la práctica y

es, realmente' muy utilizado; basta comprobar cualquier libro de medicina de

carácter general.

2.8 Modelos de crecimiento de von Bertalanffy

Hastaahoralosmodelosquehemosestudiadosecentrabanenlaevoluciónde
la densidad de poblaci-on á" ,r, especie determinada, a partir de un tamaño de

población conocido. ñrr"*á. uqrri d" describir el crecimiento, pero entendido

como crecimi"nto ,o,ri¿i;;;á" u; individuo particular de dicha especie, bien en

loqueserefiereulu..totl-omeilia,,L(ú),bienenloqueserefiereal.pesomeilio,
u(¿).

Üur=tÍ{r,) 9=uf(a)

La función /(,L), respectivamente f(T'')' es llamada habitualmente función de

.t".i*i"",o de "o" 
BertalanffYe

El modelo qr" d;.;;ti;eáos inicialmente se atribuye aI biótogo austríaco

Ludwig von Bertalanfiy, [24], aunque sus,orígenes se encuentra¡t en trabajos de

pütter en la década ;;il íeinte.- Debido a su simplicidad ha sido uno de los

h_

tEn inglés, von BertalanffY

el resto del caPítulo

growth function, siglas que elegimos para referirnos a ella en
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Longitud

L(t)=tr-(1-e-ü(ú-¿o))

Edad

ts

Figura 2.28: Representación de la talla de un individuo en función de su edad

más usados aunque precisamente es su sencillez el principal obstáculo para que

aparezcan recogidos determinados detalles que contribuirían a que el ajuste se

realizarade forma más realista. A pesar de ello, comenzaremos estudiando estas

ecuaciones tanto en lo que se refiere a crecimiento en tamaño como en peso.

2.8.1 Un modelo de crecimiento VBGF: talla-edad

Basiíndose en experimentos controlados con ciertas especies, se observó clara-
mente que un modelo lineal, una recta de regresión como la esbozada en 2.27,

ajusta de forma adecuada la variación de la talla de un individuo con respecto

a su edad. La función de crecimiento de von Bertalanffy es, en este caso, una
recta de pendiente negativa.

De este modo, si I(t) representa la longitud del individuo como función de

su edad, el modelo se deduce a partir de la ecuación diferencial

Loo

dL:o-bL.
dt

que dotamos de la condición inicial L(to) = 0, eligiendo el valor ús para Que

verifique esta igualdad. La solución de este problema de Cauchy viene dada por
la expresión

L(t): L* 7 _ e-b(t-to)

con ¿co : f;. Los parámetros L*, b y ú6 determinan por completo la gráfica y
se calculan a partir de métodos y procedimientos estadísticos.

Gráficamente el resultado aparece recogido en la figura 2.28. El aumento de

talla del individuo es continuado hasta alcanzar una edad determinada (paso de

la infancia a Ia madurez) a partir de la cuál continúa creciendo pero tendiendo
ya a la estabilización, hasta alcanzar el valor ¿*, talla teórica del individuo
adulto (literalmente, la talla de los infinitamente viejos).

( )
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2.8. Modelos de crecimiento

La falta de un punto de inflexión en la gráfica es lo que simplifica de forma

considerableelmodelo.Eslafacilidadestructuralydecomputaciónquepre.
sentaysuampliadifusiónenlosestudiosrealizadossobrepesquerías,Ioque
haposibilitadoque."u"t-oa.tomásutilizado.Noobstante,precisamentepor'"fn, 

"á 
a.U"mos olvidar las Iimitaciones que se deducen de é1, y que se recogen

en la próxima sección'

2.8.2 Un modelo de crecimiento VBGF: volumen-edad

otroposiblemodeloconsisteenconsiderarlaideadequeelcrecimientolleva
consigo un aumento ¿" 'oit"n""' 

y estudiar qué función sería la que ajusta de

forma más eficaz esta variación dei volumen' Put' determinar su expresión nos

centra¡emos en ciertas hipótesis de tipo energético'

oElindividuoobtienelaenergíamediantelaalimentación:usapartepara
mantenerse y el resto para el crecimiento'

o El individuo toma Ia energía a través del mundo exterior y depende de su

superficie to a" i' át "" 
i'"*Ut""as)' Sea V el volumen del individuo' S

su superflcie y ;J;;ái" (medio), .. lógi.o considerar a v proporcional

;r;-;;;r'". Po, tanto S es proporcional aV2l3' Este argumento no

tiene validez ,;;;r;ü"ro .. u¿'*iri¡le para individuos. que crecen de una

manera iro..r¿tri.á, "r'¿..ir, 
manteniendo sus proporciones (sin cambiar

de forma).

o La energía de mantenimiento es proporcional al peso (y por tanto al vo-

lumen) del individuo'

Enconsecuencia,siu(ú)representaelvolumendelindividuo,elmodeloseex-
presaría 

ú_(Iu2/3_Au,

dondeayBsonconstantes.Inmediatamenteseobservaque'elindividuodeja

de crecer cuando i) --O'Esto ocurre para el valor u- = (ñ)'

La ecuación anterior,de tipo Bernouilli con exponente |, se integra fácilmente

escribiendo u(t) =u3(ú). Nótese que, con ese cambio de"variable' u(t) será del

orden de la longitud iá i"ai'ia'o' La ecuación transformada es

.1u=l (a - 0")

con lo que, suponiendo como dato inicial u(Úo) = 0' la solución resulta ser

u(t) = 7Q-e-+P('-to))

v se obtiene la misma gráfica, solución del modelo anterior'
, .'"1"o,r""^ió '=';i;rr;o¿"áo, 

deducir su represenración gráfica como aparece

en la figura 2.2g, apareiiendo ahora un punto de inflexión más o menos cercano

al origen.
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volumen

u(ú) = rr€(1 - "-*t{t-'o)¡s

edad

Figura 2.29: Representación del volumen de un individuo en función de su edad

utilizando un modelo VBGF.

Figura 2.30: htnción de crecimiento absoluto y curvas solución correspondientes
al modelo de Gompertz para eI aumento en longitud de un individuo a lo largo
de su vida.

La diferencia con la situación anterior es evidente, ya que en este caso a y B
son tasas intrínsecas de la especie y se construyen a partir de magnitudes tales

como la eficiencia en la conuersión (la cantidad de energía, o alimento, necesario
para "crear" un kilo de animal), el peso específico, la energía de mantenimiento
(por cada kilo y hora), latasa d,e consumo dela superficie del animal (energía

por m2 y hora), etc. Son parámetros deterministas y no se deducidos a partir
de procesos estadísticos mediante muestreos de población.

2.9 Otros modelos que no son del tipo VBGF

Pero, ¿por qué el modelo de crecimiento de von Bertalanffy no es siempre

válido?. Hay muchas razones, pero recogemos aquí las más importantes.

ts

L

L

o Las limitaciones en su ualid,ez.

t
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2.9. Otros modelos que no son del tiPo VBGF

Este modelo es incapaz de describir el comportamiento sigmoidal que apa-

recería al considerar la presencia de un punto de inflexión' como un ins-

tantedecambioenla"idadelospeces'Laexistenciadeestevalores
importante para especies de vida corta y cuya explotación ocurre a una

edad temPrana.

Otro problema es que, a menudo, tr- es sobrestimado' Esto ocurre cuando

peces^ uiejos de crecimiento lento no entra¡ en los muestreos ya que son

demasiado p.qr"ño, para ser capturados' como ocurre en determinadas

especies africanas de agua fría'

Otra cuestión es que hay autores que ponen en duda el concepto de tamaño

asintótico máximo, negándolo como una ficción matemática'

o La necesidad, il,e determinar una "cotl'ecta" fecha de nacimiento'

Hay que computar ú6 para que el instante de nacimiento coincida con la

media en la tempotu¿u a" maduración de los huevos' lo cual no es una

tarea sencilla en determinadas especies'

o Ajuste de los Pardmetros'

Esimportanteseñalarlaimportanciaenlaconstrucciónyelecciónde
métodos estadísticos correctos para determinar valores ajustados a la me-

dia en la especie, a partir de las muestras consideradas (ver, por ejemplo,

127))-

De todos modos, el ajuste del modelo no es sólo un proceso estadístico:

necesita que se áeciaan qué datos son útiles y cuáIes no. De hecho, por

muy buenos y uá".rr"do, que sean los métodos estadísticos utilizados, no

sirven de nada si se utilizan datos inadecuados o que no son correctos'

Todos estas ideas son la causa fundamental de que se propongan otros mode-

los de crecimiento que, aunque no son tan utilizados, funcionan bien con algunas

..p".1*. En general, iodos ellos corresponden a la ecuación diferencial

dL
dt

LfaL )

1. Curva de crecimiento logística, asociada a Ia ecuación diferencial

*:ol,-bLz,
dt

queyahemosestudiado,yquecorrespondenacurvassoluciónquepre-
te"tu" un punto de inflexión en su desarrollo'

2. Curva de Gompertz, asociadas, por ejemplo' a una ecuación del tipo

*:ol,-bLlogL,
dt

cuyas soluciones Son curvas con dos asíntotas, una superior y otra inferior,

y-,rn p,rrrto de inflexión pero de forma que la curva se vea dividida en dos

mitadesquenoresultarantisimétricascomoseobservaenlafigura2.30.
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La elección de una curva u otra depende de muy diversos motivos. Nos

remitimos a las referencias [27], [26], [25] y [32] para posteriores lecturas sobre

este tema.

2.LO Ejercicios

1. ¿Eres capaz de deducir las ecuaciones diferenciales de orden uno que describen

las siguientes situaciones y resolverlas?

(a) La presencia de toxinas ? en un medio concreto destruye determinadas

bacterias g(ú) a una velocidad directamente proporcional al número de

bacterias presente y a la cantidad de toxina. Llamamos o a esta constan-

te de proporcionalidad. si no hubiera toxinas en el medio, las bacterias

crecerían de forma proporcional a la cantidad de bacterias presentes. LIa-

memos ó a esta constante de proporcionalidad. Supongamos además que

la cantidad de toxinas aumenta a una velocidad constante c y que su

producción comienza en el instante Ú : 0.

(b) En una habitación que contiene 300rn3 de aire limpio se va a celebrar una

fiesta. En un instante determinado ú = 0, algunas personas comienzan

a fumar de modo que el humo comienza a inuadir la habitación a una

velocidad de 3.048crn3 f min, conteniendo tn 4Yo de monóxido de carbono.

Al mismo tiempo, abrimos una ventana por la que entra aire fresco a Ia

misma velocidad. ¿Cuándo debería una persona pr"udente abandonar la

fiesta considerando que el monóxido de carbono comienza a ser peligroso

con una concentración superior aL 0.012%?

(c) Supóngase que un estudiante portador de un virus de influenza o gripe

regresa a un campus universitario aislado que tiene 1000 estudiantes. Si se

supone que la rapidez con que el virus se propaga es proporcional no sólo al

número z de estudiantes contagiados sino también al número de alumnos

no contagiados, determinar el número de personas enfermas después de

seis días, si sabemos que tras cuatro r(4) = 56.

(d) Cuando un rayo vertical de luz pasa a través de una sustancia transparente,

el grado con que su intensidad ,I disminuye es proporcional a 1(ú), en donde

ü representa e espesor medio, e\ ün. En agua de mar límpida, la intensidad

inicial a 90un bajo la superficie es 25Yo de la intensidad inicial .Is del rayo

incidente. ¿cuánta es la intensidad del rayo a 4.5m baio la superficie?

(e) Dos sustancias químicas A y B se combinan para formar una sustancia

química c. La rapidez o velocidad de la reacción es proporcional al pro-

ducto de las cantidades instantáneas de A y B que no se han convertido

en Ia sustancia química C. Inicialmente hay 40gr de A y 50gr de B y por

cada gramo de B se usan 2gr de .4. Se observa que se forman 10gr de c
en \min. ¿Cuánto se forma en 2Omin? ¿Cuál es Ia cantidad límite de C

después de un tiempo largo? ¿cuánto queda de las sustancias químicas A

y B después de un tiemPo largo?
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2.SupongamosquelapoblacióndelosEstadosUnidosdeAméricaobedecela
ley de crecimiento logísiica. calcula entonces la capacidad máxima que soporta

;i;;i" y la población en el año 2000' usando los siguientes datos:

2.10. Ejercicios

cinética

la ecuación

Año PosLA,clól¡
i 11

1960
1970

179323775
203184772

3. Un factor genético, de concentración g y producido por una determinada sus-

tancia ,g, es autocatufJu¿" V aug.uaado tirréalmente de acuerdo con la ecuación

92T$99-s+k,
d¿

- tezg -- /(S; ")

donde let y kzson constantes positivas y s = [S] es una concentración dada'

(a) Demuestra que para § = 0, hay dos valores de equilibrio positivos si kr )
2lez Y determina su estabilidad'

(b) Dibuja la tasa de cambio de g' /(g;0)'

(c) Si consideramos ahora la función /(g; ')' s ) 0' demuestra que existe un

valor crírico ," d;;;;iáo. ¿" áq"iliUrio pasa a tener un valor superior

paratodo§)§c'

(d) En consecuencia, demuestra que 9(0) = 0 y que s aumenta desde s = 0

hasta un uufo, 
'uh"iu""tnentegralnde 

y luego decrece hasta cero de nuevo'

¿En qué in.t"rt" apátece un pinto de inflexión en esa figura?

4.Hallarlasecuacionesdiferencialesparalaredmarcadaenlafiguraquesigue.
rn
G1l

5. Supongamos que Ia depredación P(N) sobre una población determinada N(Ú)

es muy rápida. Br, .,u ""o, 
el crecimiento de la especie presa viene dada por

0(e<<1

donde R, K, P y A son constantes positivas

(a)Demuestra,mediantelaadimensionalizaciónadecuada'quedichaecuación
es equivalente a

#:an(r-#) -"(, -n*),

9=ru(7-u)-(,-r-+)
con r Y q constantes Positivas'

fb) Demuestra gráficamente que pueden aparecer tres puntos estacionarios

'"' G;;;i"*s de"cero) si r y q verifican que rq > 4'
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(c) Si representamos para cada pareja de parámetros (p, g) el (o los) puntos

de equilibrio asociados, en un sistema de ejes en el espacio (como hicimos

en el modelo de Ludwig), ¿se producirían fenómenos parecidos?.

6. El método sIRM (Sterile Insect Release Method) para el control de plagas

introduce un número determinado de insectos estériles en una población. Si esa

población de n insectos estériles se mantiene en cantidad constante, el modelo

miás simple posible, llamando N(ü) a la población de insectos fértiles, es

+= l+l-al N-/cN(N+n),dt lN+n I

donde a, b y le son parámetros con valores constantes y positivos.

(a) Discute brevemente la base en la que se apoya este modelo, esto es, cómo

evolucionaría la especie N(ú) si no se considera la introducción de las larvas

estériles. ¿cuál es, en esta situación, el número m¡íximo de individuos que

soporta el medio?.

(b) Analiza, de forma gráfica, los puntos de equilibrio del sistema. ¿Cuiíl es

el valor mínimo de insectos estériles que hay que introducir para erradicar

la plaga (esto es, para que los insectos tiendan a desaparecer)?. Deduce

la estrategia gráfica y analíticamente.

(c) Demuestra que esta cantidad es inferior a la cuarta parte de la capacidad

de soporte miíxima del medio.

7. Un modelo para una población que es suceptible de sufrir una epidemia se

puede construir a partir de una ecuación logística

i=aP-bP2
y crece hasta un valor determinado Q ( f . Para este valor de población, la
epidemia estalla y aparece descrita por la expresión

b=AP-BP'
donde A > #.La población cae hasta el valor q, donde * a q ( Q, punto en

el cual la epidemia cesa y Ia población vuelve a estar de nuevo controlada por

la primera de los modelos, y así sucesivamente.

(a) Dibuja las curvas p(ú) para ilustrar las variaciones de la población a medida
que pasa el tiempo.

(b) Demuestra que el tiempo ?r que ta¡da la población en aumentar del valor
q al Q está dada por la exPresión

I, lQ@-bq)ltt = á,os Lq(o _ D0)l 
.

(c) Encuentra el tiempo G que le lleva a la población caer de Q a q bajo la
influencia del segundo modelo y deduce a partir de aquí el periodo de un

ciclo típico de la población.



Capítulo 3

Explotación de recursos
renovables

Existen diversos modos en los que el hombre utiliza a otros seres vivos: agricul-

. tura, ganadería, pJ;, ; de Ia masa forestal, tratamiento de aguas residuales,

control de enfermedaáes, etc. En algunos de estos casos, ejerce un fuerte con-

trol sobre los organismos implicados para conseguir sus fines (por ejemplo' en

iu Á".tuauriu o 
"r, 

I" p'od"cción de antibióticos)' En otros' s€ trata de un apro-

vechamiento -¿, o ,i..ros intensivo de la producción nat-ural de ciertas especies

y nos reduci*or, pá, tu'to, a la acción de "cosechar"' La minería es otra for-

ma de explotación pero, a áiferencia de las anteriores, los recursos mineros son

limitados v ,ro pu"i"n ser renovados. Nuestro campo de estudio se ajustará

aIprimeroa."sto.u"p".,o'ynosreferiremosaélbajoeltérminogeneralde
explotación d,e recurso's renoiables' Para fijar ideas' nos centraremos dentro de

estecapítuloenlamodelizaclóndeltemapesquero,aunquemodelossimilares
podrían ser obtenidos para otras actividades'

La pesca tierre áás Lpectos bien diferenciados pero con notables influencias

mutuas: "t 
p,r.r*u,,ie biológico y el comercial y' a su vez' cada uno de estos

puntos de vista aparece afeciado por parámetros muy diversos. En el aspecto

biológico intervienen tanto circunstancias intrínsecas a Ia especie que se pretende

pescar como otras extrínsecas, relativas a individuos que interaccionan con ella'

En el econó-i.o' ,i,t-"InU"go, i"fluy"n argumentos del tipo del coste de las

capturas, Ios mecanismos delrecios, el estado general del mercado' etc'

Labiologíapesqueracomen,óaser.estudiadaaprincipiosdelpresentesiglo,
pero fue el fenóme.,'o áe Ia sobre-pescal el que produjo u1 fuelte incremento de

interés en el estudio de estos temas, sobre toáo a partir de los-años 50' Esto llevó

a la constru..ion áe *odelos para predecir cuándo se produciría sobre-pesca,

explicarelporquér"p,o¿"""ttuftnótt'"t'oy'endefinitiva'tratardeestablecer
mecanismos de control sobre él'

Iremos, u aorrti.,,utión, presentando los modelos' cada vez más complejos'

lEn inglés, ouerfishing
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que han supuesto una mayor influencia.

3.1 Poblaciones ajustadas a modelos logísticos

Supongamos que cierta población de peces habita en una determinada zona del

o.éuno p".o que á.ta sólo admite una cantidad limitada de peces, es decir, el

medio presenta una capacidad de soporte finita para tal especie' En primera

instancia, parece razonable aceptar que el crecimiento de Ia población obedece

a una ley logística

i=*(r-;) :f@) (3.1)

donde los parámetros r y K poseen los significados descritos en el capítulo

anterior.
Si dicha población es comercialmente explotada, hay que tener en cuenta

el efecto de la pesca sobre el crecimiento. Bajo esta óptica, consideraremos

la población, n(t), como una magnitud medida en toneladas. El término de

exilotación h, o tasa de capturos (cuya dimensión sería Tnla¡o): supondrá

lógicamente una disminución de la tasa de crecimiento absoluto y la ecuación

que regiría el modelos pasaría a ser

rt=t@)-h

La forma que adopte la función adicional h depende del modo en que se efec-

tue la explotación. En primera instancia podríamos distinguir dos estrategias

diferentes de pesca:

o Pesca específico
Éste sería el caso en que los pescadores conocen dónde se encuentran

los peces y deciden Ia cantidad diaria (h) que quieren pescar en función

de determinados parámetros (mercado, precios, capacidad del barco,. . . ).
una vez fijadas estas consideraciones, no tienen problemas para conseguir

el cupo fijado. La tasa de capturas es, por tanto, una función constante y

la ecuación del modelo resultaría
/ t\ -i=rclr- *)-n (3.2)

A pesar de su simplicidad el modelo ofrece resultados que no difieren

demasiado de Ios que se obtienen utilizando un modelo más elaborado.

o Pesca o ciegos o de arrostre
Éste sería el caso en que los pescadores despliegan sus redes y atrapan los

peces que encuentran. La tasa de capturas será, por tanto, proporcional

a la cantidad de peces presente en la región que se considere'

h(t) : ¡s

La constante de proporcionalidad dependerá del tipo y dimensiones medias

de las redes utilizadas, del tiempo de pesca, de la velocidad media de
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los barcos, etc. Especifiquemos algo más sobre esta función h(r)' Suele

escribirse utilizando tan solo dos parámetros, a saber, el esfuerzo pesquero'

E, medido en número á" Uu"ot áe tipo medio' y la tasa de capturabilidad

q,'*"¿iaá enTnf ¿¡o.barco,que viene.a indicar el grado de dificultad para

iu p"..u de la espÉáíe üñ'firí.i¿" de si la especie se mueve en bancos o no,

p"l 
":á-pf"2. 

Ei modelo clásico que liga estos parámetros está basado en

Ia hipótesis de que
h
-=OÍE

es decir, Ia captura por barco es igual a la tasa de capturabilidad de la

;;p;; po, fu densiáad de peces. El modelo matemático se escribiría

entonces mediante Ia ecuación

r=rtr
Ít- K ) - qEr (3.3)(

Enamboscasosnoscentraremosenelestudiodelefectodelapescasobre
el crecimiento de Ia pouru.i¿", el problema de ma>cimizar las capturas y el

;;;1"*, de la estabiiidad de las poblaciones' es decir' el riesgo de exterminio

de Ia especie.

3.1.1 Pesca con tasa de capturas constante

Examinemosahoraelmodelo(3.2)correspondientealapescadeunacierta
especie de forma que anualmenie se fija Ia cantidad, las toneladas, de capturas

a obtener. En este "*o 
int"ru.u saber qué le ocurre a la población, hacia dónde

evoluciona, y para ,";;ü;;ri" estudiaÁos los posibles puntos de equilibrio del

.iti"*" ¿irrámico (3.2)' Resolvemos, por tanto' la ecuación

' 9\ -h=oÍ(")-h=ru(1-r<,

Las raíces de esta ecuación se corres-ponden con las abscisas de Ios puntos de

corte entre la parábola a = rr (1' - ;) y la recta horizontal y -- h'

En la figura 3.13 podemo, otr".J* claramente tres posiciones relativas dis-

tintas, según existat',t'o, dos, o ningún punto de corte' Las distintas posibili-

dades se iu"ogut en la siguiente tabla:

2Otros autores, o en otros contextos, denominan esfuerzo pesquero simplemente a la cons-

tante de ProPorcionalidad k = QE que aParece si consideramos una Pesca de arrastre. Esta

constante se construye a Partir de cantidades tales como el tamaño de Ia malla de la red,

Ia velocidad del barco, el tiemPo que dura el periodo de pesca, la amplit ud de la zona de

"'o.tBl*;ril";gura, y en el resto del capítulo salvo indicación en contrario' mantenemos la

notación ya utilizada qr" l;;-¿";."rpár,d", el símbolo o a puntos de equilibrio inestables,

mientras que con . -,,.u-á'los asoclados a valores de carácter estable'
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Y : hs(r)

a = hz(r)

y : h(r)

Figura 3.1: Estudio de la evolución de una especie regida por un crecimiento de

tipo logístico sometida a pesca con tasa de capturas constante. Diferentes casos

en función del valor de dicha constante.

I¡¡reRvelo Eeun rsRIo EsrRsu.tnRo

he (0
rI(

)4
2 Uno estable y otro inestable

h=+ 1 Inestable

he (
rK
4

, oo
)

0

o En el primer caso, los puntos de equilibrio serían 11 Y rz, ft ( 12 (ver

gráfica 3.1 correspondiente al eje numerado 3). En el análisis de estabilidad

iealizado, observamos que para puntos situados a la izquierda de 11 , la diferencia

f(r) - h es negativa, Iuego á ( 0 y, por tanto, la población tiende a decrecer

(la línea de flujo "sale" en el punto). A la derecha de ese punto, en cambio,

f (*)-h ) 0 y, en consecuencia, la población aumenta. Este estudio de las líneas

áe áujo determina la inestabilidad del punto c1. Del mismo modo se puede

deduc-ir que el punto 12 es una solución de equilibrio estable. La evolución

del sistema depende pues del tamaño inicial de Ia población. Así, si en el

instante inicial r(¿0) > 11, la población de peces tiende a estabilizarse en el valor

12, ligeramente inferior a Ia capacidad de soporte máxima del medio K. sin

"*buigo, 
si en el instante inicial estoy por debajo de esta cantidad r(ús) < rl,

la población tiende a extinguirse.
o En el segundo caso, la recta y Ia parábola se cortan en un único punto

q = +.Aunque f'(*r):0 y el criterio de estabilidad Iineal no concluye nada,

ei a.ráÍisis del flujo permite afirmar que este punto es inestable pues las líneas

Í"t

I
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decampoapuntansiemprehacialaizquierda'Enconsecuencia,sicomenzamos
el estudio con un tamaño de poblacón inferior a 11, la especie sometida a

pesca tiende a extinguirse, mientras que si la cantidad inicial de individuos es

I"pári". a esta cantid--ad, la población tiende a estabilizarse en el valor 11 , aunque

pequeRas fluctuaciones án cualquiera de los parámetros del sistema pueden hacer

que Ia población se extinga.
o En el tercer caso la r-ecta y la parábola no se cortan, no existen puntos fijos,

p"ro á"1 análisis del flujo se concluye. inmediatamente que, con independencia

de las condiciones iniciales, t(ú) = i("(¿)) ( 0 y la población decrece hacia el

valor 0, es decir, tiende a extinguirse'

Por tanto, la tasa de captuias máxima posible, sin que-la población se ex-

tinga, corresponde al máximo de la parábola, esto es h = rf ' Obsérvese que'

a"ü¿o a la inestabilidad de ese valor, pequeñas variaciones de h pueden hacer

;;;;; qr" Ia población desaparezca como que se estabilice en un valor ligera-

mente superior que +.
De toáos modos, ia hipótesis que se plantea en esta situación no es siempre

aplicableyaqueamedidaquelapoblacióndecrece,esmáscomplicadomantener
la tasa de capturas constante yu qt'" Ia pesca presenta una mayor dificultad y

este problema no se aparece recogido en el modelo'

3.L.2 Pesca con esfuerzo constante

En este caso, el término correspondiente a la pesca, ¡ = h(t) ' 
es lineal y viene

representado por una recta que pasa por el origen de coordenadas y, por tanto,

siámpre corta-a la parábola de crecimiento de la población en al menos un punto

(et o.igerr). Las diversas posiciones relativas aparecen recogidas en Ia figura 3'2'

podemos razonar anáioga-errte al caso anterior para determinar Ia estabili-

dad de los puntos de equilibrio que aparecen en cada caso. El resultado de este

análisis aparece recogido en la tabla

INTBRvelo EeutLtsnto EstRslt to,An

E e (0, E.) 2 Uno estable y otro inestable

E> E* 1 Estable

donde el valor E* corresponde al esfuerzo pesquero para el que Ia recta es la

tangente en el origen a la parábola'

Laconclusiónrápidadeesteestudioesquesi.E(,E.lapoblacióntiendea
estabilizarse €rI o1, que se hace más pequeño (se puede aproximar a cero todo

i; il" se desee) a áedida que va aumentando el esfuerzo pesquero. Ahora bien,

,i ,oÚ."p*umós el valor d*, el origen, o¡, pá§& de ser un punto fijo inestable

u"o.,u..ti.,eenelúnicopuntodeequilibrio,yademásestable.EIrégimen
de pesca a que estamos sometiendo Ia población en este caso es tal que, de

*u.rt".r".r", ilegará a provocar la aniquilación de la población'

Otra forma de realizar este estudio comienza por reescribir la ecuación (3'3)

como una ley logística tipo (3.1) pero con parámetros diferentes'
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v = E2(r)

y = E*(t) - qErt

y = E¡(a)

Í
rl

Figura 3.2: Estudio de la evolución de una especie regida pot un ctecimiento

aJ t;po logístico sometida a pesca con esfuerzo constante. Difetentes casos en

función del valor de dicha constante.

ÍO

IO

Í (r-q,)x(r-*) -ry
r qE)r

E)q rr

/xoDr\t1_________L-l

I K K(r-qE))
/rx\l1_-l
I K(r-qE))

i = (r - ql)x (, - ;r) = e(r), Ka =
sE)I{ r

(3.4)
r

Estaecuación presenta dos posibles puntos de equilibrio Ío:0 Y rt = Ko'
Se verifica que 9'(r) : (r - qE) -2*, y, por tanto, g'(ro) : r - qE' En

consecuencia, el punto 00 es estable si'i < qE y es inestable en caso contrario.
paralelamente dado que g'(r1) = -(r - qE) : -g'(xo), el criterio de estabilidad

se invierte en el caso de sr. El caso r < qE corresponde a una sobrexplotación

que implica la desaparición de la especie. En otro caso, la población se estabiliza

en un valor I(e < K.
La ventaja de este procedimiento con respecto al análisis del flujo que reali-

zamos antes es evidenie, al ofrecer una expresión analítica para los puntos de

equilibrio en función de los parámetros del sistema'
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3.2. Beneficios econ

B

Be@) : qEKB

r
2q

E* E

Figura3.3:Representacióngráfrcade]arentaestabilizadadecapturasocurva
de sustento.

3.2 Beneficios económicos obtenidos por la pes-

ca

DadoqueelesfuerzodepescaSesuponeconstante,latasadecapturash(r)
para el valor K¿ tiende a estabilizarse en

86 = qEKB = qEK (, - f)
Este valor BE representa, para cada valor de E' la tasa de capturas a la que

se tendería con el tiempo plr*u.r""i"ndo constante el esfuerzo de pesca. A esa

función 86 la llama r"Áá' "nto 
estabilizad,a de capturas o modelo de schaefer.

De alguna manera, ;-;b, representa el sustento (el beneficio, en términos

económicos) que proporciona la pesca' La gráfica de esa fy:":" es una curva

en el plano EBB,¡amada curva de sustento (en inglés, yield-effort). En el caso

depoblaciónlogísticaquenosocupa'setratabásicamentedeunaparábola
invertida que alcanza su ualor máximo en el punto E = ü y^que se continúa

con la función constantemente igual a cero para valores dé'esfuerzo superiores

,u.,á"t".*inadovalorcrítico,E)E*,conE*=;.
En base a su gráfica podríamos plantearnos el ploblema de cómo conseguir'

a Io largo del tiempo, el'miíximo dá capturas con el mínimo de esfuerzo y' por

supuesto, sin esquilmar la población; en otras palabras' pretendemos dar una

respuesta u lu p.ugu"ta itá*o debe elegirse 'E para maximizar Bs a lo largo

del tiemPo?.
observandolagráfica3.3concluimosinmediatamentequeB¿tomaelvalor

máximo B-o, precisim"nl" t'u"do se adapta el esfuerzo al valor E^o' -- t'

". 
i""o B;:; = f . Conviene notar' mirando la gráfica 3'2 que aumentando 'E

respecto de E*orr. páá-r-iu" 
"o.rr"grir,*o*entánéamente 

más capturas (mayor

número de peces), pero esto provocará una disminución de la población y' a la

larga, Ia tasa de capturas disminuiría'
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y = Be(E)
A: cE

Pérdidas

E1 EoEz E

Figura 3.4: Renta real de benefrcios.

3.2.L Pesquerías abiertas: una mala política

De todos modos, al realizar este estudio de beneficios, estamos despreciando una

parte importante del problema ya que en ningún momento hemos considerado el

coste que lleva aparejado poner un barco en el mar. Tendríamos que estudiar,

pues, más que el valor de la renta estabilizada de capturas, la renta real de

beneficios. Esta cantidad se define como

pqEKB - cE,

donde el parámetro p representa el precio por unidad obtenido en el mercado

por las capturas realizadas. Para simplificar nuestro estudio lo supondremos

constante (suposición, a todas luces, poco realista pues no podremos colocar en

el mercado, con la misma facilidad, una que cien toneladas de un producto). El
parámetro c es una nueva constante que determina el coste que supone para el

armador fletar un barco.
Imaginemos ahora que queremos pescar una especie determinada en una

zona de pesquería abierta, esto es, una zona donde no existen leyes (fuera de

Ios argumentos puramente económicos) que impidan a los barcos acudir. La

representación tanto de la curva de ganancias (curva homotética a la curva de

sustento ya analizada) como de la recta de costes, ofrece un punto de corte, de

abscisa.E6, €rl el que no hay ni beneficios reales ni pérdidas Y, Por tanto, no

interesa a los armadores.

. Si ,E ( Eo, la renta real es positiva. Los barcos que allí acuden obtienen

beneficios. En consecuencia, al no existir ninguna regulación política que

lo impida, siguen acudiendo cada vez en mayor número a pesar de que el

margen de beneficios sea cada vez menor'

¡ Si E ) Eo, la renta real es negativa Y, Por tanto, el negocio produce

pérdidas. Los barcos van abandonando la zorla en busca de otras en las
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que sean capaces de obtener beneficios y' para los que quedan' las pérdidas

son cada vez menores'

La conclusión a la que llegamos es sencilla: en pesquerías de acceso abierto'

motivos económicos tracen teider el esfuerzo hacia el valor Eo y' para ese valor'

,ro fruy beneficios ni pérdidas (la renta real.es nula)' Ningún país con recursos

pesqueros está interesa"á;;;rl" tipo de política pesquera que provoca pérdidas

económicas y, u -"n,áá, 'ob'"*piotacián 
de la propia especie' Para evitar

este tipo de situacion", qut se produjeron con bastante frecuencia en los años

ió,-r".si¿ la idea ¿u ñ:u. u, n,i*e.o-de millas de mar alrededor de las costas

donde sólo pueden puráu, barcos de una nacionalidad determinada, impidiendo

así las pesquerías abiertas' En estas zonas es un único país el que tiene los

derechos de explotaciá,, y, 
"n 

consecuencia' puede poner en marcha' sin depender

del comportamiento á" ár.o., una política de beneflcio óptimo controlando la

párilifiára de extinción de Ia especie y por tanto que el caladero se agote'

3.2.2 El Peligro de la extinción

Lasposibilidadesdeextincióndeespecieshansidoanalizadasanteriormente
según el tipo de p"r.u qu" se realice. ios aspectos estudiados aparecen recogidos

;;; gráh.a, á.t y s.z, correspondientes.al caso h constante y 'E constante'

respectivamente.Laconclusión-esclara'silatasadecapturasesconstantela
p"ur..i¿"acabarápordesaparecerparadensidadesinicialesbajas,mientrasque
si la pesca es de arrastre áste fenómeno no llega a producirse' en las mismas

condiciones ¿" ¿".ur.áiio de la población. ya que el modelo de crecimiento

asociado a la especie t' t" utnUát casos el mismo' esta diferencia se debe por

completo al método de Pesca'

Sin embargo, ur,'o'J;;t;g" algunas de las primeras cuestiones relacionadas

con la explotación de una p..qr.ríu, se trata dL un análisis bastante "teórico" '

Los móviles de Ios armadá.". i" reducen casi siempre a consideraciones pura-

mente económicas y, ,it'-t-Uu'go, se producen paradojas bastante curiosas' Un

ejemplo de esto, "r";;;-;; dJrasiaio típico án las pesquerías, aparece en el

Iibro de clark [10]. A-irí ,. analizaun modelo de pesca para la ballena azul del

Antártico-sepuede*ro""',demodobastanterazonable'queelcrecimientode
este mamífero sigue ";;i.t ie tipo logística con tasa de crecimiento intrínseco

r = 0.0b anual. S" "rti*u áu" tu.apráaad de soporte máxima del habitat que

ocupan es de unas rioooo'uutt"nas. Esto ofrece un sustento máximo posible

es de 2000 ballenas por año, que corresponde a una población estabilizada de

7b000 ballenas. si etleneficio medio obtenido por la venta de una ballena en el

mercado es de un *iff¿" i" pesetas, anualmentá la pesca se vendería en 2000 mi-

llones de pesetas. Sin embargo, desde un punto de vista puramente económico'

estapodríanoserunaopciónsufrcientementeatractiva.Losarmadorespodrían
decidir pescar ru -iirJi" todas las ballenas posibles, es decir 75000 ballenas'

it"o"rrá"á" qu. 
"rto]'"tu 

p"tiur" y que el meicado no se alterara por la pesca

masiva)latotalidada"ru"uptu'asevenderíaporTs000millonesdepesetas.Si
esta cantidad se invierte "' "'ot 

fondos q'" ptopottionen un interés del 5 por
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-h -h a:h

r r r
compensación despensación

crítica

despensación

Figura 3.5: Diferentes posiciones relatiuas de la recta de tasa de capturas cons-

tantes con los modelos de tipo compensatorio, despensatorio y de despensación

crítica.

ciento anual (interés bastante modesto, por cierto) el beneficio anual, e indefini-

do, sería de 3750 millones de pesetas anuales, casi el doble de lo que se obtendría

siguiendo la política de pesca citada al principio. Luego, pese a que hemos re-

ducido de golpe la población, ésta tiende a estabilizarse de nuevo hacia el valor

de soporte máximo del medio y, además, obtengo con esta política mayores

beneficios que aplicando la tasa de capturas óptima que hemos calculado.

Lógicamente sigue siendo un ejemplo bastante teórico puesto que el mercado

se rige por Ia ley de oferta y demanda y, Por tanto, resulta bastante ilusorio
suponer que puedo introducir en el mercado 75000 ballenas y mantener después

el precio.

El ejemplo anterior muestra las notables implicaciones entre los aspectos

económicos y los de dinámica de poblaciones que aparecen en el mundo pesquero:

un buen modelo debería incorporar ambos aspectos. Además, los armadores,

más que en la cantidad de peces o en el peso de éstos, están interesados en el

dinero que pueden conseguir con la pesca. Así, aunque ciertos pescadores fijen

un régimen de pesca óptimo, la competencia con otros pescadores de la misma

o de distinta nacionalidad provocaría que no pueda mantenerse esa política.
El problema global es, por tanto, supranacional y requiere fuertes medidas de

control desde muy diversos ángulos.

3.3 Compensación y despensación sujetas a pes-

ca con capturas constante

En el tema anterior ya hemos analizado otras gráficas de crecimiento absoluto
para determinadas especies que se ven influencias por el efecto Allee. Nos intere-

sa saber ahora cómo se modificará su comportamiento si actúan otros términos
que influyen en su desarrollo. Nos limitaremos, como hemos hecho en el modelo
logístico, a realizar el estudio de los puntos de estabilidad de estas poblaciones

cuando se las somete a una explotación determinada, bien suponiendo una tasa

ht
hz
ht

h1

hz
ht

ht
hz
h3

I
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y = q02r
a qE*r

con esfuerzo constante 107

A_QEÚ

y = F(x)

K
T

Í
rO

frO

iÍE

FiguraS.6zEvolucióndeunapoblacióncompensatoriasometidaaunaexplota-
ción con esfuerzo constante'

decapturasconstanteoqueresultaproporcionalaladensidaddeindividuos
presentes.

Supongamos pues que una especie cuya ley de crecimiento corresponde a uno

de loslipos anteriores, es sometida a pesca'

Si la políticu ..gridu supone una tasa de capturas cons-tante' el estudio a

realizaresanáIogoalquehicimosenelapartadocorrespondientedelasección
anterior y los resultad;;, ; "i 

;"rre_spondiente estudio de la estabilidad, apa-

recen recogidos en la d;;; figura-3'5' Fn inmediato notar que no se deducen

consecuencias aistintas?e las"ya observadas para el modelo logístico.

3.4 Modelos compensatorios sometidos a pesca

con esfuetzo constante

Si,porelcontrario,Suponemosunaexplotaciónconesfuerzopesqueroconstante,
la'rrueuu leY de crecimiento sería

¡=F(x)-q0n.

Pretendemos,comoantes,analizarlaestabilidaddelospuntosdeequilibrio
que aparecen y las correspondientes curvas de esfuerzo-beneficio' Observemos

que los nuevos prt;;j;-"á""tpo'd* a las abscisas de los puntos de corte

entre Ia curva g = rirl'il,,..r, y - qEr. El punto ro = 0 es en cualquier caso

un punto estacionari;',Ño obsta.rie, hay otro valor fijo que aparece siempre que

o < sE 1 qE*,aot'¿"" iln; "'la 
pendiánte áe la tangente a la curva I = F(x)
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B

Bn(E) - qEx6

Figura 3.7: Curva de sustento para un modelo de tipo compensatorio.

en el origen de coordenadas. En estas condiciones, el análisis de cada uno de

los casos posibles se recogen en las figuras 3.6, 3.8 y 3.10.

Si nos referimos a un modelo de compensación sólo aparece un punto de

equilibrio estable ro 1I{. El sustento correspondiente sería B¿: qErB =
F(*e). La curva esfuerzo-beneficio tiene aproximadamente la de la figura 3.7.

Obsérvese la similitud de esta gráfica con la obtenida en el caso del modelo
logístico.

La griífica presenta un máximo, denominado mdcimo sustento sostenido, y

a partir de é1, al aumentar E, Bo decrece hasta anularse cuando E : E* ' A
la constante qEt = F'(0) se la denomina tasa de crecimiento intrínseca de Ia
población.

3.5 Modelos despensatorios sometidos a pesca
con esfuerzo constante

Según podemos observar en la figura 3.8, podemos distinguir varios casos.

1. Si .E > .E* el único punto fijo es el Ío = 0 que es estable. La población es

conducida a su extinción si se la somete a una pesca con esfuerzo constante
mayor que esa cantidad límite.

2. Si E* > E > B" : F'(O)lq, oo : 0 es estable pero aparecen otros dos
puntos fijos r¡ ! rp el primero inestable y el segundo estable.

o Si r(0) > nr, r(t) -+ nE para f -+ oo

o Si r(0) < r¡, r(t) -+ 0 para ú -+ oo.

EE*
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U_QE$ = qE**fr

v- QEfi

y - qE*x

- qÜ2n'

S0
ÍO

ILE

Figura3.8:Posicionesrelativasdelarectadeesfuerzoconstanteconunmodelo
aJtipo despensatorio. Estudio de la estabilidad'

3. Si ,E** > E > 0 entonces Ío = 0 es inestable' pero aparece otro punto

frio rB,que sí es estable' La población, independientemente de su tamaño

iniciat tiende a estabilizarse en torno a este valor'

3.5.1 Análisis de beneficios para modelos despensatorios

SipretendemosanalizarelsustentocorrespondienteaesfuerzoE,esdecirre.
presentar Ia curva urfu""o-""tento (figuia 3'9)' observamos 3ue 

para valo-

res de E en el inte.ualo-[O,E-) el U"rrlncio sostenido tomaría siempre el valor
'Ar(Al 

- qEro = f (to),'sieído c6 eI único punto de equilibrio estable que

dedujimosanteriormente'.pa,aesfuerzoscomprendidosentreE*yE**elbe-
neficio sostenido puede tomar dos posibles valores, ya que existen dos puntos

de equilibrio ,ro.ia¿or, Jepe.rdienáo del tamaño inicial de la población r(0).

En este caso, el beneficio sostenido sería nulo si r(0) < xt Y alcanzatía el valor

It"ul si r(ó) > r¡. Representamos ambos puntos sobre la curva de sustento

utilizando el trazo continuo. Para completar ia gráfica, dibujamos una línea de

trazodiscontinuoligadaalaexistenciadeunpu.,toduequilibrioinestableenel
intervalo lE* , E**).

Se observa pues que si una población' gobernada por un crecimiento de

tipo despensatorio, "J 'á*"ti¿u 
a "" esf""t'o pesquero que v1 p-aulatinamente

aumentando, "r 
u"r"nlio á sustento estabilizado va creciendo hasta alcanzar

un máximo y poco después anularse rápida y bruscamente' al cruzar el valor

-E**. Este tipo de ,"fiii.r r"rouera recibe la áenominación de catastróficaptes

produce uni catástrofe en la población.de peces'

Se puede llega. inciuso ' ""u 
situación en la que' con sólo alterar un poco el

valor de E (de forma que pasemos de la izquierda a la derecha de 'E**)' podemos
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B

0E*

estabilidad
inestabilidad

E** E

Figura 3.9: Gráfrca esfueruo-sustento para un modelo de despensación

hacer que la población pase de ofrecer una cantidad "razonable" de capturas

a extinguirse por completo. si, "arrepentidos de nuestra avaricia", pensamos

ahora en volver a disminuir el esfuerzo pesquero observamos que puede haber

problemas para conseguir Ia reaparición de Ia pesca. De hecho, para ello, hemos

áe limitar el esfuerzo a una cantidad inferior al valor .E* una vez que Ia población

se haya estabilizado en torno a su capacidad de soporte máxima del medio. A

partir de entonces volvemos a obtener de nuevo capturas ya que la población se

estabiliza de nuevo en torno a un valor distinto del origen. Esta situación incluso

nos permite entonces aumentar el esfuerzo pesquero con tal de no sobrepasar el

fatídico valor E**, para obtener un beneficio superior.

3.6 Despensación crítica: Análisis de la estabi-
lidad y beneficios obtenidos

En el caso de depensación crítica, tendríamos que distinguir tan sólo dos casos

según que .E sea mayor o menor que Es. En Ia primera opción, el único punto

fijó estable es el rs - 0 y, por tanto la población tiende a ser aniquilada. con
Ia segunda posibilidad, aparecen como puntos fijos el Ío :0, que es estable, el

r¡ inestable , y el xB estable. La evolución de la población dependerá, pues, de

su tamaño inicial.

o Si c¡ > o(0) ) 0 entonces r(t) -+ 0 para ú -+ oo.

o Si r(0) ) c¡ entonces c(f) -+ rE pata ú -) oo.

La correspondiente curva esfuerzo-beneficio puede ser obtenida de forma
similar a Ia del caso de depensación y su representación aparece en la figura
3.11. La interpretación sigue las pautas del modelo anterior con la diferencia de
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3.7. Una situación real

U_QEfi
a - qE*r

A - QEzx

rI rE

Figura 3.10: Posicio nes relativas de la recta de esfuerzo constante con un modelo

dJ derperración crítica. Estudio de la estabilidad'

quesillegamosaSobrepasarE2,seproduceunacatástrofeenlapoblaciónde
pa.u. qu" no puede ya ser recuperada'

fr

Í
@
@

rO

9.7 Una situación real

Lacapturademuchasespecieshaproducidofenómenoscatastróficoscomolos
[rr"-ulrri,no, estudiando. Podríamos poner muchos ejemplos pero pocos han

,ido ru., espectaculares como el desarrollo de las pesquerías de anchoas peruanas

(Engrautis ringens).' 
Á ,esrltas de la, cada vez mayor, demanda de pescado (no para su consumo

directo sino para Ia fabricación de piensos para ganado)' se fue incrementando

las tasas de capturas totales de esta especie, que llegó a estl en torno a los 10

millones de toneladas a finales de los años 60. Esta cantidad suponía el 15% de

to¿u tu captura mundial. De hecho, para prevenir la destrucción de la pesquería'

ái go¡i"rrrt peruano introdujo tr".t". medidas de control restringiendo los pe-

riodos de pesca. oe toáos ,.rodor, muchos biólogos advirtieron que la situación

eralírnitcyquelascapturascorríanelriesgodedesaparecerporcompletoal
menor cambio que se produjera en las condiciones habituales'

Yesecambios"p,od.,jo.Enlasnavidadesdelaño1973,llegóalascostas
peruanasunacorrientemarinadeaguassuperficialescáIidasquerecibeelnom-
bre de ,,El Niño" 1qr" fru"" ,r, upu.iLiór, cada pocos años)' A pesar de las voces

que se oyeron u¿"i.t["Já et posible colapso áe la pesquería' Ia presión de los

armadores fue superio-r v iu tápo.ada de pesca se abrió a comienzos de año. A

finalesdelmesdemarzolascapturasrecogidasnofueronmásdeun40%delo
que venía hasta enton.., ,i.rat habitual. Años posteriores fueron testigos de

una cada vez mayor disminución en las capturas. La pesquería había llegado a

una situación de catástrofe y no parece' por ahora' que pueda ser recuperada'
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estabilidad

- inestabilidad

Er.

Figura 3.71: Curva de sustento en un modelo de despensación ctítica. Nótese

qiu ", esta situación la gráfrca obtenida no es sino un caso límite de la deducida

para el caso anterior.

A efectos gráficos, nos estábamos moviendo en tasas de capturas muy altas en

las figuras 3.11 (o 3.9), correspondientes a valores de esfuerzo pesquero cercanos

al valor E- (o E6). Un cambio en las condiciones hizo que pasáramos a recorrer

la parte inferior de las curvas con lo que la tasa de capturas de la renta de

capturas estabilizada paso a ser inapreciable y esa situación no variará si no

es disminuyendo (casi) por completo el esfuerzo pesquero y dejando pasar un

intervalo de tiempo suficiente.

De hecho, aún no se sabe si algún día esa pesquería volverá a ser recuperada.

3.8 Utilidad de Ia política de paros ecológicos

Como vimos en el capítulo anterior, a partir de la correspondiente gráfica de cre-

cimiento podemos representar la evolución de la población a Io largo del tiempo.

La aplicación del llamado método de las isoclinas para curvas de despensación

crítica, por ejemplo, conduce a representaciones gráficas del tipo que aparecen

en la figura 3.13.

Supongamos ahora que en un determinado instante ús, la población de Ia
especie es r(ts). Esa especie es sometida a pesca durante un cierto periodo

de tiempo de forma que su población se reduce a x(ts + Aú) (atravesando el

valor K1). En ese momento llega una temporada de poro ecológico, la pesca

se interrumpe, así que Ia población se recupera (ver figura 3.13). Una nueva

caída correspondería con un nuevo periodo de pesca y, de este modo, podemos

ir dibujando una línea pseudo-poligonal que indica Ia variación de la población.

Las conclusiones son sencillas: si el tamaño de la población se va moviendo

entre 111 y Ks, el esfuerzo pesquero no tiene excesiva importancia ya que en los

B

E
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de paros ecológicos3.8 Utilidad de la Política

Año días
1

1959
1960
1961
1962
1963
1964
1965
1966
1967
1968
1969
1970
1971

1972
1973
t974
1975
1976
L977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984

667

756
1069
1655
1744
1623
1650
1569
1490
1455
1499
1.473

1399
1256
795
785

556
514
504
484
403
na
na
na
na

279
298
294
269
297
265
190
170

167
162
180

89
89
27
na
na
na
na
na
na
na
na
na
na
na

2.93
4.58
6.27
6.42
8.86
7.23
8.53
9.82
10.26

8.96
72.27
10.28
4.45

1.78

3.58
3.08
3.86
0.79
1.19
1.36

0.72
7.23
1.72
0.72
na

4

Fuente: Instituto del Mar del Perú

Figura 3.12t Tabla de datos sobre la pesquetía de anchoas peruanas.
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Lt

t

Ks

0 ts tt

Figura 3.73: Método de las isoclinas pa;ra un modelo de despensación crítica.

Análisis de la población para una determinada política que alterna las tempo-

radas de pesca con los pa,ros ecológicos.

paros la población tiende siempre a recuperarse. Por el contrario, si en una de

las campañas ocurre que el número de peces alcarrza valores inferiores a Ks. Ia
población irá disminuyendo irremediablemente hasta su aniquilación'

como podemos observar, en estos casps de sobrerplotación, se vuelve inútil
toda Ia política de paros pesqueros.

3.9 Modelo de Beverton-Holt

Comencemos buscando un modelo relativamente simple que describa el creci-

miento de una población teniendo en cuenta que el individuo, en los primeros

estadios de su desarrollo, atraviesa un periodo larvario antes de convertirse en

alevín e incorporarse a la población adulta.
Como hemos indicado anteriormente, el modelo logístico no incorpora es-

tructura de edades. Su base descansa, tan sólo, sobre la tasa de crecimiento
por individuo r y Ia capacidad de soporte del medio K. A pesar de ello, se

ha probado su eficacia para peces que se desarrollan lentamente, ta¡rto de for-

ma individual como en términos de población. Éste es el caso de los grandes

mamíferos marinos, por ejemplo. Sin embargo, la mayoría de los peces (no

mamíferos) no pueden ajustarse a este modelo ya que producen grandes canti-
dades de huevos (entre 104 y 106 anualmente) y no se ajustan por tanto a un

régimen lento de crecimiento, su vida es mucho más corta de Io que fijaría el mo-

delo logístico (entre cinco y diez años) y los efectos estacionales (que en los casos

anteriores no se consideraban) no son en absoluto despreciables. Pretendemos

ahora establecer un modelo que resulte adecuado a esta situación.

T

t
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9. Modelo de Beverton-Holt3.

DadoquelamortalidaddelaslarvasenlasprimerasSemanasdevidaes
enorme, el parámetro á;ñ;;"t" (medio) de huevos que produce cada individuo

no es significativo. La primera idea es reconocer que dado que una cierta fracción

media de estas rurr* Iour"riru (po, ejemplo, podríamosllegar a establecer que

sobrevive una de 
"u¿uIOOO), 

iu i.ttifiaud deúería considerarse como fertilidad

efectiva, y mantener uaiJo Li*o¿"to logístico aunque con parámetros diferentes'

Sin embargo, t* tu,uu' y Ios adultos tig""n unas pautas vitales diferentes y es

preferible tratarlas de forma diferente'

En 1957, Beverton f Uolt, [5], propusieron el siguiente modelo' que contem-

pla parcialmente esta situación"supongamos P(ü) es la cantidad de individuos

adultos P(¿) v qr" ¿(¿) ;;; lu' to*ot piod,cidas por Ias hembras de esa pobla-

ción que están suficiei"-..r," desarrolladas para desovar. Esta larvas tienen

unaduraciónlimitadaysóIolasqueSuperaLestaetapadebensertenidasen
cuenta para la poUU.üi J. p"""r, .o' tor aleaines o reciutas (en inglés recruits) ,

que representaremos;;;;ié- El modelo de Beverton y Holt pretende establecer

la relación entre elti"X p'á"adultos y el de alevines A, obteniendo como tésis

que el número a" p..á-á".pr¿, a"t páriodo larvario es bastante independiente

de Ia cantidad iniciai ie lr.uas, situación que coincide con las comprobaciones

experimentales. La b;,; hipótesis del mtdelo, expresa la tasa de mortalidad

relativa de las larvas d" io'*u ti'ealmente dependiente de su número'

'# = p* qL(t), P,Q) o (3'5)

dondeelparámetropvieneadescribirla.tasademortalidadrelativadelaes-
pecie mientras que i "" "' 

término que indica tanto Ia depredación a que se

vensometidaslaslarvascomolaluchaentreellasporlacomida.Esinmedia-
to observar que, si ;r;;;* los valores de p y g constantes' el modelo que

obtenemos es de tipo logístico' No obstante' án-genetal' tanto p como q serán

funciones del tiempJ, á?p"n¿"r¿", por ejemplo, de si hay un aumento de Ia

temperatura o uu.iu .t-ádal de io, .íos. g.t eÁt" caso, la ecuación (3'5) que

aparece no es autónoma y, por tanto' no podemos utilizar métodos gráficos para

su estudio. sin embargo, analíticamente podemos resolverla ya que corresponde

a una ecuación tipo Blrnouilli. Imponemos para ello de forma natural una con-

dición inicial ,our" tu poulación de laryas i1t¡ = tr0. Hacemos.pues el cambio

de va¡iables , = L-l,iue transforma (3.5) en la ecuación lineal

7,=-(pz*q)

cuya solución viene dada por la expresión

z(t) =e-s(') (- lo'""'rldo, 
+ r(o))

donde S(¿) = [^'olira' 
y z(0) : * 

Sea ?' como hemos dicho' el tiempo

JO

transcurrido entre la eclosión del huávo y su transformación en alevín' Des-

haciendo el cambio e imponiendo tu 
"otulián 

L(T) = A' obtenemos' haciendo
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A
o
6 aPa--" - t+bP

P

Figura 3.14: Representación gráfrca de la función que describe el número de

a)evines a partir tanto de la población como del número de larvas.

operaciones, la expresión

. aLo
a-_" - 1 *bls' {;

es(r)

- ¿?es(,)q1s)ds

0

con (3.6)

Fbnción que representa el número de alevines teniendo en cuenta el tamaño ini-

cial de la población de larvas. De otra forma, si queremos relacionar el número

de alevines con el tamaño de Ia población adulta sólo tenemos que introducir un

nuevo parámetro a, que representa la tasa de fertilidad efectiva de Ia población

(número de huevos viables por individuo y año). La cantidad de larvas produ-

cidas resulta proporcional al tamaño de la población -Lo = aP Y, por tanto, la
ecuación

.4= -q-t + uF' (3'7)

con á : oo y 6= b, describe esa relación.
Las ecuaciones (3.6) y (3.7) ofrecen una relaciones hiperbólicas (ver figura

3.14). La influencia de los parámetros es tal que Ia curva correspondiente crece

rápidamente y después se estabiliza, de forma que Ia cantidad de alevines resulta

bastante independiente del súock de individuos fértiles. Obsérvese que si q > 0,

como resulta lógico de su significado real, entonces

aPas= *6Ps 6

y eu€, por ello, el número de alevines no puede superar ese valor que no de-

pende del número inicial de larvas producidas. La forma de la curva tiene un

importante efecto práctico pues mitiga parcialmente los efectos de una eventual
pesca masiva. La cantidad de alevines varía poco con P, si esta cantidad es

suficientemente elevada. Sólo en casos muy severos de mortalidad, debida, por
ejemplo, a un problema de contaminación, se llega a la zona con inclinación
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Figura 3.15: Etapas en el d'esa¡rollo de un pez' ciclo vitaJ'

fuerte de la curva y, entonces, tendríamos serios problemas paxa recuperar la

población.
Analicemos con algo miís de generalidad la situación planteada en Ia ecua-

ción (3.5). Sabemos qL, pu,u tZ ¡0,f1, la variación de larvas es una función

decreciente y ,rrpongrr* qu", en un iniervalo de tiempo t e l/,,ú2], se cumple

* a -ofi(ú), cor q > 0 (podría ocurrir, por ejemplo, que en ese intervalo

# ,i.rnoá-lol-'d"pruarao.es acrrdan a las zonas donde existan gran cantidad de

larvas). La desigualdad anterior implica, entonces' que

Posllclóx ADULTA

tncorpotación al

Dcprcd¡ción con!tant.

Alpv¡Nns
B.vcrton-Holt

1

L2 L(tr) L(tz)
dL1

Ta¡¡ dc fcrtilidad

HuBvos

F.rtilid.d cfcctiva

LeRv¡,s

< -q\tt::
Por tanto,

11
l$')'- wJ

o lo que es lo mismo,

Así, podemos deducir que la limitación- en el número de alevines es inver-

,u*"rrí"'p.oporcional tantá a la fuerza del periodo crítico durante el cual se

;;;;; ,irr, *ortunaul.ot'"'pondiente al término de depredación como al

término {, Que."pr"r"nlrde algún modo la aoraciil,ad de los peces depredado-

,"r. Br p.oárcto qat puede vaiiar fuertemente de un año a otro dependiendo

de las circunstancias ambientales'

L(tz) <
L(t')

Ti q^tf6¡

3.9.L De alevines a reclutas

Los peces van pasando de forma gradual del estado larvario al recluta, según Ia

estrúctura marcada en el gráfico 3'15'
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¿Cuáles son las leyes que regulan el paso entre las diferentes etapas?' Co-

rres'pondiendo a la figrrra- 3.1b y leyéndola recorriendo el ciclo en el sentido

de li agujas del reloj, describimos ahora el paso entre las diferentes fases de

crecimiento en la vida de un Pez'

1.Elnúmerodehuevos,Hu,esunafunciónproporcionalaltamañodela
población.LatasadefertilidadanospermiteexpresarHu=aP,siendo
P el tamaño de la población adulta de la especie en la zona objeto de

estudio.

2.Lacantidaddelarvas,portanto,tambiénsepuededescribircomouna
porción de la poblacián original. Ahora el factor de proporcionalidad

iecibe el nombre de tasa de fertilidad efectiva y tiene en cuenta la gran

cantidaddehuevosquesondevoradosantesdesueclosión.

3. Tras este periodo de tiempo, de longitud T, está universalmente aceptado

que la relación entre el número de la¡vas y la población de alevines se

a¡usta al modelo de Beverton-Holt, que ya conocemos y hemos analizado

en la sección anterior.

4. Hasta que los peces se convierten en reclutas (transcurrido un tiempo ?a'

desde que salieron del huevo), y pueden seguir al banco de peces-los

alevines no Io hacían-el término de depredación entre ellos es casi nulo'

Podemos considerar entonces que la mortalidad que Se genera proviene,

tan sólo, de factores ajenos a los individuosa. Esta situación es fácil de

representarconelproblemadevaloresinicialessiguiente:

dr :
d¿

r(0) =
r(T'-T) =

siendo ,4 el tamaño de Ia población de alevines y ,R la cantidad final de

éstos que se convierten en reclutas'

5. La última etapa consiste ya en la incorporación de los reclutas a la pobla-

ción adulta, pues ya son capaces de seguir al banco de peces'

La solución a esa ecuación diferencial viene dada por la expresión

r(t) =-pt*A
4Pensemos, por ejemplo, en una situación parecida a la que le ocurre a Peces como el

salmón: suben los ríos para desovar, allí se crían las larvas para volver al mar cuando Ya

son peces jóvenes capaces de soPortar el esfuerzo. La mortalidad de estos peces cuando

bajan las corrientes puede ser elevada, Pero la tasa que corresponde a la depredación puede

ser considerada constante

"encuentran" ).

-p
A
R

(esto es, los depredadores no acuden a buscarlos sino que se los
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Modelo de Brock-Riffenburgh3.10

R R= P
Rt

P
02t

Figura 3.16: Posici ones relativas entre la curva de reclutas en función de la

iíwr¡¿" y 1a recta de ésta. Los puntos de corte indican los valores máximos y
'mínimos 

viables para el desarrollo de la población'

xl2

Aplicando las condiciones iniciales a esa familia de soluciones y restando las

expresiones resultantes obtenemos

R= A-p(T'-T)
_

Luego,sisuponemosparalaetapaanteriorunasituaciónenlaqueesválidocon.
sideia¡ un modelo de Beverton-Holt, Ia curva de reclutamiento aparece descrita

mediante la ecuación

aL
P1--¿

l+bL
obien R- áP

-
1+ bP

(3.8)-c

Gráficamente si estudiamos ahora la posición relativa entre la curva .R, dada

por 3.8 y Ia recta R = P (figura 3.165),-observamos Ou.e nu¡den existir uno'

áos o .rirgrin punto de corte según los valores de la constante c' Estos valores

,"pr"r""ri" las cantidades mí.ri-*as y miíximas de soporte de la población ya

of" i"ai."" las cantidades de reclutas que irían renovando la población adulta

g",",u,'do Iuego los correspondientes modelos de tipo compensatorio o despen-

satorio.

3.10 Modelo de Brock-Riffenburgh

Algunas especies de peces, especialmente la familia clupeidae (anchoas, sardinas

y i.".rqr".) son característicos por moverse y vivir formando inmensos bancos

solo cuáles son los puntos que n aso-

Rz Y Rs.
sl,a clave de colores, en este caso' representa tan

cia.dos al corte de la recta B = P con las curvas 'R1'
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o cardúmeneso. Los biólogos suponen que las ventajas de este comportamiento

son fundamentalmente la facilidad en la búsqueda de comida, el entrenamiento

de los alevines, solución al problema del emparejamiento, técnicas de nouega-

ción más sencillas, etc. El modelo que vamos a seguir no recoge, en un primer

momento, ninguna de estas razones pero sí se deduce de él la protección frente la

depredoción qie, de hecho, estas especies obtienen de su comportamiento. Ve-

,u*or, pues, que se deduce una disminución progresiva en la tasa de mortalidad

, *"aiáu que-el banco de peces aumenta de tamaño (aunque quizá resulte un

poco contÁrio a lo intuiciin). Unestudio muy interesante de esta situación fue

ilerrado a cabo en 1g63 por Brock y Riffenburgh, [9], basándose en las siguientes

consideraciones:

1. Un depredador tiene un ranSo de detección finito (aproximadamente unos

60 meiros, dependiendo de factores como la calidad del agua, por ejemplo).

2. un depredador tiene apetito finito; una vez saciado, no continúa comiendo.

3. El número de depredadores es fijo'

4. La especie objeto de estudio no es el único alimento de los depredadores'

Si consideramos este caso obtendríamos un modelo bidimensional, que

estudiaremos más adelante. De este modo la hipótesis enunciada en tercer

lugar es más realistaya que no depende tanto de las reacciones habituales

entre el dePredador Y Ia Presa.

Ésta es la situación a modelizar. Supongamos, para comenza'r, que el banco

de peces adopta forma esférica. Sea r el número de individuos en la formación,

y-c'el radio medio de una esfera ocupada por un pez, entendiendo así que el

volumen del banco de peces se puede expresar como

v - !n"tr,
3

o Io que es Io mismo' 
v = !^n@rb)s,

3

esto es, el volumen que ocupa el cardumen lo asociamos a una esfera de radio
!

cfr3 .

Llamemos r al rango de detección visual del depredadorT. Un depredador

detecta pues al cardumen si se encuentra en Ia esfera de radio cxrl3 + r' Lla-

*ururno, a esta esfera, esfera uisuaP '

Volumen de la esfera visual = ln@xb + r)3
3

6En inglés, school'
7r vien-e a ser del orden de 60 metros en agua de mar clara ¡ ademiís, es esencialmente

independiente del tamaño del objetivo visual'
trb.to es, la región en la que ei depredador puede detectar la presencia del banco de peces'
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Modelo de Brock-Riffenburgh

r:rango detección dePredador

1

sf,§

L_ ,Radio medio del

3.10

r(¿)=Número de peces del banco en el instante Ú

Figura 3.t7: Banco de peces o cardumen y esfera de detección visual.

Laleyquedescribelavariacióndelapoblaciónr(ü),seenunciaconside-
rarA; qíe ü ¡¿sa de depredación es proporcional al volumen visual ocupado

;;;; ";¡"*.r. 
Srpon.*os' pues, que la tasa de mortandad de la especie es

proporcional al volumen visual del cardumen'

d'--kv=-*lnp#+)3.
á¿ - '-3

otra forma de escribir el modelo, para que las operaciones resulten más sencillas,

sería

fr = Old -- -cv(c2xl + 1)3 = -Ó(r)

siendo c¡ = ffr3 Y c2 = f,'
Estudiemos la tasá, dekortalidad relativa que se deduce de la ecuación an-

terior,

o(r):ry-|{t*"rrt)'.
Elegimos por ejemplo, cz = f, = 0'01e y cr.qe modo que o(c)' pueda considerarse

igual a la unidad priu ,,n á**o ¿e páutacian estabilizado en torno al valor

a = 108. De esta forma, podemos observar qué es lo que va ocurriendo a medida

ffiporquétenersentidorealyaquelosutilizaremossim-
olemente a título ao,,",p"otirro. En estl caso estoy suponiendo quc el radio medio ocupado

ilvJl;,;;r-;';;;;;¿"ñ parte del radio de detección del depredador'

r
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que aumenta el tamaño del cardumen. Haciendo una pequeña tabla

r 102 103 104 105 106 107 108

9\t
Z

6381.29 741.26 100 77.48 4.45 t.74 1

Luego la tasa de mortalidad relativa disminuye ostensiblemente a medida

que auáenta la población. O sea, el hecho de ir en formación es una buena

técnica de supervivencia ya que evita que Ia depredación sea mayor'

3.11 Ejercicios

1. supongamos el modelo logístico sometido a explotación con tasa de capturas

proporcional a la densidad de población

dr = ",(r- *)-0",
= Ío.

(a) Determina la solución c(t) de forma explícita'

(b) Comprueba, a partir de la forma de la solución,

Si qE S 7 4l(¡¡¡,-- r(t) =" (, - f;)
Si qE > ¡ 4 li¡¡r¿-,-z(t) = g.

(c) En este modelo, ¿cómo varía Ia tasa de capturas a medida que pasa el

tiempo?

2. Encuentra el tamaño de población que maximiza la tasa de capturas (cons-

tante) de forma que sea sostenible con la no extinción de Ia especie para una

población cuya crecimiento se ajusta a Ia ley de Gompertz

dzK
E = rclog-'

Asimismo esboza el comportamiento de la curva de esfuerzo-beneficio suponien-

do ahora, claro está, que la captura es proporcional a Ia densidad de población.

¿cuánto vale 8., valor crítico de esfuerzo asociado a una cat¡ístrofe?

3. Considera la ecuación logística modificada

9-r*ofu-9), o)0.
dú -'" \^ K)

Dibuja las curvas de crecimiento absoluto de Ia especie en función del valor del

parámetro a., aZ 1y discute cómo resultarían las correspondientes curvas de

esfuerzo-beneficio.

d¿

r(0)
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4. Analiza el modelo

*=,*(:-,) (,-;) ,dú \ro )

donde0lKo<K.
S.errufgrrro-r.*or,latasadecapturasconesfuerzoconstanteesmásrealista
,ir"r"pr""r"ntamediantelafunción h- qExP,con0 ( P <l' Estudiael efecto

á" .t"gi, esta expresión de la curvas de esfuerzo-beneficio'





Capítulo 4

Modelos dePredador-Presa

Hasta ahora hemos analizado la evolución de poblaciones sujetas a diversos fac-

tores.Sinembargo,muchasveces,nosepuedeanalizardeformaindependiente
el crecimiento de una determinada especie ya que su variación depende no sólo

á" fu.tor". "externos" sino de la eválución de una segunda especie' En este

capítulo, y también en eI próximo, consideraremos modelos que describen las

,iáu, a"' dos poblacior,", q'" aparecen) indefectiblemente' ligadas'

i", z(t) e g/(t) ellr*uno,'¿.nsidad de población o concentración de dos

urp""i", a"'"*irtlá.ius interactuantes. En general, el sistema que describe esta

siiuación corresponderá a uno del tipo

dr
d,
dy
d¿

f (r,v)
(4.1)

g(r,y)

Consideraremos tan solo el caso de sistemas autónomos, esto es tales que las

funciones / y s (qre describen el crecimiento de cada una de las especies) no

dependendeforma.*pti.itudeltiemposinodeltamañodecadapoblaciónen
un instante determinaáo de tiempo. por esta causa, el origen de coordenadas,

[r" "or."rponde 
a la ausencia de individuos de ambas especies, es siempre un

punto d.e equilibrio para ese sistema. Además, dada Ia expresión de (4'1), si en

un determinado instante una de las especies desaparece, la función que define

su crecimiento absoluto se anula'

Comoconsecuenciadelasafirmacionesqueacabamosderealizar,esobvia
la necesidad de imponer como hipótesis general para las funciones f y g, q'e

definen la interacción entre las especies, que satisfagan las condiciones

/(0, s) = o

g(o, o) : o

€
€

v
r

R+
R+

que ya engloban el hecho de que /(0,0) : g(0,0) = 0' 
"tt9 

ut'.las funciones

idénticamente nulas son soluciánes estacionarias de la ecuación (4'1)'

1
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A partir de este momento comenzaremos a utilizar determinados conceptos

(trayectorias, plano de fases, diagramas de flujo, puntos de equilibrio, estabili-

iad, soluciones estacionarius.. .) con Ios que ya hemos trabajado pero siempre a

purii. d" su carácter unidimensional. Resultará de vital importancia una buena

comprensión de la generalización de estas ideas para el caso bidimensional' De

este modo, antes de comenzar el análisis de las diferentes situaciones, aconse-

jamos el repaso de las secciones 1.3, 1.8 y 1.9.1, en el caso de que se presenten

problemas de índole concePtual.

4.L Un modelo clásico de Lotka-Volterra

A mediados de los años 20, inmediatamente después de Ia Primera Guerra IMun-

dial, el biólogo italiano Umberto D'Ancona, observó en el Mar Adriático-en

una comunidad dominada por dos especies) una presa y otra depredadora-

una alta densidad de la especie depredadoral con relación a la especie presa'

La situación se consideró sorprendente pues resultaba lógico pensar que, tras

la considerable disminución de la pesca a causa de la movilización de los pes-

cadores, ambas poblaciones aumentarían, al quedar eliminado un factor que

limitaba su crecimiento. La teoría de D'Ancona sólo mostraba este hecho pero

no explicaba porqué una menor tasa de explotación era más beneficiosa para los

depredadores que para Ias Presas.

Tras agotar todas las posibles causas de carácter biológico de este fenómeno,

consultó al matemático italiano Vito Volterra2, que había comenzado a estudiar

temas ecológicos y fue capaz deformular un modelo matemático para responder

a la pregunta formulada por D'Ancona.

El modelo lleva también el nombre del químico inglés Lotka que, por en

19253, llegó a un modelo análogo pero deducido a partir del estudio de cierta

reacción química en Ia que aparecía un comportamiento periódico en las con-

centraciones de los reactivos y los reactantes'

Pero pasemos ya a describir cuáles son las leyes que rigen esta situación y

cómo se traducen en ecuaciones matemáticas'

supongamos pues dos especies (cuyas densidades de población vienen deter-

minadas por r(ú) e y(t), respectivamente) que conviven en un mismo medio. La

especie rlt¡ ti.". una'fuente de alimentación por Ia que no compite y(ú), pero

en cambio ésta tiene a Í en su dieta. De esta forma, r(ú) representará el número

de presas en el instante ú, mientras que g(t) indica la cantidad de depredadores

en ese mismo momento. Consideremos las hipótesis miís simples que la lógica

ofrece en una primera visualización del problema'

1 De la clase Selóceos como los tiburones o Batoideos, rayas' etc'
2Matemático y físico italiano nacido en D'Ancona el 3 de mayo de 1860. Ocupó diversas

cátedras en las universidades de Pisa, Türín y Roma y realizó numerosos trabajos en el campo

áu i" t"o.i, funcional, cálculo infinitesimal, física matemática, mecánica racional y cuerpos

el¡ásticos. Sus últimos trabajos se centraron en el estudio de la evolución de especies que

interactúan.
3Podemos consultar la referencia [35]
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=aÍ bry

dry
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(4.2)

o Las presas, en ausencia de cualquier depredación (y=0)' evolucionan de

forma natural siguiendo un modeio continuo unidimensional' Supongamos

puesel"rrorrr,í"simpleposible(modelomalthusiano)enquecrecencon
iasa de crecimiento tál'ti'o constante e igual a a > 0'

r'(t) = ax(t)

oElefectodeladepredaciónsetraduceenlareduccióndedichatasade
crecimiento e", Joiito en una cantidad proporcional a la población de

depredadores en cada instante'

r'(t) -- ax(t) - ór(¿)Y(¿)

o En ausencia de presas (x=0), los depredadores mueren con tasa de mor-

tandad relativa constante c ) 0'

y'(t) = -cy(t)

oLacontribucióndelaspresasalatasadecrecimientorelativadelosde-
predadores es proporcional a la cantidad de presas en dicho momento'

a' (t) = - ca(t) + dt(t)Y (t)

En base a las hipótesis anteriores el modelo de Lotka-volterraa resultaría un

sistema de ecuaciones diferenciales autónomo del tipo

dr
dú
dy =-CV+
d¿

dondelosparámetrosa,b,cydsonconstantespositivas'Enesteyotroscontex-
tos, los sumandos ¿or¿"',putuce el producto e(r)y(t¡ pueden ser interpretados

á.ra" 
"f 

punto de vista de-l balance de energía como términos que representan

la conversión de la energía de una fuente a otra'

- bru equivale a la energía que se resta a las presas para dársela a los

dePredadores.

_Coneltérminodcyocurrelocontrario,estoesrepresentalaenergía
que obtienen los depredadores de las presas'

como se verá más adelante, este modelo presenta serios inco¡venientes' desde

el punto de vista de su aplicabiii¿a¿. sin embargo, a pesar de ello, recoge algunas

características y ciertos tipos de comportamiento que sirven de paradigma para

otros modelos más realistas'

4Volter.a recogió las hiPótesis Y conclusiones de cste modelo en un trabajo que aparece

referenciado como [38] Y que pasamo§ a continuación

análisis que venimos Planteando en toda la obra.
a desarrollar en función del esquema dc
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a

t
0

Figura 4.1: Órbitas par:a un modelo Lotka-Volterra asociadas a la ausencia de

una de las especies. El primer cuadrante es una región inva¡iante'

4.2 Análisis de dicho modelo

4.2.1 Soluciones triviales

Prescindiendo, de momento, de las condiciones iniciales del problema (c(0),

y(0)) intentaremos estudiar el comportamiento cualitativo de las posibles solu-

ciones. Las miís sencillas, que aparecen ademiís de forma inmediata, las obtene-

mos fijando la evolución de una de las especies y analizando el comportamiento

del sistema para Ia otra población.

o si suponemos que no están presentes individuos de ninguna de las dos

especies involucradas en el modelo, r(t) = a(t) = 0, , € IR, tendríamos,

pues, que la órbita de Ia solución trivial se reduce a un sólo punto: el

origen.

o Si suponen¡os que Ia población de presas se reduce a cero' c(t) : ¡, 
"1

sistema ligado al modelo se transforma en una ecuación lineal y corres-

ponde a un modelo de crecimiento de tipo exponencial decreciente, con lo

que y(t) - a(O)e-"t, ú € IR, siendo g(0) una constante mayor que cero que

indica el tamaño inicial de Ia población de depredadores. Lógicamente

de este resultado se deduce que, en ausencia de sustento, la población

de depredadores tienden a desaparecer. La trayectoria solución sobre el

plano de fases describiría el segmento situado sobre el eje de ordenadas,

recorrida con origen en el punto g(0) y hacia abajo, tendiendo a llegar al

origen.

o Si, por el contrario, estudiamos como evolucionaría el modelo en ausencia

de áepredadores, y(ú) = 0, observamos que la evolución de la población
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a

fl
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Figura4.2lComportamientodelasórbitasentornoaJorigenenelmode]ode
l,itd^-VoU"na cánsiderando a, b, c y d iguiles a Ia unidad'

depresasseajustaríaaunmodelomalthusianodecrecimiento'Osea'en
una situación del tipo depredador-presa, para y = 0, la población de Ia

especie que es objeto de la depredación tiende a aumentar' De este modo

iui rut"iot'"s, c(t) = r(O)eú jy(t) = 0' t €.lR' son la pareja de soluciones

a"f ,irt.r.,, difeiencial pl,,tá'¿t, siendo o(0) > 0 el tamaño inicial de la

población de presas. ia trayectoria recorrida sobre el plano de fases es

'rrru ."*irructa localizadu 
"riu 

u., sobre el eje de abscisas' :uy9 origen es

el punto r(0), y que se recorre en el sentido positivo de dicho eje'

Comovemos,lainterpretacióndeestassolucionesesmuysencilla.Las
órbitas correspondientes son, respectivamente' el origen de coordenadas' el eje

YyelejeX.Estastrayectoriasdelimitanelprimercuadrantedelsemiplano
ml, q"" es claramente ál dominio donde tienen sentido los valores de x e y

interpretándolo. .o*o 
"oncentración, 

densidad o número de individuos de una

población.Yaqueseverificaelteoremadeexistenciayunicidaddesolución
;; Ra, por cada punto de esa región tan sólo pasa una trayectoria con lo que

se tiene asegurado q,r" t"" órbitas de dos soluciones diferentes no pueden tener

ningún punto en común (el sistema (4'2) es de carácter autónomo) y' por tanto'

una vez dentro de esta región ya no se puede escapar de ella' Se dice pues que

la región IR| es invariante'

ilt
I ll
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'I

I
I
I

I

I

¡

I
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4.2.2 Puntos de equilibrio

Analizamos ahora los puntos de equilibrio del sistema (4.2). Estos puntos son,

como sabemos, aquéllos en los que la variación en la densidad de las poblaciones

es nula. Para calcularlos de un modo efectivo nos es suficiente considera¡ las

soluciones del sistema no lineal

(4.3)

Por tanto, los únicos puntos de equilibrio son el O = (0,0) y el P = (fr,t):
lr,y).

El siguiente paso, de forma habitual es un estudio del carácter de estos

puntos, basándonos para ello tanto en el análisis de los signos de las derivadas

alrededor de ellos como en el estudio de los autovalores de las matrices de los

sistemas lineales asociados (aplicando el teorema 1.7.1). De esta forma, somos

capaces de determinar cómo se comportan las órbitas asociadas al modelo (4.2)

para poblaciones iniciales que no coinciden con ninguno de los valores de equi-

librio.
Centrémonos, para comenzar, en el origen de coordenadas. El sistema lineal

asociado tiene la expresión

{
r(a-by) : 0,

y(dr-c) = 0.

y la matriz asociada
aÍL-

v': ) (;
0

-c )-cy

Ya que Ia matriz del sistema es diagonal, sus autovalores resultan a >' 0 y

-c < 0 y en consecuencia, según la clasificación realizada en el primer capítulo,

el origen es un nodo inestable (de hecho es un punto de silla).

sin recurrir al signo y carácter de los autovalores, podemos también "razo-

nar,, cuál es el recorrido de las órbitas alrededor de este punto y, a partir de

ahí, deducir su estabilidad o inestabilidad. Veamos, por tanto, el sentido de las

trayectorias del sistema linealizado alrededor del origen. De este modo, fijando

una situación inicial que parte de valores para 0 e 3t suficientemente pequeños

(cercanos al origen) se observa que r' ) 0 (esto es, la población de presas tiende

a aumentar), mientras que y' ( 0 (y, por tanto, la cantidad de depredadores

tiende a disminuir). Las trayectorias evolucionan, pues, hacia abajo y a la de-

recha como aparece recogido en Ia figura 4.2. De este modo, podemos deducir

la inestabilidad del origen: de hecho, podemos describir su condición de punto

de silla ya que hay trayectorias que "entran" y trayectorias que salen de dicho

punto.
Implícitamente seguimos haciendo uso del teorema de estabilidad lineal, más

sencillo que el de Hartman-Grobman, y que nos asegura que, salvo en el caso de

un centro, las trayectorias del sistema original se comportan cualitativamente

en torno al punto de equilibrio inicial de Ia misma forma que las trayectorias del

sistema linealizado lo hacen alrededor del origen de coordenadas. En nuestra

situación, y para el origen de coordenadas, ambos puntos de equilibrio coinciden'



131
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unas nuevas ecuaciones

de análisis

modelo de Lotka-Volterradel

du

dú
du

d¿

Nadanosimpideseguirutilizandoesteresultadoparaestudiarelcarácter
del otro punto de equilibrio P' Para empezar' es sencillo caer eu la cuenta de

que al realizar el cambio de variables

u=r
a=a

c

á
a

b

buu

+ duu

(4.4)

(4.5)

enelsistema(4.2)parasituarelorigendecoordenadasenelpuntoP'obtenemos

-u3,

01"

de forma que, ahora, el estado de equilibrio aparece asociado- aI valor (0' 0)

Linealizamos et sistema anterior' siendo ahora la matriz de coeficientes

-b3
0

0

di

Losautovaloresdeesamatrizseobtienencomosolucionesdelpolinomiode
,"J;"-;;á"" it* r.lo,-v ,"sultan deJorma evidente los valores complejos

^ 
= +.{ac i. No..tu'nát"puut tn las hipótesis adecuadas para deducir' a

partir del teorema f.i.i ; del teo.e-a de estabilidad lineal, el carácter del

punto de equilibrio piu.ru vez deshecha la traslación que indica el cambio de

variables (4.4).

¿Qué hacemos entonces para deducir el comPor"**:^L:1as órbitas del

modelo para tamaño. i'i;i-'l"t no triviales?' Tenemos que recurrir a otro tipo

4.3 Soluciones no estacionarias del modelo de

Lotka-Volterra

VamosademostrarquelasórbitasalrededordePsonlíneascerradas(asociada
asolucionesperiódicas)quelorodean,recorriéndoseensentidocontrarioalas
agujas del reloj.

Existenvariosprocedimientosquenosllevaríanadeduciresteresultadoy
describir "t "ornpo,tu*iunto 

indicado' El que vamos a examinar se basa en

reducirelsistemaau.u",,,.io"esdiferenciales(do.,defeslavali,ableindepen-
dienteyfieysonlasvariablesdependientes)aunaúnicaecuaciónenlaquey
es una variable qr" t,n'oio á"p"t'¿" de foráa explícita de r.. -L1 

curvas 9(r)'

solucionesdeesta".,uti*,u""d'á"asociadasalasórbitasdelsistemaydesu
representacion gránca;"á-*ir"*o. Ias condiciones que antes hemos enunciado.
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4

,

I

0

01234

Figura 4.3: Superficie tridimensional, y curvas de nivel asociadas a ésta, defrnida

a partir de las soluci ones del sistema de Lotl<a-Yolterta considerando a, b, c y d
igudes a la unidad.

Si dividimos,pues, la segunda ecuación del sistema (4.2) por la primera, para

eliminar la dependencia temporal, obtenemos la ecuación diferencial

dy y(dr - c)

ar= 4"-u¡'
Esta ecuación es de variables separables y puede integrarse de forma inme-

diata.
by-alogy-dx-clogr*C

Y, por tanto, tomando base exponencial en dicha expresión

Yo r" -^c-¡tñ"*=t 
:L/

Esta familia uniparamétrica representará, como ya hemos dicho, todas las órbitas

del sistema (4.2).
Puede probarse que estas curvas son líneas cerradas en el plano de fases para

cualquier valor de la constante C de forma bastante intuitiva: son curvas de nivel

alrededor del punto P (donde se anulan las derivadas parciales de primer orden

y, en consecuencia, se sitúa un extremo relativo) para la superficie tridimensional
z : r"yae-(dz*bv) , tal y como aparece representado en la gráfica de la izquierda

de la figura 4.3. La de la derecha, por el contrario representa diferentes cortes

de esta superficie con valores de z constante. Esto es, Ias soluciones del sistema

diferencial asociado al modelo de Lotka-Volterra corresponden a las curvas en

lasque 2=0.
En las figuras 4.4 y 4.5 podemos observar con detalle las curvas que dibujan

las soluciones ligadas a determinadas condiciones iniciales. En la primera de

ellas aparece algunas de las órbitas representadas en el correspondiente plano

de fases. En la segunda, se analizan dichas soluciones pero en función de su

dependencia temporal. No obstante, las órbitas de 4.4 son las asociadas a las

curvas de 4.5, siendo Ia m¿ís interna la ligada a Ia de menor amplitud y así

sucesivamente.

a

r
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a

*: *(hr) = a-ba,

t

Figura4,4:Diagramadefasesasociadoaunmode]oclasicodeLotka-Vo]terra
colns;derando o,,-b, c y d iguales a la unidad'

4.4 Algunas conclusiones interesantes

Comoyahemosdicho,laamplitudylafrecuenciadelasoscilacionesanteriores
dependen de tas condiciones'iniciales. sin embargo, veamos cómo los valores

mediosdelaspoblacio,,es,encadaperiodo?'coinciderrconlas.poblacionesque
ofrece el estado de equilibrio no nulá del sistema. En efecto, se tiene Ia expresión

de cuya integración resulta

fTr'- i /^\ 
¡T

l, T" = lnr(?) - lnc(0) = ar - b 
Jo 

u(t)dt'

Teniendo ahora en cuenta que la solución es periódica de periodo ? (depen-

diente de los datos iniciales), esto es, r(T) = r(0), entonces

i l,"av'=1=s'
De forma totalmente análoga puede probarse que el valor medio de la po-

blación de presas .oi".iá".on iu cantidaá que ofrece el estado de equilibrio'

.nT

iI"',no,=l--n
En consecuencia, aunque las poblaciones no se sitúen en un estado de equi

librio, los valores de r e g tiu'"" importancia como valores medios de tamaño

de población.

i
t,

,,¡'/-:-\,/ ."
'l
.\

\--t;-z
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2 n(t)

a(t)

r(¿)

v(t)
t

1.5 r(t)

v(t)

t

1

2

0.25

1

t

(a) c(0) = 1, e(0) = 1.5

(c) r(0) - 0.2s, y(0) = 2

(b) c(o) - t, y(0) =2

r(t)=y(t)=7

(d) c(o) - 1, y(0) = 1

t

Figura 4.5: Carácter periódico de las trayectotias asociadas a la solución de un

*ód"lo de Lotka-Volterra para distintos tama.ños iniciiles de población' consi-

derando a, b, c y d igudes a la unidad.

4.4.1 Crítica aI modelo de Lotka-Volterra

Este modelo cliísico de Lotka-Volterra constituye un esquema simple para des-

cribir Ia interacción de dos poblaciones que siguen un comportamiento del tipo

depredador-presa, dando lugar a comportamientos de carácter oscilatorio en las

poblaciones.

En primera instancia, este fenómeno paxece totalmente lógico pues si la po-

blación de presas crece, se fomenta el crecimiento de los depredadores, mientras

que con un mayor número de éstos últimos la cantidad de presas disminuye'

Óonsecuentemente, si hay menos alimento para los depredadores, su población

tiende a decrecer pero cuando ésta es lo suficientemente pequeña las presas no

se ven tan mermadas en número debido al término de depredación y, por tanto,

su población tiende a aumentar. Y el ciclo comienza de nuevo. Estos compor-

taÁientos cíclicos están ampliamente difundidos y reconocidos en muy diversas

situaciones del mundo real.

En realidad, este tipo de modelos es de escaso valor para representar po-

blaciones reales en sus aspectos cuantitativos, debido al carácter exponencial

del crecimiento que afectaría a ambas especies a no ser por la interacción de

sus existencias. Sin embargo, a pesar de esta dificultad suele utilizarse para

predecir posibles comportamientos y/o peligros para las especies, en un aspecto

puramente cualitativo.

1

TI
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4.5. Apl icación de la solución

4.5 Aplicación de la solución

Después del análisis general de este 
-*"-d."t: 

y una vez entendida la supuesta

contradicción que se u'",,á p'oá'ciendo, Volte;ra propuso las siguientes conclu-

siones para explicar el fenómeno concreto que ocurría en el mar Adriático'

Paraempezar,veamosquéocurresisometemosunmodeloclásicodepredador-
presa, como éste, a ,ld;ib" de la explotación' Esta situación' considerando

pesca de arrastre_proi"..rára al número de individuos presentes, reduce Ia ta-

sa de crecimiento tanlo de las presas como los depredadores. De este modo, se

pasaría de un valor o a una tasa efectiva menor' o- k' siendo k la constante de

proporcionalidad asoÁáu, ru pesca de la especie presa. Asimismo, se produce

unaumentoenlatasadedecrecimientodelosdepredadores'esdecir,sepasa
de c a una constantu *ávor, c + h, siendo h er factor de proporcionalidad co-

rrespondiente a Ia explotáción externa que sufre la población de depredadores'

No obstante, ul *e.,ás en lo que se refiere a la pesca' Ias tasas restantes' que

,"É"1r" i, rrieracción entre las dos especies,b y d, no varían.

dr

w
dú

= (a-k)r

= -(c + h)y

bra

dra

La población media de presas para cualquier pareja de datos^iniciales pa-

sa, según lo visto ur, 
"t 'p*t'do 

anterior' á t"nét un valor d" # mientras

que la cantidad media de depredadores resulta ahora de f '. Ret"t'iendo' y

paradójicamente, conlj;á disminuye la presencia media de Ia especie de-

predadora, mientras qrr" u'*"*u ta de la potlación media de presas' Cuando

áir*irrry"'o cesa la pesca el efecto es el contrario'

Este principio (conocido como principio d'e Voltena)' obtenido a partir del

propio modelo, parece poner en iul' 9" 
juicio la validez del mismo' ya que

resulta claramente .o,,,iJit'o'io' De hecho' aunque el modelo es imperfecto'

esta consecuencia, q,,e se deriva de él coincide con los datos manejados por

D'Ancona, y los explican en buena parte'

Dejandoaunladoestareferenciaaltemadelaregulaciónentredistintas
especies de peces ,ornáiaut ' 

explotación' debemos indicar que es posible aplicar

este principio r"tu"io,unáá, por e¡emplo, la interacción entre insectos (que harían

el mismo pápel que ñ;á p'á'*i' pájaros (sus depredadores.naturales' que

dependen de los primá-', prr, *U*íiri..l y los insecticidas (asociado a la pesca'

un efecto negativo .olr" u*U* especiesj. La comparación es válida ya que, de

hecho,lamayoríadelosinsecticidassoninespecíficos,actúandelamismaforma
sobre cualquier especie animal, Y, Por tantt' no sólo deterioran Ia población

de insectos que plagan las plantas, sino que también afectan a sus enemigos

naturales, los Pájaros'
Trasladandoaestasituaciónlaconclusiónalaquellegamosantes,sededuce

que, de la utilización de insecticidas para proteger un cultivo determinado' se

observa como' a *"d;;;;, ut'-et'ta et número de insectos que causan la plaga
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mientras que disminuye el de los pájaros. Esto es, provocamos exactamente el

efecto contrario al que buscábamos.
En [8] podemos encontrar la descripción de otros fenómenos que se solucio-

nan a partir de razonamientos análogos a los que venimos realizando.

4.6 Un modelo depredador-presa más general

A continuación veamos cómo, en modelos algo miís realistas que el recogido en

el sistema (4.2),la aparición de ciclos límites, y en consecuencia de trayectorias
periódicas, es un fenómeno bastante común. Como hemos dicho, uno de los

aspectos que hacen que el modelo cl¿ísico de Lotka-Volterra se adapte poco a
la realidad es que, en ausencia de depredación, el número de presas crecería de

forma indefinida. Para tratar de estudiar modelos mrís plausibles es necesario

considerar funciones .f y g que barajen otras hipótesis.

Para empezar, la función / deben incluir términos que garanticen la existen-

cia de una capacidad de soporte máxima del medio. Esta circunstancia aparece,

como sabemos, en la ley de crecimiento logística. Adem¡ás ha de indicarse tam-
bién Ia depredación sobre esa especie, indicando respuesta del depredador a la
variación de las presas.

La ecuación relativa a los depredadores también debería ajustarse m¿ís a Ia
realidad que la ofrecida por el modelo (L-V) cl¡ísico. De este modo, en lugar
de considerar la función lineal g(r, u) : -d * cr, es bastante miís lógico tomar
funciones que presenten cierto grado de saturación limitado por el número de

presas.

De este modo, un sistema generalizado debe ajustarse a una expresión del

tipo
(d*
la¿

l#
(4.6)

donde las expresiones asociadas a las funciones F1(c, A) y Fz(r,y) aparecen

recogidas en la figura 4.65.

Para ilustrar un ejemplo y estudiar cómo se ven alteradas las soluciones con

respecto a las ya conocidas para el modelo clásico, consideremos

Ax
Fr(x,u) r*B'

' (r - #) - uFt(r,a),

aFz(r,y),

Fz(t,a) -hy
r(s

)
Veamos cuáles son las bases ecológicas en las que fundamentamos esta elección.

Para empezar una exigencia inmediata que podemos hacer sobre el término

5En el capítulo "Plant-herbivore systems", contenido en la referencia [31] se utilizan mode-

los generalizados del tipo depredador-presa para describir la interacción de especies correspon-

dientes a diferentes cadenas tróficas. Es interesante observar como la clasificación que realiza

utiliza e interpreta prácticamente todas las funciones recogidas en la figura 4.6.
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Fy(r,y) = ax
fi(r,v) = A

Fr(c,y) = #
Fr(r,g) =A(1 -e-"')

Fr(x,A) = A(l - e-"'v'-' )

Fr(r,Y) = #
F{t,Y)=A(1 -e-""v'-')

Lotka-Volterra
Ft y Fz relacionados linealmente

Logístico, soporte ligado al alimento

Fz@,y)=-b+Pr
Fz@,a)- -b*|Fr(*,a)
Fz(r,y)=, (, - f)

Figura4.6:F\rncionesasociadasaunmodelodeLotka-Volterrageneralizado'

dedepredaci¿nFr(r)esqueesindependientedelacantidaddedepredadores
p*r""r"y,deforma'rr,aoguacomolohacíamosenelmodelodeLudwig'

1.Siu=0,eItamañodelapoblacióndepresasfueracero,elvalorasociado
a ese término du-i"te'utción tendría q" t"t también cero' F1 (r'y) =
Fr(r) = 0'

2. En esta expresión, tiene que estar presente de algún modo cierto grado

de saturación, el-ápetito á l" 
"upu"1dad 

de depredación es limitada aun

cuando huyu uu,rrrá"ncia de presas. Esta hipótesis no ha sido considerada

en absoluto 
"n "i-*oá"to 

de Lotka-Volterra estudiado, ya que suponíamos

implícitamente que el opetito de los depredadores era ilimitado'

Naturalmente,existeninfinidaddefuncionesFl(r)conesascaracterísticas,
,urrqr" las mrís utilizadas para describir este fenómeno son del tipo

E(c) = #, .g-u r, A(1- e-"'), (4'7)

cuya representación grrí'fica apat^ec9-"" la figura 4'7'

De este modo, Ia ácuación referida a la variación de presas quedaría descrita

por una exPresión del tiPo

/ tr Au
r'=rn(.1-Xl-y;+B

Lotka-Volterra no saturada

Tasa de ataque constante

Holling tipo II, para invertebrados

Función de Holling.
Holling tipo II, para invertebrados

Función de Ivlev.
Holling tipo II, para invertebrados

F\rnción de Watt.

Holling tiPo III, Para vertebrados

Holling tiPo III, Para vertebrados

F\nción de Watt.
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R R R

r r r

Figura 4.7: Curvas de interacción entre depredadores y presa para una genera-

lización de un modelo de Lotka-Volterra.

utilizando la primera de las formas posibles para el término de interacción.

En lo que se refiere a F2(x,3r), una posibilidad sería suponer que los depre-

dadores tienen una tasa de crecimiento absoluta ajustada a una ley logística

pero en la que la capacidad de soporte máxima es dependiente de la ca¡rtidad

de alimento, esto es, aparecerían expresiones del tipo

s@,y)=r(t--q-). (4.8)
\ rlh)'

donde h y k son constantes positivas. La ecuación del término que describe la

variación de la población de depredadores, con esta hipótesis, quedaría

-hyl-- Í )

donde r, K , k, D, s y h son valores constantes, cada una de ellos con el signifi-

cado físico ya señalado.

4.7 Simplificación del modelo: adimensionaliza-
ción de las ecuaciones

Con objeto de reducir el número de parámetros que aparecen en (4.9) es conve-

niente realizar una adimensionalización de las ecuaciones. Para ello utilizaremos

el mismo tipo de argumentos que describimos en el modelo de Ludwig. Esto

es posible, por ejemplo, relacionando las variables con la constante K, que re-

presenta Ia capacidad de soporte máxima para las presas en la circunstancia de

que el medio esté libre de depredadores. De esta forma tenemos

lI(l =[r] =[B]

y'="a(

Así pues, el modelo generalizado que abordaremos en detalle se describe con

una expresión del tipo

I * = '("('-t.)-#. )'
1 g, = u, (r- ,r\ . 

(4'e)

l d¿ '"\^ x)'

l.-



lyltal = WA)=t''l =H+[Al =ffi
Si observamos que

tr'l =H=[r][r] -t"l =ü

y eue, por otro lado, se verifica de igual forma que

lnY.)=1 
<+ tht = Hi

resulta natural definir las nuevas variables' ya sin dimensión' como

r -- rt, u(i = *' uQ) =U

Haciendoelcambioenlasecuacionesdelsistema(4.9),yhaciendooperacio-
nes,podemosllegaradefinirtresnuevasconstantes,tambiénadimensionaliza-
das:
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y, también,

k
w- , tnr

El sistema en estas nuevas variables se escribiría como

( d" = uÍ_u\_ry_ = F(u,u)
I ,t" ''/ u -t d (4.10)

lj; = ,(,-l) =G(u,a)

Conloscambiosefectuados,sereducedeseisatreselnúmerodeparámetros.

4.8 Soluciones asociadas a un modelo generali-

zado

4.8.I.Estabilidaddelospuntosdeequilibrio
Los estados estacionarios se obtienen' como siempre' resolviendo el sistema de

ecuaciones

{

sb--:,r

F(u,a) =
G(u,u) =

Dd=K

0

0

De la resolución de este sistema se deduce que
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U

F:0

u= (1-u)(u+d)
u:u

G=0

=Q

Qz Qo Qt

Figura 4.8: Puntos de equilibrio y análisis de los signos de Ias funciones t y g
para el modelo 4.70.

o

F'<0
G>0

u

(u=
F=o (+ Ila =(

G=0 <+

0

(1-u)(u+d)
a
u=0
a=u

Recogiendo todos los casos posibles se pueden distinguir cuatro situaciones

diferentes.

1. Siu = 0yo = 0, entoncesQo = (0,0) eselprimerpuntodeequilibrioque
encontramos para el sistema (4.10).

2. Si u : 0 y o = u, volvemos a obtener el mismo punto.

3. Si u : G=l@ y u: O, entonces se obtienen como puntos de equilibrio
del sistema el Q1 : (1,0) y el Qz - (-d,0).

4' si 
1) = f1=+-t4)
7) = u 

""0" 
,* u.rr"i¿r, de segundo::,]igualando ambas expresiones y resolvi

que se plantea, se obtiene los puntos P1 = (u1,ú) y Pz = (uz,Z2) con

(t-a-ü+tFa-W+qd
2

(t-a-d)-JG-a=W+ad
2

Ut

UZ

F_

F<0
G<0

F>0
G>0
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ZonaT

Zona2 ZonaS

Qo Qt u

Figura4.9:An¿ilisisde]adirecciónyelsentidodelflujopatacadaunade]as
,Áu qr" aparecen detimitadas sobrc la figura anterior'

Luego aparecen cuatro puntos estaciona¡ios, de los que se sitúan uno Qs

sobre el origen de coordenaáas;dos de ellos Qty Qz sobre el:je t' = 0; Pr en el

;r*", cuaárante; y p2 en el tercero. Desc¿rtamos a Qz Y a Pz porque' aunque

i.srrltu, puntos a" 
"qi 

itiurio en un sentido puramente matemático, no tienen

ningún significado en nuestra interpretación del problema' A efectos prácticos,

el único punto de .q"iriu.io del sistema (a.10) que se encuentra localizado en el

primer cuadrante Y Que, por tanto corresponde a situaciones de interés, resulta

;;F; I (rr,¿r)"(i p"rti, a" ahora notaremos u = ut v' por tanto' P1 =

(¿, ¿)). Mientras que óo y Qr no son sino situaciones límites que se producirían

cuandonohaydepredadoresy'enconsecuencia,eltamañodelapoblaciónde
presas evoluciona sin estar üiado a ninguna otra especie' según un modelo de

crecimiento logístico.

¿Quéestáocurriendodesdeunpuntodevistageométrico?.Lascorrespon-
dientes intersecciones entre las curvas que aparecen en la figura 4.8 representan

los puntos de equilibrio antes descritos. iógicamente nos centraremos en el

priÁer cuadrante por ser éste nuestro campo de acción'

Pero, ¿qué movimiento describe una partícula situada inicialmente en una

posición cualquiera á"1- pri-"t cuadrante?. Interesa para ello representar el

flujo deeste sistema o,'lo que es lo mismo' el campo de velocidades' Para

hacerlodeformametódica,estudiamosprimeroelsentidodelalolargode
Ias rectas y Ia parábolá qu" a"r"r*inan Iás puntos de equilibrio, para después

centrarnos en cada una dá las regiones qr" ron delimitadas por estas curvas. EI

resultado aparece r""osia;"" la"figura 4.g, según las circunstancias recogidas

en la tabla 4.10.

Luego parece que las trayectorias se mueven en torno al punto de equilibrio

u

6

Zonal

5

ZonaS

Zona 4
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Src¡.¡o oe F(u,u) Srct¡o DE G(',ura) u u

ZoN¡. 1 FI U,U <0 G '.u,u) > 0 decrece CTECE

ZoN¡ 2 FI U,U, <0 G ,U,U <0 decrece decrece

ZoN¡ 3 F(u,a', >0 GI üru t<0 CTECC decrece

ZoN¡ 4 F(u, u) > 0 G(u,u t>0 CTECC crece

ZoN.q 5 F( u,u) = 0 G u,u) > 0 0 crece

ZoNe 6 F( .ura -0 G U,U <0 0 decrece

ZoN¡ 7 FI U,U >0 G ,u,u) = 6 crece 0

ZoNa 8 FI ura, <0 G U,U =Q decrece 0

Figura 4.10: Casos posibles en Ia determinación del sentido del fluio en eI siste-

ma (4.10).

Pr, aunque no tenemos determinado en absoluto de que forma lo hace (podría

ser espirales que se acercan o se alejan del punto o, simplemente, trayectorias

cerradas que giran a su alrededor). Nuestro objetivo en lo que sigue será de-

terminar el tipo y la estabilidad tanto de éste como del resto de Ios puntos de

equilibrio a que nos referíamos anteriormente.

Estabilidad de Qo y Qt

Imaginando partículas que, inicialmente, aparecen situadas en el eje ü : 0,

bastá observar el sistema (4.10) para darse cuenta de que estos puntos resultan

ser singularidades del sistema y, en consecuencia, las ecuaciones, simplemente,

no están definidas para esos valores. A pesar de ello, el estudio que se realiza es

puramente formal y, por tanto, las entenderemos como caso límite. Así, aunque

Ias flechas dibujadas en la figura 4.9, no tengan del todo sentido, podemos

deducir que Ias trayectorias siguen una línea recta que se dirige hacia el origen

de coordenadas. Por otro lado, observamos el sentido de las trayectorias de las

partículas inicialmente localizadas cerca del origen (ver figura 4.9), Io que nos

permite asegurar la inestabilidad del nodo Qz. Más aún, en un sentido gráfico,

debido a que se distinguen tanto órbitas que entran en el punto como otras que

salen de é1, podemos reconocer Qs como un punto de silla'

Si nos centramos ahora en estudiar Ia evolución de partículas que inician

su movimiento desde puntos localizados sobre el eje u : 0 es fácil deducir la

inestabilidad del punto 8r (se trataría nuevamente de un punto de silla) ya que

aunque sobre dicha recta parece que todas las órbitas ttentran" en el punto, nos

basta situarnos en un punto de partida bajo la parábola y por debajo de la

bisectriz del primer cuadrante (ver figura 4.9) para encontrar trayectorias que

se alejan de é1.
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Estabilidad de Pr

para terminar, sólo nos queda determinar el comportamiento de las trayectorias

alrededor de Pr. Por métodos gráficos no podemos precisar más de lo que ya

lo hemos hecho: esto es, que las órbitas "giran", en algún sentido' en torno a

dichopunto.Recurrimosentoncesaprocedimientosdetipoanalítico.
El estudio lineal de la estabilidaá se efectúa a través de los autovalores de

la matriz jacobiana del sistema, evaluada en A. Tenemos que exigir que los

autovalores que aparezcan tengan parte real no nula para estar en las hipótesis

del teorema 1.7.1 y, equiparar áe forma cualitativa el comportamiento de las tra-

V".ári* en torno al ori!.n en el caso lineal con el comportamiento en el caso no

íi.reul. Si además la parie real de los autovalores es negativa podemos asegurar

la estabilidad de dicho punto de equilibrio. En cualquier caso, las órbitas serían

espirales que se u."."un a Pr (estables) o se alejan de él (inestables)'

Unacondiciónalgebraicaqueresumeestacondición,dadaunamatrizA
cuadrada y de ordenáos cualquiera, es exigir oue 

"r(,a) 
<0 y det(A) > 0' Rn

el caso en que tratamos, 
"onriduru*os 

como matriz del sistema linealizado Ia

jacobiana del sistema (4.10)'

( #(r,r) ffi{t,,a) \ - / " (-=* - r) #f \r\u'u)=\ffi{a,a) 
ffi(a,a) /-\ b -b )

Eimponiendoquehadesatisfacerselacondiciónanteriordeducimoslas
desigualdades 

_l aít \
'(.cfu-') 'u'

1+ >0.
au'

6W
Esta segunda desigualdad, dado que Ios parámetros a f I yn siempre po-

sitivos, se cumple sieáp.e. Reducimos entonces el análisis de la estabilidad o

inestabilidad del punto'& a la verificación de la primera desigualdad' No olvi-

demosladependenciade¿dea,byd'Deestemodo'ladesigualdadencuestión
pr"a" ."t escrita en la forma h(a,d) - b < 0, siendo

/ afi, ,\h(a,d):"(GTAz-1l

Esta expresión no es sino el interior del recinto limitado por Ia superficie de

ecuación h(a,d,) = A y fot-piunos coordenados' en el espacio de parámetros adb'

Para la representación gráfica de esta superficie, utilizamos Ia expresión (4'11),

y escribimos la función de la forma

¡-u\2
ah(a,d)

T',,-r,)-f¿t=
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b

Inestable

b: lla
S=2o

1

Figura 4. 1 1 : Dominio de los patámetros que determina la inestabilidad del punto

de equilibrio Pt.

d

I 
- ^,=' *t(1-ú)-(a+a¡¡=
o t'

= t - ¿1r 
-2ú- d)

o'

o bien, gracias a la expresión analítica del valor de equilibrio ü, la función que

limita Ia superficie en el plano de los pariámetros viene dada por

h(a,d) = (a - (1-r- + 4d)
(1+a+d- +

2a

En la figura 4.11 se ofrece la representación gráfica de esta superficie tridi-
mensional. Lógicamente, nos centraremos sólo en valores de los parámetros a,

á y d positivos. Para dibujarla, iremos considerando los cortes con cada uno de

Ios planos d, = O y ó = 0 (teniendo en cuenta que los argumentos de las raíces

cuadradas sólo pueden ser números positivos). En consecuencia, la curva de

intersección con el plano d = 0 resulta

1 si0<a<l
si1(a

y denotando d: d^(a) la de corte con Ó: 0 resultaría

a (l-a-d* +4d + d*(a) - d.lto: Jd'¿ + 4a - (1 + a)

Se trata pues de una función monótona creciente y acotada, que se aproxima de

forma asintótica a la recta d = 1.

Para las intersecciones con cada uno de los planos a = cte, conseguimos

los cortes marcados en la figura 4.11. Así, los puntos situados en el interior

de cada una de estas curvas generan puntos de equilibrio de carácter inestable.

-a-

( z"-
bla=o = { t

[;

,l

I



4.8. Soluciones asociadas a un modelo generalizado 145

Qz Qo Qt
u

Figura 4.L2: Buscamo§ una región inva¡iante que me permita aseguraf, Ia exjs-

tencia de un ciclo Límite.

por tanto, si estamos por encima de Ia superficie h(a,d), podemos asegurar

Ia estabilidad del puntá de equilibrio Pr. En consecuencia, las líneas de flujo

J"fi.r.r, una espiral, o foco, estáble en torno al punto estacionario, produciéndose

el fenómeno inverso en otro caso'

si, en una situación de estabilidad, someto el sistema depredador-presa a

pesca (de arrastre, que merma tanto Ia población de presas como la de depre-

irdor".), pasamos a suponer valores tanto de ü como u bastante más pequeños'

po, otrá'plrte, como las trayectorias son espirales estables tendemos a volver a

la situacián anterior, a no ser que atravesemos alguna de las líneas límite y, por

tanto, cambia el carácter cualitativo de la solución'

4,8.2 Comportamiento asintótico del sistema en caso de

inestabilidad

¿Quéocurre,porelcontrario,siPresinestable?¿Haciadóndeevolucionanlas
ffiectorias? Sabemos, gracias al teorema 1'9'7, que en un sistema de ecuaciones

diferenciales las órbitas han de

. acercarse hacia un Punto fijo,

o evolucionar hacia un ciclo límite estable' o bien

. escaparse hacia el infinito'

EstaúltimasituaciónnoesváIidaennuestrocaso'puestoqueunrectángulo
cualquiera de lados pu.ufufot a Io" u¡e' (como el que aparece representado en

i;;;rr 4.12) es una región invariante enel sentido que definimos antes y, por

tanto, las órbitas qr";;;;; como punto de partida algún valor de este recinto

;;;;;;;* han de permanecer siempre en su interior'
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u

u

Figura 4.13: Recinto definitivo que permite deducir la existencia de una soJu-

cián periódica (ciclo límite) para ualores de los panámetros que detetminen la

inestabilidad de P1.

Por otro lado, como no hay en ese cuadrante (excluidos Ios ejes de coor-

denadas) más punto fijo que el P1, trataremos de demostrar la existencia de

ciclos líÁite. .itubl"r. El teorema 1.9.7 nos reduce la prueba a investigar si

existe algún recinto del plano uu tal que todas las trayectorias que pasan por

Ios puntos de esa región apuntan hacia su interior'

Como regla genérica para este tipo de sistemas es conveniente trazar las

líneas de campo sobre las curvas que hacen que # = 0 y # = 0, o lo que es

lo mismo, mirando Ia ecuación (4.10), F(u,a) --0 y G(u,u) :0' Si el sistema

no es muy complejo suele resultar relativamente fácil construir una poligonal

cerrada con las características deseadas.

Comenzamos tomando como base el rectángulo dibujado anteriormente en la

figura 4.12. Con él demostramos que las trayectorias no pueden escaparse hacia

uiirrfinito pero no nos sirve para demostrar la existencia de un ciclo estable,

pues aunque el origen sea un nodo inestable hay órbitas que entran en el punto

y, por tanto, no podríamos eliminar este punto como atractor de las soluciones.

Para evitar esta posibilidad, la primera idea a la que recurrimos eS maxcar un

rectángulo dentro del anterior que no contenga a los ejes. A pesar de ello, hay

aún urifragmento de su frontera donde las líneas de campo no apuntan al interior

del recinto. Esto no ocurre, sin embargo, con el área limitada por la poligonal

ABCDEA marcada en la figura 4.13, y construida modifrcando el rectángulo

anterior, eligiendo sobre el lado superior un punto ,E de modo que el flujo en él

se dirija hacia el punto A, que resulta del corte de la parábola F(u, u) : 0 y el

segmento que limita el flanco izquierdo del recinto. De este modo, teniendo en

cuenta las direcciones del flujo, que éste varía de forma continua y G(u, u) es

una función decreciente en la variable u.

Dentro de una región de este tipo podemos ya asegurar la evolución de las

órbitas del sistema hacia un ciclo periódico estable. Así, cualquier rama que
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4.8 Soluciones asociadas a

i=a(L-rl-rC"folL.o¡

¿=ls(t-*)

(0.1, 0.1)

Figura4.14:Comportamientodelasórbitasentornoalciclo]ímiteenunmodelo
di tot*a-Volterr a genet alizado'

v

r

nazcadentrodelazonalimitadaporestacurvatiendeaacercarse'comouna
espiral, hacia el .i.lo'ií-i;; @niolt'úndose desde dentro); mientras que' si el

inicio de Ia órbita ," "ntut"tu 
fuera de esta zona' evoluciona de un modo

similar hacia el ciclo estable (aunque' esta vez' desde fuera)' Las diferentes

árUi,ut se pueden estudiar sobre la figura 4'14'

Se trata, pues, de modelos de carácter oscilatorio ya que los tamaños de las

poblaciones a" a"p,"¿u¿o'"'l p'"'* van alternándose como en el caso clasico de

Lotka-volterra. No .b;;;;,;;; diferencia de éste, se trara de una situación muv

estable ya que, i.,a"p*áiu"iemente de las densidades iniciales de las especies

depredadoraypresa,elcomportamientoasintóticodelasórbitastiendehacia

"lá"i".*i"aiá 
ciclo límite de carácter estable'

Setratadeunmodelomuchomiísajustadoafenómenosdetiporeal'De
hecho, este tipo de ciclos aparecen en multitud de fenómenos de interacción

entredosespeciest"f"'ut"uteza'Porejemplo'Tan19r(1975)utilizóecuacio-
nes del tipo Lotka-vorr.rr" S""*.lizadas para áescribir el comportamiento de

herbívoros y atp"aJottt' nutrias y visones en Norteamérica' liebres de nieve

y linces al norte de Canadá' ' '
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b

1

b

1a<1
a ) 1 Inestable

2a

d*(a) d, d*(a)

Figura 4.15: Regiones de inestabilidad para el punto Pt del modelo (4.10) para

va)ores del pa,rámetro a superiores e inferiores a la unidad.

4.9 Propiedades de bifurcación de este modelo

Este modelo, al igual que la mayoría de los sistemas que poseen un ciclo límite
exhibe propiedades de bifurcación al variar los parámetros. En efecto, si fi-
jamos un valor de a tal que o > |, la región de inestabilidad viene marcada

aproximadamente, en función de los parámetros b y d, por Ia figura 4.15'

Imaginemos pues unos valores iniciales para los que obtenemos la estabilidad

en el sistema. A continuación, los hacemos variar de forma que entremos en la

zona sombreada en 4.15, que se encontraría por debajo de la superficie. Los

puntos que constituyen la línea a partir de la cual los puntos de equilibrio
estables cambian de carácter y, por tanto, aparecen ciclos límite como solución,

reciben el nombre de puntos de bifurcación. En concreto se trata de un fenómeno

de bilurcación de Hopf, figura 4.16, como los que hemos descrito en los capítulos

anteriores.

Veamos ahora qué información produce el hecho de que una variable sin di-

mensión dé lugar a una bifurcación sobre los correspondientes parámetros con

dimensión. Sabemos que b = f , esto es, este valor es larazón entre la tasas de

crecimiento lineal en los depredadores y las presas. Si el estado estacionario es

estable, cuando la tasa de crecimiento de los depredadores decrece suficiente-

mente, sin que varíe mucho Ia de las presas, existen grandes posibilidades de que

aparezcarL comportamientos oscilatorios (es decir, de pasar a una situación de

inestabilidad). Por otro lado si la situación planteada es justo Ia contraria, esto

es, se produce el aumento de la tasa de crecimiento de las presas y el manteni-

miento de Ia de los depredadores, entonces D crece, reduciéndose la posibilidad

del comportamiento oscilatorio. De todos modos Ia situación es mucho más

compleja ya que si r decrece entonces o crece con lo que ese compOrtamiento es

mucho miís probable.

Baste este ejemplo para darse cuenta de que el análisis completo de las

bifurcaciones es bastante complicado ya que el espacio de parámetros iniciales
(donde los resultados tienen un sentido físico real) tiene dimensión seis, mientras
que el de parámetros adimensionalizados es, tan solo, tridimensional.

!
a
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av

i=a(L-d-*íF.+
i¡ - o.26s (1 - 1)

d¿

ds
d¿

i-a(r-c)-ffiiÉ
it - o.26y (t - *)

Í

Figura 4.16: ÍJn fenómeno de bifurcación de Hopf en un modelo de Lotka-

iii"lr^ generdizado. La vañación tan solo de una centésima en üno de los

p;¡;¿;, provoca el carnbio en la estabilidad del punto de equilibrio asociado.

(c1o),y(o)) - (1'0.5) (o1o), s(o)) = (1' 0'ó)

4.LO Ejercicios

1. considera Ias ecuaciones depredador-presa con correcciones logísticas

dr = r(l-y-ar)

= -y(L-x-ay)

donde 0 ( o ( 1. Demuestra que, en el punto de equilibrio no trivial' el centro

que existeparac = 0 setransformaen unfocoestablesi0 ( o < 1' Realiza

un esquema del Plano de fases'

2. un modelo depredaJá.-p."., para describir la interacción de herbívoros fr y

plancton P es
dP
dt

dH
dt

/ BH\: rr(.n-P-e +T)
: ,, (#- or)

donde r, K, A, B, C y Il son constantes positivas'

(a) Describe de forma breve las suposiciones ecológicas del modelo'

(b) Adimensionaliza el sistema de forma que pueda ser descrito de la forma

,(o-r-*)
*(h-")

dp

dr
dh

a

dr
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(c) Dibuja las curvas de pendiente horizontal y vertical y observa los cambios

cualitativos que se producen con la variación del parámetro k. En con-

secuencia, demuestra que existe un estado de equilibrio positivo (po, ho)

paracadao>0,k>0.

(d) ¿Qué tipo de estrategia seguirías para determinar la estabilidad de este

estado de equilibrio?.

(e) utilizando el teorema de linealización 1.7.1 alrededor del punto fijo, de-

muestra que

( i) si k ( 1, (po, h6) es un punto fijo estable'

(ii) si,k > 1y o es suficientemente pequeño, (po,ho) es un punto fijo

estable o inestable.

(f) En consecuencia, demuestra que una condición necesaria para Ia existencia

de una solución periódica es que los parámetros a y k permanezcan en el

recinto limitado Por las curvas

4(k - 1)
o = (ft+ 1)3

a=0 y

Más aún, demuestra que si a a #,huy todo un abanico de valores de k

para los que son posibles las soluciones periódicas'

3. un caso especial para un modelo depredador-presa (debida a Tanner, 1975)

tiene Ia forma dH 11 / H \ 10/lP

'('- n) - 2+BH'

)

dú

dP
5

P 1-(
P(p + H)

1Hd,

donde H y P son las poblaciones de hervíboros (presas) y depredadores, res-

pectivamente. Los valores B y 1 son constantes positivas. Dibuja las líneas de

iangente horizontal y vertical y sugiere cómo podemos elegir estos parámetros

para que el sistema tenga

(a) cero puntos de equilibrio.

(b) un único punto de equilibrio.

(c) dos puntos fijos no triviales.

¿Qué podemos decir del punto fijo deducido en (b) con respecto a Ia posición

relativa de las curvas H = 0 y P : 0?

4. La interacción de dos poblaciones de densidades Nr V Nz se modela mediante

las ecuaciones

dNt
ü

dNz
dt

: ,,n (r - *) - oN,Nz(l - e-üN')

: -dNz + N2e(7 - e-bN')
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donde a, b, d, e, r y K son constantes positivas'

(a) ¿Qué tipo de interacción existe entre Nr y Nz?'¿Qué implican' en sentido

' ' á"átagi-, cada uno de los términos anteriores'

(b) Adimensionaliza el sistema mediante el cambio

6=4, o=bKr
Nru= T'

aNz
tr

T=rt,
e

d.= -tr

(c)Determinalospuntosdeequilibriononegativosyseñalacualquierrestric-
ción Para los Parámetros'

(d) Analiza la estabilidad lineal de dichos valores de equilibrio'

(e) Demuestra que existe un valor de ¡fz (de equilibrio' se supone) distinto de

'-' .".o si P > P" = tnlt - $)'

(f) Describe brevemente el fenóm-eno de bifurcación que se produce si a me-

dida que B aumenta con 0 < * < 1'

b. Tomemos como base er problema sobre el método sIRM para el control de

ptugut que introdujimos en el capítulo anterior'

(a) Supongamos ahora que los insectos estériles tienen la misma tasa de mor-

talidad que los r¿.tii".. Escribe un sistema adecuado que describa esta

situación para N(Ú) y n(ú) y demuestra que no es posible eliminar la plaga

con una única libLiación de insectos estáriles en Ia población original'

(b)SiunafracciónTdelosinsectosnacidossonestérilessepuedesugerirel
siguiente modelo

dN
d¿

dr¿

d¿

(
aN

--b

N+n
N-k(N+r¿),

)

DeterminaunacondiciónsuficientesobreTparaasegurarlaerradicación
á" tu ptugu y discute brevemente el realismo de las conclusiones'

6.Consideremoslossiguientesmodelosdeinteracciónentredosespecies.Ely

: 1N -bn

(a1 -b1H - c¡P)H

Modelo de LesleY

dH
dü

dP
d¿

dH
d¿

dP
d¿

(a1 - c1P)H

(* - "'u)'

(-- "'E) '
Modelo de Gower

P:
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P representa la población de pariísitos que hobitanen una población anfitrio-

na determin ada H. Ambos conjuntos de ecuaciones tienen en cuenta el probable

efecto de la tasa de crecimiento relativo de los pariísitos en los tamaños relativos

de las poblaciones que interactúan. Elige uno de esos conjuntos de ecuaciones

y responde a las siguientes preguntas:

(a) Determina el tipo de interacción entre las especies H y P, entre anfitriones

y parrísitos, analizando el comportamiento de una de ellas en ausencia de

la otra y la importancia de los términos de interacción. ¿Cómo influye

la presencia de Ia fracción fit ¿cual es la diferencia fundamental entre

ambos modelos?

(b) Determina los puntos de equilibrio.

(c) Realiza un diagrama de fases, determinando la estabilidad de los valores

de equilibrio si ello es posible.

(d) ¿Es posible desarrollar algún procedimiento analítico para determinar la

estabilidad o inestabilidad de los puntos fijos que aún no hayan podido ser

clasificados en función del comportamiento de las órbitas a su alrededor?

7. Consideremos el siguiente modelo (ecuaciones de Holling-Tanner) de interac-

ción entre dos especies H y P:

dH
d¿

dP

("-u, - #),
(, - "#),

F(H,P)

G(H,P)
d¿

(a) Interpreta el sistema y determina el tipo de interacción que existe entre

ambas especies. ¿Sabes dar un sentido a la presencia de los parámetros

que aparecen? ¿Cuál es la diferencia fundamental con el modelo de Gower,

planteado en el ejercicio anterior?

(b) Determina los puntos de equilibrio a partir de la intersección en el plano

de fases de las curvas F(H,P) = 0 y G(H,P) = 0.

(c) Decide la estabilidad de dichos puntos, bien mediante un análisis del flujo
del sistema, bien a partir de la linealización de éste alrededor de los valores

de equilibrio.

(d) ¿Existen valores de los parrímetros para los que podemos deducir la exis-

tencia de un ciclo límite estable?

(e) ¿Se produce algún fenómeno de bifurcación?
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a la de los modelos depredador-presa o a los fenómenos de competición de espe-

cies. La razón, en parte, se debe a que modelos del tipo Lotka-Volterra, como

Ios que usaremos, producen resultados un tanto "ingenuos" en lo que respecta

a este fenómeno.

Existen otras situaciones distintas que describen cómo las especies tienen su

vida ligada entre sí. Fenómenos como el cornensalismo, en el que la primera
especie se beneficra de Ia segunda mientras que a ésta no le afecta su presencia;

el amensalisnlo, en el que la interacción sólo afecta de forma negativa a la se-

gunda (competición a una sola banda). . . Una buena referencia al nivel que nos

situamos para estudiar otros modelos, asociados a diversas situaciones de com-

portamiento entre especies, la encontramos en el libro editado por May, [31], que

recoge una colección de catorce artículos sobre distintas formas de interacción
entre especies.

5.1 Ecuaciones de competición entre distintas
especies

EI principio de exclusión competitiva fue inicialmente enunciado por Darwin en

1859. Presentaremos en esta sección la formulación y el análisis de las ecuaciones
que describen este fenómeno.

Notaremos como Í1 (t) y rz(t) a las dos poblaciones del modelo en cuestión.
En ausencia de cualquier tipo de interacción entre ellas supondremos que se

desarrollan siguiendo un modelo de tipo logístico. Esta variación en el tamaño
de Ias especies se ve afectada en cada caso por un término negativo (llamado
término de competicidn) que resulta proporcional al número de encuentros entre
los individuos de ambas especies. De esta forma, el modelo mrís simple de

competición posible queda descrito con el sistema de ecuaciones diferenciales

h1Í1fr2,

h2ryfr2

Si hacemos h: s# y hz: \? l" misma ecuación resultaría

drr
E
dnz
d¿

drr
d¿

drz
d¿

,,r, (r - #)
,r*r(r-Z)

TtÍt

rztz

)

)

(

(

Ít Íu1-+-atzi
kt k't

Í, Ít1---azt=:k2 k2

(5.1)

Las constantes que aparecen en el sistema son todas positivas, rt y 12 son las

tasas lineales de crecimiento de cada una de las especies, k1 y k2 representan,

como ya viene siendo habitual, las capacidades de soporte del medio para las
poblaciones respecrivas en ausencia de interacción. Los coefrcif.]nt(us aU y All
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miden el efecto de competición de 12 sobre rr y de 11 sobre 12, respectivamente'

Generalmente no son iguales 1'

El punto de partida de este sistema es' por tanto' la ecuación logística' Esto

hace que las ecuacion", áJlip" Lotka-Volterra adquieran un carácter mucho

más realista, aunque á rr*rr" de considerar términos de crecimiento de tipo

exponencial simplificaría el estudio'

5.1.1 Ecuaciones adimensionalizadas

para el estudio del sistema anterior, y para eliminar alguno de los parámetros,

es conveniente estuaiar una adimensiánálizacióndel sistema' Una de las formas

máscómodasparaefectuaresecámbioesutilizarlascorrespondientescapaci-
dades de soporte máximas' Para ello hacemos'

rl tz
t,r g

variables que representan, de algún modo' el grado de ocupación del medio por

los individuo. d" .uar,r.r" ¿" rá especies. La nueva variable temporal será

T:rtt

Realizando este cambio de variables, (5'1) pasa a ser

,(r-"-*r)

7'Q-'-+")

dr
dr
d9

dr

k1

r(L-n-bp7) : f@,a)

pA$-g-b»r) = S@,y)

A partir de estas nuevas ecuaciones es fácil deducir la presencia de tres nuevos

prrá*"tro, (sin dimensión, como las variables anteriores)

o =7, br, = orrfr, bzt = azt\'

Elprimerodeellosrepresentalarazón.entrelastasasdereproducciónde
cada una de las especi., fio. otros dos decriben, de algún modo, los parámetros

que cuantifican los términos de competición'

Con los cambios anteriores, el sistema transformado resultaría

dr
dr
dy

(5.2)

dr
y, de este modo, pasamos de un sistema dependiente de seis parámetros a otro

que tan solo dePenderá de tres'

lLos coeficientes de comPetición se suelen estimar en función del tamaño del nicho que

es ocupado Por la especie. Como se deducirá del modelo, el solapamiento de los nichos no

conduce necesariamente a

escasa.

competición a no ser que la fuente de alimento que se requiere sea



156 Capítulo 5. Otros modelos de interacción de especies

5.2 Soluciones estacionarias de un modelo de
competición

Siguiendo los pasos habituales en un estudio de tipo dinámico de este modelo,

el próximo paso es encontrar los puntos de equilibrio del sistema.

.f (ro, yo) = o

(n=
+ t, =

+ [' 
:

[" =

0

7-r
hz

0

l-y
(5.3)

g(ro'yo) : o

bzt

Todas las combinaciones de las ecuaciones anteriores nos permiten obtener

cuatro puntos. AI menos tres de ellos están localizados en el primer cuadrante

del plano de fases (F, : (0, 0), F2 - (1,0), y F¡ = (0, 1)). EI punto de equilibrio

Fa- l-bn l-bzt
t - hrbrr' 14-h,( )

tiene sentido real sólo si el productobpb2l I I y si, además, & se encuentra en

el primer cuadrante; no olvidemos que representan valores de población y, por

tanto, cantidades positivas. De hecho, necesitamos que b12 1 7 y b21 ( 1 pues,

en caso contrario, no consideraremos F¿ como un punto de equilibrio válido para

el sistema.
Si representamos en el plano de fases también los puntos por los que pasan

órbitas con tangente vertical u horizontal (esto es, los puntos para los que la
función /, o bien Ia función g, se anulan) obtendremos, aparte de los ejes z : 0

e a :0, Ias rectas definidas en (5.3).

Existen diferentes posiciones relativas entre estas cuatro rectas que se recogen

en Ia figura 5.1. Los puntos de equilibrio aparecen, gráficamente, como el corte

de estas líneas.
EI próximo paso en nuestro estudio será, lógicamente, el análisis de la es-

tabilidad de los puntos de equilibrio localizados. Para ello, podemos recurrir
tanto a métodos de tipo analítico como a otros de tipo gráfico. Como en este

caso tenemos expresiones explícitas para las funciones f (*,y) Y 9(x,U),la prime-

ra intención será recurrir a los procedimientos analíticos descritos en el primer

capítulo. En consecuencia, se tratará de estudiar los autovalores de la matriz
jacobiana en cada uno de los puntos en cuestión, ya que si constatamos que

dichos autovalores tienen parte real estrictamente negativa tenemos asegurada

Ia estabilidad del punto.

l-2as-bnys

- Pbztao

-bnro
p(l-2y¡-b21rs)

o(f, s)
d6Á (z

J(ao,yo) =
,yo)

(5.4)
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5.2. Soluciones estacionarias

a
v

I
6*

a =t-b»r

/<0

l-ry=-ll
9<0

F¡ F2 I
bzt

Fs
F3=(0,

- btz
1ú

=1-bztr
rfiFt rF,

bzt

(a)Sib12(1Ybzr(1 (b)SiDrz)1Ybzr)1

a a

Ft A:l-bzfi
Fz

1r; y: i;
U=L-b»r

Ft
,F,

Fz
1ñ

fi

(c)Sibrz(1Ybzr)1 (d)Sib12)1YDzr(1

Figura 5.!: Locdización de los puntos de equilibtioen un sisúem a de competición

I
T,,

l-¡
bv

Fz

de dos especies.
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PUNToS DE DQUILIBRIO MerRrz JACoBIANA Esrenrl¡ono

Fr = (0,0) (;:) Inestable

4 = (1,0) (; -bn
p(r - bzt) )

Estable si bzr ) 1

Inestablc si b21 ( 1

P. = (0,1) (
l-bo 0

-Pbzt -P )
Estable si órz ) 1

Inestable si ó12 ( 1

Figura 5.2: Andisis de la estabilidad en un modelo de competición'

En la figura 5.2 aparece recogida la expresión de los autovalores de la ma-

triz (5.4) aplicada sobre los puntos Ft, Fz y F3. El análisis de la estabilidad

correspondiente, que también se recoge en la tabla en cuestión, muestra que f.l
es inestable en cualquier caso mientras que para los puntos Fz y Ft tenemos

que distinguir casos en función de los valores de Ios parámetros á12 y b21. Esta

información aparece también recogida en la figura 5.4'

5.3 trstabilidad y principio de exclusión compe-
titiva

La expresión analítica que aparece en el cálculo de los autovalores para el punto

de equilibrio Fa se pueáe escribir, lógicamente, como solución de una ecuación

de segundo orden de cuya resolución resulta

Ir, lz: (bzr -1)(1+p +
2(L-b»bn

La dificultad de estudio del signo de Ia parte real de estos valores es obvia

ya que, al menos a primera vista, parece que hay que considerar multitud de

posibilidades en función de los parámetros. La técnica se reducirá, por tanto, a

un análisis de la dirección de flujo en un recinto tal que, en su frontera, el campo

de velocidades apunta hacia dentro (o es tangente): esto nos permite asegurar

que todas Ias trayectorias están acotadas en el tiempo.

Esta región es fácil de construir ya que basta elegir una caja rectangular de

Iados paralálos a los ejes coordenados del tipo [0,,4] x [0, B], con A > 7 y B > 1'

Aquí podemos estar seguros de que las órbitas no se van a infinito y, en conse-

.uórr.iu, la existencia de un único punto de equilibrio estable atraería a todas

2 - 4p(1 -b;nbzr)(ótz -1)(ózr - 1.(órz -1) * P(b»-L
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5.3. Estabilidad Y Pri de exclusión comPetitivancipio

a

16;

Ft

I
6;

fr
Fz.F1

Figura5.3:Estudiodeladireccióndelflujoenelcasodecompeticiónsib¡2y
bri son ambos menores que la unidad'

cada una de las siguientes situaciones

lassoluciones.YaconocemoselcarácterdeestabilidaddeFr'FzYF¡'encada
caso. Sólo nos queda analizar el comportamiento de las órbitas en un entorno

de F¿, si existe. E, d;;, .;*;-en ló anterior) considerar independientemente

5.3.1 Caso ft be < 1 Y bzt 1t

SinoscentramosenestosvaloresdelosparámetrosyaSabemosqueelresto
de los puntos estacionarios localizados, F1, Fz y Ft, son inestables' En busca

del recinto de que hablamos anteriormente estuáiemos el signo de las funciones

f y s. Este análisis;;;;;;;;;;gi$o en la figura 5'3 v de él se puede deducir

Ia estabilidad del punio &: todas las trayectorias convergen) por tanto' hacia

dicho punto.

Lainterpretaciónbiológicadeesta.situaciónindicacomoambasespecies
pueden coexistir. ¡,rrrq*-í unálisis lo hemos realizado a partir de un sistema

adimensionaliru¿o, ",,12'*i"o' 
de los parámetros iniciales del problema' este

caso correspondería a valores reales

orrfr a , o,,f, < tv

Fq/

Si los coeficientes o12 f o21 no son demasiado grandes (c.omp.etici'ón no etcesiua)

lasespeciesseajustanu"ttt'i'"tdepoblaciónqueresultaríaquiziásalgomenor
que el existente si no se produjese esla situación de competición'

I

t \
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v

Curva separatriz

Fs

1ñ

Ft *P,

Figura 5.4: Estudio de la dirección del flujo en el caso de competición si bp y
bzt son ambos mayores que la unidad.

5.3.2 Caso ll: bn > 1 y bzt ) t
Para valores de los parámetros mayores que la unidad, amén de la inestabilidad
del punto F1 , tanto Fz como F3 son estables. De un estudio de los signos de las

funciones f y g, análogo al anterior, y que aparece recogido en la figura 5.4, se

puede deducir la inestabilidad de &. Las trayectorias pueden, en consecuencia,

tender a cualquiera de los dos estados estacionarios estables existentes.

¿Cómo determinar el ámbito de atracción de cada unos de ellos?. Si re-

currimos a la expresión analítica de Ios autovalores de la matriz jacobiana en

este punto para los valores de los parámetros ya deñnidos, observamos que

mientras que uno de ellos es positivo el otro es negativo. El sistema asocia-

do da, pues, origen a un punto de silla (por aplicación directa del teorema de

Hartman-Grobman, enunciado en el primer capítulo de este trabajo). Aparece,

por tanto, una línea o curua separatriz (ver figura 5.4) que pasa por & y que

divide localmente el primer cuadrante en dos regiones de atracción de modo que

las trayectorias convergen hacia F2 o Fs en función de si tienen su inicio en Ia
región del plano, determinada por esta curva, que contiene el punto en cuestión.

En términos de las variables no adimensionalizadas, si, por ejemplo, las

capacidades de soporte del medio para cada una de las especies, kr Y rhz, son

parecidas los valores de los parámetros de competición arz / o21 no son en

absoluto pequeños (de hecho, serán próximos o incluso mayores de Ia unidad) y,

por tanto, existe de forma clara competición entre las especies. Con el tiempo,
la situación evoluciona hacia uno de los tres estados estacionarios posibles, entre
los que sólo los puntos (1,0) y (0,1) son estables (esto significa necesariamente

Ia aniquilación de una de las dos especies-Principio de etclusión competitiua).

La única posibilidad que, en principio, permite Ia coexistencia de ambas

especies corresponde a valores iniciales de población situados sobre la curva

fi
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5.4

v

I6;

F3

Ft *Fz

Figura 5'5: Aniquil ación de la especie r2(t) '

separatriz, ya que las trayectorias que comienzan sobre esta línea tienden al

valor Fa, aunque la inestabilidad de este punto provoca que la mrás leve oscilación

de las condiciones i.ri"iJ"r produce una *caída" del sistema en uno de los dos

campos de atracción definidos anteriormente'

5.3.3 casos III y IV: un único parámetro mayor que la

unidad

Estos casos tienen una interpretación sencilla y confirman el ya enunciado prin-

cipio de exclusión comPetitiva

Si tenemos, pru,,'A1r-' 7 y bzt ) 1' el único punto fijo estable es el (1'0)'

Con respecto a los pr.á"tro. r"uür, anteriores a la adimensionalización' como

tenemos azt ) orr, p*' capacidades del medio por ejemplo similares para

ambas especies (&r - kz)' la especie,cuya población viene descrita con la función

,riii¿"ái"urá sÁ.e la'especie definida por o2(Ú)'

Caso análogo ut u.,te'ioi resulta con valores bn ) L Y bzt 1 1 produciéndose

la situación contrariar Ia especie rz domina y la competición conduce a la

aniquilación de la otra esPecie'

5.4 Conclusiones deducidas del modelo de com-

Petición
Comosepuedeobservar,salvoenelprimerodeloscasosenelqueencontramos
," pr"t" de equilibrio-"rtrut" no situado sobre los ejes, la extinción de una

de las especies es un fe,,ómeno seSuro. En realidad, la situación depende de los

parámetros adimensiánales de coripetición brz y b21. Por el contrario, el valor de

Í
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a

.Fl F2 I
bzt

fr

Figura 5.6: Aniquilación de la especie rv(t)

p no juega ningún tipo de papel en este sentido. Ahora bien, ya que bn = atzf,t Y

bzt = aztf;, lur condiciones para Ia competición exclusiva dependen fuertemente

de la inteiíelación entre la capacidad competitiva y las capacidades de soporte

del medio (así como de las condiciones iniciales en el segundo caso).

Por ejemplo, consideramos Í1 corllo una población de peces de un tamaño

inicial muy superior a otra que notaremos 02 aunQue, en potencia, la capacidad

de soporte del medio para Ia segunda especie sea superior a Ia permitida para Ia

primera. Suponemos también que ambas especies son igualmente competitivas,

es decir, atz = a21, e iguales a 1 sin pérdida de generalidad. Ya que k1 (
k2 tendríamos, para los valores adimensionalizados, que ó12 ( 1 ( bzr' En

consecuencia! sabemos que rl(ú) -l 0 y r2(t) -+ /c2, es decir, Ia especie que

inicialmente es más abundante acaba por extinguirse debido a que el medio

tolero mejor a los individuos asociados a la población 11.

Aun en el primero de los casos, donde se genera un punto de equilibrio esta-

ble, obtenemos un fenómeno de estabilidad no estrttctural (esto es, aparece un

sistema estrt-tcturolmente inestable) ya que si consideramos valores de b¡2 y b21

próximos a Ia unidad, aunque siempre menores que este valor' un pequeño au-

mento en uno de Ios parámetros implicaría Ia desparición del punto de equilibrio
y, por tanto, la aniquilación de una de las especies.

La situación en la que bn = bzt = 1 es especial y, aunque matemáticamente

correcta, poco probable que se produzca en la naturaleza. Lo habitual, será la

exclusión de una u otra esPecie.

tr3

I



5.5. Modelos

5.5

5.5.1

de mutualismo o simbiosis

Modelos de mutualismo o simbiosis

Descripción de las ecuaciones que describen esta si-

tuación

drr Ttrt + a1r¡f2
d¿
drz r2r2 + a2f1f2
d¿

163

(5.5)

Lasimbiosisesunfenómenodetipobiológicoqueexplicalaasociacióndedoso
más especies de individuo. yu qrrá la existenciade una de ella-" se ve favorecida,

en cualquier caso, por la piesencia de la otra. EI modelo miís simple es, como

es habitual, el que postuia que la tasa de crecimiento relativo de cada una

á. f.. u.p..i., (en ausencia áe la otra) es constante y que los términos que

."p."r"rtu" el beneficJ ocasionado por la interrelación son proporcionales al

número de encuentros entre individuos de ambas especies'

dondeTllT2latYazsonconstantespositivas.Comoestastasasdecrecimien-
toabsolutoSonencualquiercasopositivas,podríamosasegurar,quetantozl
.á*o ,, aumentarían indefinidamente. El beneficio mutuo sería, por tanto,

totalmente satisfactorio. Consecuencia, claro está, un tanto bucólica'

Unmodelomásrealista,apartedemostrarunciertobeneficiomutuopara
las especies, deUe permitit iu pt"'""tia de algún tipo de régimen estacionario

estable, o un ciclo límite. El modelo qr" ruige, de forma inmediata, resulta

á. i.rt.áa,r.ir capacidades de soporte m¡íximas del medio para ambas especies

y suponer de este *odo ," crecimiento logístico para cada una de ellas' en

árrr".r.i, de la otra. Las ecuaciones correspondientes resultan

dsr
E
drz
d¿

= ?.tlÚt

r212

fr1 Í2ur=i, ur=É

(, - fr +anff

tz+a2,fi
)

)

dondetodaslasconstantesqueaparecensiguensiendopositivas.obsérvesela
analogía existente "nt." 

.t ,irt"*L (5.5) V ál del modelo de competición (5'1)'

La diferencia fundamental en que los téiminos que se refieren a la relación entre

lasespeciesaparecensiempreconsignospositivos,comoaportealcrecimiento'

5.5.2 Reducción del número de parámetros' Puntos de

equilibrio del sistema

siguiendo el procedimiento habitual, después de examinar las unidades en la que

se expresan cada uno de los factores de las ecuaciones anteriores, podemos reali-

zaÍ lnaadimensionalización del sistema. Así, las nuevas variables del problema

vendrán definidas a partir de las anteriores por las expresiones

yt=r1t
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hzbzt 1l

U2 f>0
9<0

uz=l*b¡u1 Fa /<0

ut=l*beu2

.Fi Fz
U1

Figura 5.7: Situación de simbiosis que asegura a las dos especies su coexistencia

i torno a cpttidades superiores a las que marca el medio pa.ra cada una de

ellas.

y los seis parámetros que se utilizaban se ven reducidos a tres mediante las

F3

asignaciones
r2p= -, 0L2=Al2
f1

kz,k¡
k, Yo2r=o"21¡-,

El sistema (5.5) pasa, por tanto, a ser escrito como

( du,
)a,
1 d,,
t_\dr

Los puntos de equilibrio paraeste sistema resultan .F'r = (0,0), Fz = (1,0),

,F's = (0, 1) y eventualmente (caso de situarse en el primer cuadrante)

( )

= ,r(1 - ut *bnuz)

= puz(l - u2 * b21u1)

(5.6)

Fa- l*hz l*bzt
l-bnbzt'l-bnbzt

Lógicamente la aparición de este punto se determina como posible corte de las

rectas u¡=1
u2=1

bnuz
bztut

+
+ )

En Ia figuras 5.7 y 5.8 aparece representada la dirección aproximada del flujo

en algunos puntos del plano de fases. Este análisis se ha realizado mediante los

pro.udin i"t tos de carácter gráfico que ya son habituales en nuestro estudio'

Como conclusiónes de carácter general, se puede asegurar siempre la inesta-

bilidad de los puntos .Fl , .F2 y F3. Más concretamente,

9>0
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g) 0

Fz

U2 9<0
bnbzt ) |

Ft

/>0
/<0

.Fl U¡

Figura 5.8: Siúuaci ón de simbiosis que aseguta qüe antbas especies crecen sin

límite a pesar de qu", ¡iiarl^ente, i, medii sóto admitía una cantidad máxima

de individuos de cada una de ellas'

o el origen, (0,0), es un nodo estrella de carácter inestable;

o los puntos (1,0) y (0,1) resultan ser puntos de silla'

5.6 Comportamiento asintótico de las soluciones

Supongámonos ahora en el caso recogido en la figura 5'7' Como bnbzt ) 0'

el punto F¿ se sitúa en el primer cuaárante y upai""" con ambas coordenadas

mayores que Ia unidaJ. Se trata, además' de un nodo estable' esto es' todas

lastrayectoriastiendenhaciaél.Estosresultadoscorrespondenavaloresde
las variables originat; (;r,r.l o* verifican ro ) &r e 9o > k2' siendo k1 y

,t2 las capacidades d; Jd;; del medio para cada una de Ias especies. En

consecuencia,laspoblacionescrecenysetiendeaalcanzarelequilibriopara
valores superiores , ,; il; se tendrían si ambas las poblaciones estuviesen

aisladas. Dicho de ot- *o-áá, la vida de cada una de las especies se ve favorecida

por la presencia de la otra'

Si, por el contrario, bnbzt 11 entonces el punto F¿ no- estaría en el primer

cuadrante, de este 
^oao "á-uparecería 

ningún atractor de las trayectorias y,

por ta^nto, tas poUtaciá.,", t'u""'iurr indefinidamente como aparece recogido en

"l 
diugtr.ttu de flujo de la figura 5'8'

obsérvese que Ia lpuri"ü" del equilibrio depende del signo de la expresión

| - bpb2y,esto es, ,i "i 
gtuao de simtiosis.entre las especies es suficientemente

fuerte las poblaciones ...'*riu" de forma indefinida, sin cota alguna. El beneficio

es tal que las especies aumentan sin límite'

Entodocaso,septo¿"iti'ademásunproblemadeestobilidodestrt'tctural
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ya que para pequeños cambios en valores de Ios parámetros se puede pasar de

generar un estado de equilibrio estable (si órzázr < 1) a generar (si árzózr ( 1)

un crecimiento no limitado por ningún factor. Incluso si la variación es pequeña

y el product o btzbzt continúa siendo menor que la unidad, mínimos cambios en

los valores de los parámetros pueden provocar un considerable aumento en las

coordenadas del correspondiente punto de equilibrio.
Es fácil razonar que estas situaciones no son del todo plausibles ya que no

es lógico suponer un crecimiento ilimitado para las especies. Sería bastante

más razonable un modelo que aportara de algún modo cantidades finitas de

estabilización debidas a la interacción. De todos modos' existen muchas de

estas asociaciones en la naturaleza que aún no han sido entendidas de forma

adecuada. Por ejemplo, la relación existente entre los corales y las microalgas,

o entre las plantas y los insectos (como polinizadores de ellas).

5.7.L Un modelo básico

Unas de las reacciones enzimáticas más simples fue propuesta por Michaelis

y Menten (1913). Estas reacciones constan, como ya hemos indicado, de una

enzima -E actuando sobre un sustrato ,5 con el que se combina para formar un

compuesto ,,complejo" SE que, a su vez, acaba transformándose en un nuevo

producto P y liberando de nuevo la enzima. Todo este proceso se representa de

forma esquemática con las reacciones

kt kz

S+E = SE, SE -> P+8.
k_r

6.7 Cinética de reacciones químicas

Terminamos este capítulo describiendo de forma rápida ciertos modelos de in-

teracción no ya entre diferentes poblaciones de seres vivos sino entre diferentes

sustancias que se combinan para formar otras distintas y que constituyen Ia

base de muchos procesos indispensables para la vida'
Las reacciones bioquímicas están continuamente produciéndose en cualquier

organismo vivo. La mayoría de ellas comprenden la acción de determinadas

proteínas, llamadas enzimas sobre ciertos compuestos, o sustratos. Por ejemplo,

la hemoglobina en la serie roja sanguínea es una enzima y el oxígeno, con el que

se combina, sería el sustrato. Las enzimas son muy importantes en la regulación

de los procesos biológicos, como activadores o inhibidores de una reacción. Para

estudiar su comportamiento nos centramos en el estudio de Ia llamada cinética

de reaccione.s que se centra fundamentalmente en el análisis de las cantidades

de cada uno de los reactivos, el tiempo en que se produce Ia reacción y las

condiciones que la influencian.
Estas situaciones también se pueden estudiar mediante un análisis dinámico

de las ecuaciones que gobernarían el modelo en el que aparecen recogidas las

principales características de Ia reacción.
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(5.7)

Aquí k1, k-t y kz son constantes propias de cada reacción' La doble flecha

i;ái;" ;;" tu ,"u".i6. es reversible mientras que la flecha simple expresa que

sólo actúa en el sentido señalado'--mr"ydeacciónau***afirmaquelavelocidaddeunareacciónespro-

porcionalalproductodelasconcentracionesdelassustanciasquereaccionan.
é;;;;. ,,'", 

" 
y p t* tont""traciones de los reactantes S' E' SE y P respec-

tivamente.
s=[S], e=lFl|j, c=lSE), P=lP1

Dicha ley nos proporciona una ecuación para cada una de las sustancias que

están involucradas en la reacción'

ds

d,
de

dt
dc

ü
dp

dú

= -kÉs

= -kús

= le1es

= kzc

+ k-ú

+ (k-t + kz)c

(k-t + kz)c

Para terminar la formulación matemática de este problema' necesitamos

ofrecer condiciones i,,iclales apropiadas para cada una de las variables en cues-

tión. En este Caso, resulta lógico suponer conocidas las concentraciones iniciales

de enzima y sustrato y nula la del producto final'

s(0) = 50, e(0) - es, c(0) = g' P(0) = 0

Naturalmentesólotienensentidoconsiderarvalorespositivosparaestascon.
centraciones iniciales. i, irtir", ecuación está desacoplada del resto de que for-

man el sistema (5.7), deduciéndose de forma inmediata que' conocida la concen-

tración de sE .n 
"rutqui., 

instante de tiempo, c(ú), somos capaces de expresar

la de la sustancia producto p(t), a partir de

It
p(t) = kz Joc(t)d,r 

(5'8)

Porotrolado,dadoquelaenzimaesuncatalítico2'suconcentracióntotal'esto
es,lacantidaddeenzimalibreunidaalaqueestácombinada,hademantenerse
constante. Esta observación exige, por tanto, que sumando la segunda y la

tercera ecuación

de d"=o + e(¿)+c(¿)=e(o)*c(o)=es
a¿+a¿

Portodoello,elsistema(5.7)sereduceauncasobidimensionalyresultaría

2Una sustancia que Provoca que se

lecular

produzca una reacción de t'rotura" o degradación mo-
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1 Í>

(0,0)

/<0
\ e>0

" le-t*kz
A--

krso )

0

9=0

u

Figura 5.9: Dbección de flujo para el sisúema de ecuaciones diferenciales que

describe acción mtís simple pata una enzima que actúa sobre un sustrato. La
curvas f (u,u) - 0 y g(u,u) = 0 reciben el nombre de curvas de Michaelis-
Menten.

ds
-k1e68 + (k1s+k-1)c

d¿
dc

(5.e)

dú
kless (k1s * k¡ * kz)c

con condiciones iniciales s(0) = ss y c(0) = Q.

Este sistema puede ser adimensionalizado a través de los cambios en las

variables dependientes e independientes

r = kteot, ,(r) = *, u?) = 9-

y así, Ios nuevos parámetros en función de los anteriores

t-ft-t" - ,trro'

y el sistema (5.9) se escribiría

SO

eO

du

dr
du

dr

: -u*uu*\u
: eu-euu-6u

(5.10)

con condiciones iniciales u(0) : 1 y u(0) : Q.

Claramente el origen es el único estado de equilibrio del sistema, lo cual
es lógico pues, al final de la reacción, las concentraciones del sustrato y del

U
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uímicas5.7. Cinética de reacciones q

v
1 = u(r)

0 TO

= u(r)

u*)
-eu-6

T

FiguraS.l0:Comportamientocua]itativodelasfuncionesquemaÍcanlascon-
centraciones A" ,rrtr^lol y ie complejo enzima-sustrato en cuilquier instante de

tiempo.

complejosustrato-enzimasonnulas'Ademássetratadeunpuntodeequilibrio

"rt.if"l 
con sólo observar que la matriz del sistema linealizado

-1*u
€-€a

particularizadoenel(0,0),verifica.lacondiciónalgebraicaquegarantizala
estabilidad: ti.rr" tru,I-t'"gativa y determinante positivo' TYatamos' en cual-

;;1;; ;;", de anatizar Ia evolución temporal de las soluciones del sistema no

lineal(5.10).Aunquenoesfácilobtenerunasolucióncerrada,decarácter
analítico,esposiblededucirelcomportamientocualitativodeu(r)ytl(r).Para
ello, observamo, pr.ui*unte cómo es el flujo en las diferentes regiones limitadas

;;;';-;;; ¡ir,r¡Ió v s(u,u) = 0' En la figura 5'e aparecen' de forma

aproximada,diversasórbitasdelsistemasegúnlaposicióndelasvariablesenel
instante inicial.

A partir de esta figura, podemos deducir cuál sería el comportamiento de

cada una de las funciá"es óomponentes teniendo en cuenta que el origen de

nuestra situación nos tii'i' 
"" 

et (r, O¡' En este caso' /(u' u) toma siempre valores

negativos,.co.t to qrr" p- ( 0 y, pot t"'to' la función u decrece' 
H:t3rff";

0, para valores p"qrr"#l de r, hasta un instante rs en el ou1 ta o;

la curva g(u,u) = 0, pa¡a luego mantenerse siempre negativa' ff' Por tanto'

u(r) crece desde r = ó hu"' f = ro,y desde ese punto comien'il decrecer' El

.Jípo*r*iento de estas funciones aparece recogido en la figura 5'10'

ParaterminarelanáIisisdesolucionesdelsistema(5.7),faltaestudiarel
carácterdelasfuncionese(t)yp(t),Lainterpretaciónenloquerespectaa
Ia concentración de ".ri*.'ríur", 

en cualquier instante.de.tiempo, indica que

e(ú) primero disminuye desde el valor es y' a partir del instante de tiempo
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a

eO

y = e(t)

Umbral mínimo de enzima

Figura 5.11: Comportamiento cuilitativo de la concentración de enzima en

cualquier instante de tiemPo.

que corresponde al valor r¡ de Ia variable adimensionalizada, vuelve a aumentar

hasta el valor e0, como se recoge en la figura 5.11. La gráfica refleja la hecho real

de que la enzima acaba siendo liberada cuando la reacción deja de producirse, al

hacerse cero (porque se gasúa) la concentración de sustrato. El mínimo de esta

función representa una valor umbral inferior para la concentración de enzima.

La concentración de producto en un instante de tiempo determinado se puede

calcular a partir de los resultados anteriores como una función siempre creciente,

que llega un momento en que se estabiliza. Esta conclusión es inmediata con

sólo observar que p(ú) viene determinada a partir de la expresión (5.8), esto es,

como medida del área limitada por la función c(t) y la recta vertical que marca

el instante de tiempo deseado.

5.8 Autocatálisis: activación e inhibición

El ejemplo anterior modela y resuelve un determinado sistema de ecuaciones

diferenciales no lineal que describe la variación de las concentraciones de reacti-

vos y productos para una reacción bastante sencilla. Veamos ahora como todos

los fenómenos de interacción que aparecían al observar el comportamiento de

especies que conviven en el mismo habitat pueden reproducirse en determinadas

reacciones químicas.
Muchos procesos biológicos o químicos conllevan ciertos mecanismos de re-

troalimentación3, esto es, se trata de situaciones en las que el producto de una

etapa de la secuencia de reacciones tiene efectos en etapas posteriores. El efecto,

normalmente, es de tipo no lineal y puede activar o inhibir este proceso.

Es fácil pensar en circunstancias que involucren un mecanismo de este tipo:

la división celular sería un buen ejemplo de ello. Además, está muy bien do-

t

3Es lo que se conoce como feedback.
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B+X-+C
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(5.12)

cumentado,enexperienciasrealizadassobreciertasbacterias,elhechodeque
en una gran cantidad de cultivos Celulares, algunas de las enzimas implicadas

aumentan periódicamente su actividad durante la división y esto provoca cam-

bios en la tasa de síntesis enzimática. Estas situaciones requieren algún tipo de

control de retro to ,,ó ufi-entación' Se- han propuesto varios modelos que son

capaces de describir diJho control' Uno de ellás.sugiere q1: :::::: 
metabolitos

reducen la producción de enzimas que se necesitan para su propia fabricación'

para ello se inhibe tui.urr".ip.ión de la molécula de ADN a ARN mensajero,

lru u, Ia "plantilla" que fabrica la enzima'

5.8.L EI modelo autocatalítico más simple posible

Pretendemosaquíestablecerdiversastécnicasparaestudiar.losmodelosrelati-
vos a sistemas que ";;;ti'""";'n 

algún tipo de mecanismo de feedback' Quizás

el modelo de autocatil¿sis m¡ís simpie sea el representado por la ecuación

kt
A+X =2X,lc-t

donde una molécula de X se combina con otra de A para formar dos de X' Si'

por algún procedimiento, co"'"g'i-os mantener la concentración de A de forma

constante e igual u ,,-iu it, Oá acción de masas aplicada a esta ecuación nos

conduce a la exPresión

9 = rro* - k-tx2, (5'11)

siendorlaconcentracióndelasustanciaX.obsérveseque(5.11)eselequiva-
lente químico , ru..rr"iániágística. El origen es un punto de equilibrio inestable

y r(ú) tiende cuando 7 -+ -iu.ia el valor á. .quiiiUtio estable r" = f,f ' Es-

ta reacción autocatalítica exhibe un fuerte proceso de retroalim:iti:1i::-:l

;il;;i"ñiuien¿o la verocidad de la reacción ya que' claro está, es necesarra

algún tipo du r"r.,,iUili¿aa ae la reacción' k-t l0' En-otro caso' /t-1 = 0' la

variación relativa d" i' 
"o""""tración 

de X crecería indefinidamente'

5.8.2 Cadena de reacciones de tipo autocatalítico' Bifur-

caciones

Consideremos ahora, en lugar de (5'11)' la cadena de reacciones

kr
A+X =2X,lc-t

donde X es usado para producft C apa-rtir de B' La diferencia en este caso es

t, 
"*i.t"rr.iu 

de un simple proceso de bifurcación'



L72 Capítulo 5. Otros modelos de interacción de especies

fe
fr(ftra - &za¡

O Incrt¿b¡c a E.t¡blc

hHzÜ.ro 0<

Ine!tablc

No ticnc ..ntido t.a¡

Ert!ble

Inc.tsble

kto - kzb

Figura 5.12 Diagrama de bifurcación asociado a la ecuación (5.13) según la tasa

de producción de X sea menor o mayor que la tasa de pérdida en una cadena

de reacción de tipo autocatilítica como (5.12).

Si suponemos que las concentraciones de A y B, a Y ó respectivamente,

son mantenidas constantes entonces, aplicando la ley de acción de masas, las

reacciones (5.12) conducen a plantear la ecuación diferencial

dx
#: kro* - k-fi2 - k2br (5.13)

o bien,

9=¡kro-kzb)r-k-fiz
d¿

Obsérvese que k1a es la tasa de producción de X y que ,tzb es la tasa de

pérdida de X.

o Si la diferencia }ta- kzb es mayor que cero, entonces el (0,0) es un punto
de equilibrio inestable mientras que, en ese caso, r" = b# es un valor

positivo que indica un punto hacia el que se aproximan de forma asintótica
todas las trayectorias. De hecho,la solución r(t) = r. es estable.

o Por el contrario, si (k1a - kzb) < 0 el origen representa un punto estable
ya que la tasa de producción es menor que la de pérdida.

La bifurcación aparece, por tanto, cuando esa diferencia cambia de signo.

Esta situación se refleja en la figura 5.12.

5.9 Osciladores químicos biológicos. Historia y
ecuaciones

Aunque todos los sistemas biológicos son inmensamente complejos, son también
lógicos, ordenados y situados de modo que actúe de forma lo m¿ís eficiente
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posible.Deformaconcisa'talessistemasalmacenaninformaciónymediosde
'generación 

de los mecanisáos de reproducción celular, organización, control' ' ' '

Muchosdeestosprocesossondetipooscilatoriobienseaconperiodosdehoras'
minutos, segundos o, incluso, semanas'

Los látidos del corazón, la activación neuronal como impulsos eléctricos según

fue propuesta en los traúajos de Hodgkin y Huxley' la respiración donde el

p".iá¿" a. repetición de Ia oscilación es de aproximadamente_un segundo, cierta

actividad neuronal en el cerebro, Ios procesos de glucolisis donde la glucosa se

áiuia. para proporcionar energía al metabolismo celular y otros muchos' son

u.i"*pfár de áscijadores químicás donde aparecen estados de equilibrio estables

en forma de ciclos límites.

Este tipo de estudios comenzó con los trabajos de Lotka (1910) que pro-

prro urn ecuación de carácter teórico que presentaba un comportamiento de

iipo oscilatorio. Más tarde, Bray (1921) encontró un experimento concreto que

pi"r""tuuu esta clase de compártamiento aunque su trabajo fue muy critica-

do puesto que se pensó, de forma equivocada, que violaba la segunda ley de

la termodinámica. Esto provocó una ralentlzación en el campo del estudio ma-

temático del ca¡ácter osc^ilatorio de muchos procesos químicos y, así, la siguiente

reacción de este tipo no fue descubierta hasta la década de Ios cincuenta por

Belousov. sus trabajos fueron continuados por Zhabotinskii (1964) y, desde

entonces, es un campo de estudio inmenso y reconocido'

veamos ahora un ejemplo sencillo de estas situaciones. Básicamente traba-

jaremos con las reacciones

:r¿kzk¡
A+ X -+2X, X +Y -+2Y' Y -+ B

dondelaconcentracióndeAsemarrtieneconstante.Lasdosprimerasreacciones
son autocataliti.r" ,riqre,aplicando Ia ley de acción de masas, planteamos el

sistema de ecuaciones diferenciales

dr
a
da

d¿
db

dú

= k¡o,fr

= kzxA

=k*

kzrA

k* (5.14)

donde las variables fr, A Y b representan las concentraciones de X' Y y B'

respectivamente. B, iri-á¿iuto eliminar la tercera ecuación de la expresión

anterior ya que upur""u desacoplada de las otras dos Y' Por tanto' sabemos

resolverla si antes determinamás las soluciones de un sistema diferencial de

dimensión dos.

Esfácilobservarlasimilituddelsistema(5.14)coneldeducido.comosistema
deLotka-Volterraparaunmodelodepredador-presa.Para..JYd,.u.elcompor-
tamiento cualitativo, en el plano de fases, de las soluciones del sistema (5'14)'
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realizamos el proceso habitual de adimensionalización. Entonces, media¡rte los

cambios de variables

r = letat, u: **, , = ho
y la aparición de un nuevo parámetro

o= 9,
Kta

el sistema (5.14) se transforma en

( * : ul-u)
I 4, (5.15)

I P = au(u-t)\d¡
A partir de aquí podríamos realizar el estudio de puntos de equilibrio, su

estabilidad y el comportamiento de las trayectorias a su alrededor. De todos mo-

dos, ya que estas ecuaCiones son exactamente las mismas que las que aparecieron

en eimodelo de Lotka-Volterra, todo el estudio que de ellas realizamos es igual-

mente aplicable en este caso. Sus soluciones son, en consecuencia, periódicas en

tiempo pero también Son estructuralmente inestables (esto es, si varíamos un

poco el dato inicial, los valores de la solución puede distanciarse mucho de la

original conforme el tiempo crece). A efectos visuales, estas soluciones cíclicas

se reflejarían en cambios continuos del color de la reacción'

5.g.1 ¿cómo construir un modelo de oscilador químico?.
Un ejemplo muY sencillo

En muchos de Ios procesos biológicos es prácticamente imposible determinar las

reacciones bioquímicas que tienen lugar. Sin embargo, suele ocurrir que sí se

conozcan los efectos cualitativos producidos por la variación de los reactantes

o de las condiciones operativas. Es a través de esos comportamientos como se

construyen Ios mecanismos de los modelos. Sus resultados proporcionan útiles

predicciones en gran cantidad de problemas, de tipo médico por ejemplo. Las

situaciones cualitativas que se observan son las que se traducen en las ecuaciones

diferenciales que acabarán constituyendo el modelo, y no la cadena de reaccio-

nes que tienen lugar. Matemáticamente, este modelo puede ser considerado

como una reducción o simplificación de la realidad, a través de procedimientos

asintóticos.
Supongamos un ejemplo de modelo reducido, relativo a dos especies u y u

de forma que

1. u activa a u con tasa de activación du, donde d es una constante positiva.

2. Tanto u como u se degradan de forma directamente proporcional a sus

concentraciones, con tasas respectivas -cu Y -eu, donde c y e son cons-

tantes.
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De la primera condición se deduce que cuando u crece entonces u decrece

y, por taio, se reduce a sí mismo de forma indirecta. cuanto más grande sea

i; ;;r";"* es la producción de u. Este sería un ejemplo de retroalimentación

negativaomecanismodeleedbackinhibido.Unaposibleformulacióndeesta
ult]ma hipótesis se puede hacer a través de funciones d" tÍn'

A partir de estas consideraciones tenemos que construir ecuaciones que las

reco;an.Unmodeloqueresponderíaaesasobservacionesdecaráctercualitativo
serra

du
d¿

du

d,

a

b+u

du-eu
(5.16)

Esflácilcomprobarqueexisteunestadodeequilibrioestableparaelsis-
tema (5.16). Este punto estacionario de interés (uo'oo) ha de satisfacer las

ecuaciones 
^ be au?o+ff"o-fi=o

Con el análisis Iineal de estabilidad (similar al realizado en el capítulo cuar-

.op*uelmodelodecompetición)seobservainmediatamentequeesteúnico
punto de equilibrio ubicaáo en el primer cuadrante es estable. Es ademas

i"intóti"r*"rrte estable. De hecho, se puede construir fácilmente un recinto

[.ir"srl". de modo que los vectores dál campo vectorial correspondientes si-

tuados sobre los puntos de la frontera, apunten hacia el interior de la caja' Por

tanto,todaslastrayectoriasquecomiencenenunlugarsituadoenelinteriorde
este recinto acaban por "morir" acercándose al punto ('o''o)n'

5.g.2 Modelos de competición y simbiósis

d
uo = -uo

e

Muchasotrasecuacionespuedenserestudiadascorrespondiendoaestetipo
de reacciones d" actiáci¿i u intiui.ión. Así, una enzima_puede ser inhibido

por diferentes susta.rcias químicas' Dichas sustancias' pueden actuar de forma

reversible o irreversible. Lás inhibidores reversibles se clasifican en competitivos'

no competitivos Y acomPetitivos'
Los inhibidores comietitivos son aquellos que "luchan" con el sustrato por

la unión con el centro activo del enzima. Los inhibidores no competitivos se

unen al enzima po, ,n l'gur diferente al centro de unión del substrato' y los

acompetitivosqueseunen"sóloalcomplejoenzima-substratonoalenzimalibre.
cada una de estas situaciones, entre otras muchas, se puede modelar y estudiar

con el mismo tipo de f.o"eaiáierrtos que hasta ahora venimos utilizando.

para futuros estudios sobre estos temas se puede consultar el libro [28], y las

referencias que en él se indican'

4La comProbación de estas

para el lector
afirmaciones no son más que un ejercicio de fácil resolución
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5.10 Interacción de más de dos especies

Cuando consideramos fenómenos que Ilevan consigo intentar describir comuni-

dades con muchas especies que interaccionan, cualquier modelo que intentemos

construir no resulta fácil.

Hemos de utilizar numerosas observaciones o, incluso, intuiciones para deter-

minar posibles valores de los parámetros y simular entonces Ia dinámica de estos

sistemas. Una característica importante es que las ecuaciones presentan gran

sensibilidad a las condiciones iniciales, esto es, pequeños cambios en las condi-

ciones iniciales pueden cambiar por completo a largo plazo el comportamiento

de Ia solución.

Así pues, al aumentar el número de variables dependientes en las que se

escriben las ecuaciones del sistema, Ia complejidad del sistema no sólo se ve

reflejada en la cantidad de parámetros nuevos que aparecerán, sino en la gran

,rariádad de comportamiento que las órbitas y trayectorias pueden exhibir' Por

ejemplo, en los modelos unidimensionales o bidimensionales las órbitas estables

se resumen en puntos de equilibrio o ciclos límite. Si n = 3 aparecen otras

órbitas que reciben el nombre de otroctores eatraños, que ya mencionamos en el

capítulo primero, y cuya dinámica puede ser verdaderamente muy, muy compli-

caáa. Ni siquiera hay que pensar en ecuaciones cuya estructura sea demasiado

retorciila, basta considerar un modelo de Lotka-Volterra que represente la in-

teracción de tres especies, o el ampliamente estudiado sistema de Lorenz, [23],

también tridimensional y dependiente de un único parámetro, crtya grdfica es

uno de los atractores extraños miís bellos y sorprendentes'

De hecho, asociado a este tipo de órbitas suelen venir las denominadas es-

tructuras fractales, cuyo estudio es una de las áreas de las matemáticas que

mayor desarrollo ha experimentado en los últimos años, animado también por

Io extraordinario de su belleza. No es nuestro objetivo entrar aquí en el análisis

de este extraño y fascinante mundo, la teoría del Caos pero animamos al lector

a intentar comprender la relación con todo lo que estamos estudiando. Hay

multitud de bibliografía actual referida a este tema' En [16]' encontramos una

visión bastante asequible de los orígenes y los principales problemas y campos

asociados a esta materia. En el artículo [34], también tenemos una introduc-

ción, con un punto de vista más riguroso, sobre el Caos, analizando uno de los

ejemplos m¡ís cl¡ísicos, simples y, de hecho, relacionados con la temática de este

libro: la ecuación logística unidimensional discreta'

Pero, no nos olvidemos del objetivo fundamental de este trabajo, que quedó

clara en la introducción a Ia obra y volvamos al análisis de sistemas bidimen-

sionales de carácter continuo.
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5.11- Ejercicios

1. Sea un modelo de competición para dos especies de poblaciones Nr y Nz

,,rr,(r-*-^,X)
= ,r, (r -r,X)

(a) ¿CuáIes son las bases ecológicas en las que descansa este modelo?'

(b)Adimensionalizaelsistemaparareducirelnúmerodeparámetrosycalcula
las soluciones estacionarias'

(c)Investigalaestabilidadrealizandounanálisisdelflujoenelplanodefases.

(d)Demuestraque,independientementedelvalordelospariímetros,sesatis-
face el principio de exclusión competitiva'

(e)DescribebrevementebajoquécircunstanciasseextinguelaespecieN2.

2.

(a) Determina el tipo de interacción entre las dos especies Nr y Nz que apa-

recen imPlicadas en el modelo

dNr (,-#hF;
(, - 

N'
\^ Kz t bztNt

(b)Dibujalaslíneasdetangentehorizontalyverticalydeterminalospuntos
de equilibrio.

(c)Describebrevementelasimplicacionesecológicasdelosresultadosdeeste
análisis'

3.UnaenzimaalostéricaEreaccionaconunsustratoSparaproducirun
producto P según el mecanismo

ftr kz

S+E = Ct -+ E+P,
k_t

ks k¿,

S+6 = Cz -+ Ct*P,
lc-s

dondek¿sonlasconstantesquemarcanlavelocidaddelareacciólyCtyCz
los complejos enzima-sustrato. Notaremos con letras minúsculas las correspon-

dientes concentracio";.;t trt condiciones iniciales serán s(0) = So' e(0) = eo'

c1(0)=c2(0)=P(0)=0'

dN1

ü
dNz
dt

dt
dNz

rrNr

N,T2

)

)dt
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Basándote en la ley de acción de masas, escribe las ecuaciones diferenciales

que modelan esta situación. ¿Todas las ecuaciones están acopladas?' ¿Puedes

reducir el número de ecuaciones manteniendo la descripción de la situación?.

4. Considera el sistema que modela la reacción en la que dos reactivos X e Y se

degradan de forma lineal, y X activa a Y mientras que Y activa a X de acuerdo

con la ecuación
dr
dt
dy

dt

donde 0 e y representan las concentraciones de los reactivos respectivos' y k1'

lcz, ht, hz, K y Il son constantes positivas.

(a) Adimensionaliza el sistema para reducir el número de pariímetros signifi-

cativo.

(b) Plantea la ecuación cuya resolución proporcionaría los valores de equilibrio

del sistema (no intentes resolverla).

(c) El origen es un punto de equilibrio, analiza su estabilidad'

5. En 1926, Volterra presentó el siguiente modelo para modelar el comporta-

miento de dos especies que compiten por la misma fuente de comida:

[br -]r(hrNr +hzNz)lNr

[b2 -,\2(hlNr + h2N2)jN2

Supón, además, q"e * > g.

(a) Determina todos los puntos de equilibrio de dicha ecuación'

(b) Analiza Ia estabilidad de cada uno de ellos. Realiza, por ejemplo, un

estudio del flujo de dicho sistema.

(c) Prueba que la segunda especie se extinguirá siempre a largo plazo si

Nr(¿o) > 0, siendo üs el instante en que iniciamos el aniílisis de Ia si-

tuación.

6. Los mecanismos activación-inhibición bidimensionales una vez adimensiona-

lizados pueden ser descritos por ecuaciones del tipo

-u2a-bu*-, = a-u*u2a,

= b-u2u,

k,*0, - kzn,

,
hr# - hzu,

dNl
ü

dNz
dt

(o)
1r2 - 'n,

du
d¿
do

ü

u

du
ü
du

d¿

donde o y ó son constantes positivas.

(ó)
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(a) ¿Curái es el activador y cuál es el inhibidor en cada una de esas reacciones?'

(b) ¿Qué fenómenos indican los términos no lineales?' Dibuja las líneas de

' ' 
iangente horizontal y vertical'

(c) ¿Es posible tener varios estados de equilibrio estable con este tipo de

cinética química?'

(d) ¿Qué podemos decir si la inhibición del substrato se incluye en el sistema

(a), esto es, si reemPlazamos * ,ot ,Oful

7. El mecanismo de la reacción "Bruselator" ' 
propuesto por Prigogene & Lefever

(1968), es

kt
2X +Y -+ 3X,

du
= bu - au2u,

d¡

donde u y t, corresponden a X e Y, r = ktt' a = bW y b = Y'

(c) Determina los puntos de equilibrio positivos'

(d) Demuestra que b = bc = 1 + o es un valor de bifurcación en el que el punto

de equilibrio pasa a sár inestable y aparece un ciclo límite' esto es' se trata

á" "" f""¿^eno de bifurcación de Hopf'

le)Enconsecuencia,demuestraquealrededordelvalorb"apareceunciclo
lÍmite de Periodo ft'

let

A-+ X,
kz

B+X -+Y*D,
kt

X-+E

dondek¿representanlasvelocidadesalasqueseproducenlasreaccionesylas
ao""u"ttuaiones de los reactivos Ay B se mantienen constantes'

(a)Escribeelsistemadeecuacionesdiferencialesquedescribeestasituación
siendo las variables dependientes las concentraciones X eY '

(b) Adimensionaliza las ecuaciones de forma que éstas resulten

q = 1-(ü+!)u+au2a,
dr





Capítulo 6

Recursos renovables: un
modelo de pesquería abierta

En el capítulo tercero estudiamos Ias ecuaciones de dimensión uno que des-

cribían eI crecimiento de una especie renovable que se sometía a algún tipo de

explotación. En particular, y para fijar ideas, nos centrábamos en el análisis

d" lu p"."u de una población determinada. No obstante, y aun en el caso más

g"rrurul discutido, considerábamos que la tasa de capturas era proporcional a la

áantidad de individuos presentes en cada instante, siguiendo la expresión

Tasa de caPturas - qEt,

donde q está definida como la tasa de capturabilidad de la especie, que recorda-

*o, q," indica el grado de dificultad que presenta la especie para ser pescada,

y E es el esfuerzo pesquero, medido en número de barcos tipo medio' Ambas

magnitudes fueron consideradas, para simplificar la descripción, valores cons-

tanies aunque, en determinadas circunstancias, quizrís respondan a cambios de

Ias condiciones que los rodean.

En cualquier CaSo, Ia ecuación deducida hasta ahora, que regula la variación

en la población de una especie de peces, quedaría

dÍ 
=r(r) -qlr

dú

donde r(ú) indica el tamaño de la población en el instante t y la función F(r) re-

presenta, áe forma general, el creáimiento absoluto de dicha especie en ausencia

á" pur.u. De forma habitúal en el desarrollo de este libro, hemos venido utili-

,u.rdo 
"rrru* 

logísticas, de compensación, o de despensación para ajustar esta

función F(") y ás fundamentalmente en estos modelos en los que centraremos

nuestro análisis.

Pero, ¿qué ocurriría si el esfuerzo pesquero pasara de ser una cantidad cons-

ta"t" ;;;g;larse en función de la tasa de capturas de dicha especie? Veamos
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cómo,enesteCaso,podemosescribirunmodelobidimensionalquemodelaco-
rrectamenteestasituacióny'portanto,puederesultardeinterésunestudiode
los purrtos de equilibrio, ,, á.tuuiuaud y l,os fenómenos que provocan la aparición

de ciclos límite.

6.1 Un modelo de pesca en régimen abierto

LasuposiciónantesindicadadequeelesfuerzopesqueroEvaríadeforma
proporcio.rat a la tasa de capturas y, en términos puramente económicos' de

iroáo ptoporcional ala ganoncia, aparece recogida en la expresión

dE .--

E = K' uanancla'

siendo .ñ, ,rm constante de proporcionalidad'

Laideadegananciaserefiereexactamentealbeneficiorealobtenidoconla
p"r*, esto es, iá diferencia entre el beneficio bruto de la venta de la captura y el

coste que tiene para el armador fletar los barcos. Tenemos pues una expresión

algo más explícita para este término,

Ganancia-PqEr-cE,

donde p es el precio unitario de venta, que vamos a considerarinvariantel, y

c es el coste medio de mantenimiento por barco. La constante ,& recibe en el

balance económico el nombre de índice de respuesta al beneficio real.

EI modelo analizado resultaría descrito por la expresión

(d*

t#
F(r) - qEr,

k ¡,qe* - cE).

(6.1)

Lo que interesa analizar a partir de este momento es la evolución de la

densidaá de población, r(t), y del esfuerzo pesquero, E(ü), en función de los

parámetros P, Q, c y K, que participan en el sistema'

lEste concepto es, en general, una simplifrcación de carácter económico pues no resulta

lógico suponer, en los términos actuales del mercado, que el precio de la captura no dePenda

de factores externos' como la ley de la oferta y la demanda. Si, intentando generalizar las

situaciones a las que se refiere el modelo, suponemos que el precio varía en el tiemPo, miás

exactamente, que fluctúa de forma inversamente proporcional a la cantidad de individuos

de la especie caPturados, tendríamos que enunciar una nueva ley que nos permita describir

cómo varía esta magnitud en función de variables ya definidas e introduciendo, a lo miís

algunos parámetros nuevos de valor constante. El modelo que se plantearía sería, por tanto,

tridimensional y no se encuadraría dentro de los límites con los que trabajamos en este texto.
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6.2 Equilibrio Y estabilidad

6.2.L Determinación de los puntos de equilibrio

como siempre, comenzamos con el cálculo de aquellos puntos del plano de fases

qu" ,"prur*tan, en sí mismos, órbitas completas del sistema' Sean pues'

/ F(l- oE) , (6.2)f (*,8) = ,1.-, ) ,

g(r,E) = kn @qr - c) . (6'3)

las funciones que determinan las curvas asociadas a puntos de flujo vertical y

horizontal, respectivamente. Los valores de corte entre ellas se corresponden con

io, p""to. de velocidad nula. Aparecen, de esta forma, dos únicas soluciones

válidas, al ofrecer resultados positivos

(0,0) y (r,E)

COII pF(clpq)_c
pq

E (6.4)
c

También podemos verlo desde un punto de vista gráfico. Así, sobre el eje

r = o la función f = 0 y los puntos situados en él tienen asociados vectores

velocidad verticales; en lá recta E =0,1a función I = 0 y, por tanto' el flujo

sobre ella aparece dirigido en dirección horizontal. El origen aparece' de forma

trivial, como punto de equilibrio del sistema'--- 
iu'trn"iai ¡1r,E), áefinida en (6.3), marca también otra curva sobre el

plano de fases a cuyos'puntos se asocian tan sólo vectores de flujo verticales'
-Esta 

curva tiene como expresión explícita

y=E(x)=ry,qÍ

o, lo que es lo mismo, también podemos representarla como

y=E(r)=1turo(r),
.l

dondeo(c)indicaelánguloquelimitaelafijodelpuntorconsideradoyla
horirontal,'como ya defini"mos al introducir esta notación en el capítulo segundo'

Debido a las propiedades de monotonía de la función tangente, ya establecimos

queelcomportamientocualitativodetana(c)vienemarcadosimplementepor
ü función o1r¡. V, en las figuras 2'12,2'13,2'14 y 2'15 aparecían las gráficas

de estas "u*o, 
ile crecimienlo relotiuo para modelos logísticos, compensatorios

y despensatorios." L; función g(t,E), definida en (6'3), determina asimismo otra recta para

cuyos puntos "ifir¡o 
asociado tiene segunda componente nula. En este caso, se

trata de una recta vertical de ecuación
c

&-
pq
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El corte de esta línea y de la curva antes mencionada ofrece el punto de

.qririU.i" (¡, E). Las distintas situaciones, analizadas a partir de las gráficas de

crecimiento relativo antes mencionadas, se recoSen en la figura 6.1.

para que el valor de .E tenga un sentido real, necesitamos que r ( /f, esto

es, sea *".ro, que la capacidaá de soporte m¡íxima del medio' o dicho de otro

modo, que c 1PqK.
El coste de mantenimiento de un barco tiene que poderse cubrir con el be-

neficio bruto de una captura ideal de toda la población, supuesta estabilizada

en torno a su valor m¿íximo. Éste es el sentido que tiene la existencia del punto

áe equitibrio (r,.8) en el primer cuadrante del plano de fases'

6.2.2Estabilidaddelassolucionesestacionarias
En el caso de los sistemas bidimensionales, la estabilidad-y la clasificación-de

io. prrrrto, fijos se hace a través de los autovalores de Ia matriz jacobiana a partir

del teorema 1.7.1.

J(x,E) -
F'(r) - qE

kpqE
-qr

frury - c) )

para asegurarla tenemos que exigir, comocondición algebraica equivalente' que

ia traza áe la matriz del sistemalinealizado sea negativa mientras que el deter-

minante se mantiene Positivo.
Pa¡ticularicemos esa matriz en el origen para determinar el comportamiento

de éste. La expresión anterior resulta ahora

J(o, o) =
F',(0)

0

,^\
-K" )

como .k y c son magnitudes positivas, el signo negativo determina que

ese autovalor de la matriz es un número negativo. El signo del otro estará

determinadoporelsignoder''(0)y,portanto,delsignodelapendientedela
,u.tu t*g.ntl en al o-rig.n a la furrción de crecimiento absoluto y = F(r)'

El (0,¡) será un p,rito d" equilibrio inestable en todos los casos salvo en el

de despensación crítica.
Y, jes estable el punto (e, -E) dado por la expresión (6'4) en el modelo (6'1)?'

La matriz del sistema linealizado alrededor de ese punto tendría la expresión

- / p'(il-qí -qt \
J(z' E) = (. keqn o )

Analicemos, como antes, el valor de la traza y el determinante'

traza(J(Í, E)) = F' (e) - qE

det(J(e,E)) = kpqzzÚ
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_ l@,8) = 0

- 
g(x,E) = O

6_ c*- pq

,E)

n@)=M

E
E

ñ_ c*- pq

(¡,8)
B

fr

(a) Caso logístico (b) Caso comPensatorio

E

o_ c*- pq

ñ_ c*- pq

e@)=M
E)

E(x)= F(c)
qi

fi

0 Í 0

(c) Caso desPensatorio
(d) DesPensatorio crítico

Figura6.L:Localizacióndelospuntosdeequitibrioenunsistemabiümensiona)
di pesca en régimen abierto'

@)=P

r
0

E
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y = r*f: *]

-- Estable Estable

v = F(a)

Ímax fr f s-"* r

Figura 6.2: (e,E) es un punto de equilibrio estable en modelos logísticos y
compensatorios.

Esta última igualdad siempre será un valor positivo y' por tanto, la determi-
nación de la estabilidad o inestabilidad del punto se reduce al estudio del signo

de la traza. Condición suficiente para la estabilidad del punto será pues

F'(¡)-qE<0
Analicemos los diferentes casos posibles distinguiendo, por un lado, los mo-

delos logísticos y de compensación, y, por otro, los de despensación.

6.3 Solución estacionaria no trivial: curvas com-
pensatorias

A partir de las griíficas representadas en la figura 6.2, es fácil observar que si

Í se encuentra situada a la derecha de r-",, el valor que nos da el m¡íximo de

la curva y = F(s), tenemos asegurada la estabilidad del punto de equilibrio
ya que la condición de estabilidad a la que antes nos referíamos es satisfecha
trivialmente al ser la suma de dos cantidades negativas.

Para los puntos situados a la derecha de Í-", tenemos que recurrir a otros
procedimientos. En el caso logístico el problema no existe realmente ya que

tenemos una expresión analítica con la que podemos trabajar directamente. Así
que con dicha expresión, y utilizando ademiís (6.4), tenemos que

F'(z) - qE = r -'#- - qE = -ff
resulta una cantidad siempre negativa. EI punto (u, E) es, pues, siempre estable
para un modelo bidimensional del tipo (6.1) que se rige por un modelo logístico.

Si .F'(c) se ajusta ahora a un modelo compensatorio tenemos que recurrir

a un pequeño truco. Consiste en sumar y restar p , Ia en la expresión que

determina la traza de la matriz

F'(¡) -qd = (r'{e, - ry) . (ry -14

o(r)
0
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6.4

Estable

- 

lmstablo
Establs

- 

lnestabl€

fi t\
Í fr" r^,,Í Í Íc fr^,,Í K

Figura6.3:Sjlaabscisadelva]orestacionarioessuperioraundeterminado
,¡lrJ,-*", el punto de equitibrio asociado es estable, y recíprocafiente.

EI segundo de esos sumandos es siempre cero' aplicando la expresión (6'4)

quedefineelpuntoa""q,-iriu'i"notrivial.Elestudiodelsignoquepreten.díamos
hacer, es más .encitto-"lo'" puesto que depende tan sólo de f y no de E'

Pádemor, además, interpretar cada uno de los términos que aparecen como

las tangentes de cierios ángulos, que se- reflejan en la figura 6'2' Debido a

las propiedades de la f;;tió; tunge"te' el signo de esta diferencia es el mismo

que el de la diferencia-entre los ángulos respictivos.. En resumen, reducimos el

problema a la comparación de los ángulos a(x) v 0@)'

F' (ú) - ry =tanB(e) - tana(r) - P(r)- CI(t)'

o cuando x = 0,É(0) -o(0) = 0 pues F'(0) = ,'iü.? se puede deducir

que el origen es un punto inestable' como ya sabíamos'

o Si f ) 0, se puede demostrar analíticamente que B(e) < a(t)' De hecho'

para valores J;;J;; ;-"*.,- É(¿) es negativa mientras que o(e) es

positivo, .on fo'qu" ia desiffidad anterior es trivial. Para valores de Í
inferiores . "-*,';;;; 

üriirpr" observación de la gráfica representada en

la figura 6.2.

Enambassituaciones,elpuntodeequilibrionotrivialasociadoamodelos
logísticos y compensatorios es siempre estable'

6.4Soluciónestacionarianotrivial:curvasdes.
pensatorias

Enloscasosenquelafuncióndecrecimientoabsolutodelaespecie,enausencia
de explotación, se ;";;;;u """'" 

a" tipo despensatorio (crítico o no) la

plE)
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MooBr,o (0,0, i,E)
Inestable

Compensatorio Inestable Estable

Despensatorio

Despensatorio

crítico

Inestable existe r" € (0, K) si r 1r" Inestable
sic>c"

Estable existe r" € (0, /l) sio<c" Inestable
sif>c"

Figura 6.4: Bstabilidad de los punúos de equilibrio pa.ra el modelo (6.1)

conclusión a la que se llega es ligeramente diferente aunque los razonamientos

son simila¡es.
En ambas situaciones, aparece un valor crítico de tamaño de la población

1", que nos delimita un cambio en el carácter de la estabilidad del punto de

equilibrio. Dicho valor corresponde a Ia abscisa del único punto de la curva

y : F(r) por el que la tangente coincide con la recta tangente exterior a Ia
griífica desde el origen.

Por inspección de la figura 6.3 (cabría, claro está, una demostración analíti
ca) es fácil comprobar que si

o r 18", entonces o(t) < p(r). En consecuencia,la trazaes positiva y el

punto (r , E) tiene un carácter inestable.

o x ) n", a(e) > P(f) y podemos asegurar que el valor de la traza es

siempre negativo. se mantiene pues la condición de estabilidad para el

punto (2,.É).

¿De qué depende el paso de un estado de estabilidad a otro de inestabilidad?

En realidad, si ¿ ) c" tenemos que disminuir el valor de f. Para ello, a partir
de la expresión (6.4), bastaría disminuir el coste por barco o, simplemente,

aumentar el precio de venta2.

6.5 Comportamiento asintótico del sistema

EI resumen de todas estas situaciones aparece recogido en la figura 6.4. Cuando

aparece un punto de equilibrio estable, vemos como el flujo de todo el sistema

evoluciona hacia é1. Las órbitas vendrán descritas por espirales ó por otras

curvas que tienden a ca€r en dicho punto.
La razót de estos dos tipos de curvas se basa en la posibilidad de que los

autovalores de la matriz jacobiana.sean valores complejos, con parte real estric-

tamente negativa, o se reduzcan a números reales, menores que Cero. ASí, el

2También valdría que, de algún modo, aumentará la tasa de capturabilidad de la especie,

pero ésta es una caracterlstica intrfnseca a la especie y no es lógico suponer que sea fócilmente
alterable.

Logístico Estable
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miento asintótico del sistema6.5. ComPorta

E

,\_ 2

3Por ejemplo, Para valores suficientemente pequeños de R . ) se reducirá a números reales

estable. No añadimos la gráfica
y, por tanto el Punto de equilibrio sería un nodo degenerado

que correspondería a este caso. De todos modos,

y, por tanto, en virtud del signo del discriminante

(r'(r) -sE)2 -akPqEo

resultarán valores reales o complejos3'

Aestefenómenosereduceelcomportamientodelsistemacuandoelmodelo
de crecimiento seguidJ 

"r, 
r, 

".,ru"ion-(6.1) 
es de tipo logístico o compensatorio'

Elhechodequelavariacióndelaespecieseajusteauna.curvadespensatoria,
pero de forma que el equilibrio aparezcu po' u'"i*u del valor crítico' no cambia

el comportamiento cualitativo áel sistema expuesto hasta ahora. Para fijar

ideas, en la figura 6.;;;t hemos centrado en un modelo despensatorio donde

alrededordelpuntodeequilibrioestable,lasórbitasdescribenespiralesque
tienden a acercarse cada Yez más a dicho punto'

r
0

Figura6.5:Enunmodelodedespensación,lasórbitasSecomportancomo
ffiil"; estables alrededor del punto de equilibrio no trivial'

polinomio característico que dicha matriz resulta

)2 - (F'(r) - sE)I + kpqÚt = o

Con lo que, la expresión de los autovalores'

F'(e) - qE t (",(o) -q4)z-akpqEn

comportamiento de las órbitas en dicha situación'
recordemos que la figura 1.8(b) marca el
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Figura 6.6: Región invariante que establece, en determinadas circunstancias la

existencia de ciclos límites para el modelo (6.1).

6.6 Aparición de ciclos límite

Si, en alguno de los casos de despensación, el punto de equilibrio no trivial es

inestable, el comportamiento a largo plazo del sistema no puede determinar la

evolución hacia dicho punto. De hecho, vamos a construir un recinto de forma

que podamos asegurar que las trayectorias no escapan hacia el infinito: m¡ís

concretamente, no podrán salir del recinto. EI teorema 1.9.7 asegura entonces

Ia aparición de una órbita cerrada que rodea el punto estacionario. Recordemos

que para ello basta conseguir que el flujo sobre Ia poligonal que limita su frontera

esté orientado hacia el interior del recinto.

La figura 6.6 muestra la forma final de este conjunto, ahora analizaremos

cuáles han sido los pasos que hemos ido dando hasta llegar a esa conclusión.

Para empezar, y debido a las direcciones de los vectores de flujo por encima

de la gráfica de la curva f(',8) : 0, se comprueba que las trayectorias no

podrían irse hasta el infinito. Más aún, si consideramos un rectángulo formado

por los ejes de coordenadas y lados paralelos a ellos (que dejen la curva a la que

antes nos referíamos totalmente contenida en el interior), podemos asegurar que

en parte de los segmentos no contenidos en los ejes, el sentido de las líneas que

marcan la dirección de la velocidad está ya orientado hacia dentro del recinto'

El siguiente paso consiste en observar que un pequeño desplazamiento de los

segmentos de los ejes hacia el interior del primer cuadrante. Obtengo nuevos

frigmentos que cuyos puntos se dirigen ya hacia donde deseamos. Además de Io

anterior, la idea fundamental para terminar la construcción, será conseguir que

el vector asociado a cada vértice de la poligonal opunte hacia el vértice siguiente.

D

B

o
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E

= r(t)

v

r

Figura 6.7: Compottamiento de las órbitas que rodean a 
9Xl9 liryne 

y compo-

nentes de las trayectorjÁ uoc¡udas, r(t) y E(t), en función del tiempo'

Elijamos, pues, un punto A contenido en /(r'E) = 0'. . E + 0 y por él

trazamos la verticar. I\4ur.urno, ahora un punto B de esta línea de forma que

Ia recta orientada po, 
"ir".tor 

ligado a éino corte la gráfica f(r,E) = 0' El

punto C, que marcará 
"f 

tiÁ'i*'á vértice de la poligonal' será el corte con la

recta g(r, E) = 0, r I 0' Ahora nos movemos en la horizontal construida a

partir de él y recorridá f'lti' la derecha' Todos los puntos de este segmento

tienen vectores d" n,,¡o q"" upt"'tu" hacia abajo y hacia la derecha' así que

llegar hasta ,rn punto''J"t;"; eje de ordenadas y t'tazar una paralela a éste

nosolucionanuestrop'obtt,,,u'Apesatdeello'estarectadeterminalaposición
-8, como la intersecciá" .o" la curL f @,8) = 0. La importancia de este valor

puede suponerse, ya o*;;;;*;t unotu'a procedimiento' ya usado' de utilizar

recortaruna esquinaiel ráctángulo base utihzando para ello el vector de flujo

asociado a uno de to, p,r.rto, cántenido en el segmento superior que se dirige

hacia E. A este nrr"uo uérti.e de nuestra poligonal frontera lo notaremos como

C. Sólo nos queda "cerrar el ciclo" y asegurarnos que la parte del recinto que

quedará a la izquierda de la recta que verifica s@'E) - 0 y por debajo de

la curva en la que /i;;i = ó ;';p"to deja 
"'iopo' 

ninguna travectoria' EI

segmento marcado pt. ru línea que sigue ü dirección del vector de flujo del

punto G 
"ortu 

rr...,u'iu*et'te uia ue'tital paralela al eje de ordenadas' que

considerábamos inicialmente, en un punto situado bajo la curva Í(*,8): 0' A

este último vértice lo llamaremos F'
Repetimos q,r. tááo ttte proceso resulta de fácil comprensión si' al mismo

tiempo que leemos el razonamiento' vamos examinando la gráfica 6'6 y 6'5' y

.r"riio.rándonos los problemas planteados'

El espacio del pl-ano de fasás hmitado por la línea poligortal ABCDEFG

resulta una región invariante que contiene un único punto fijo' que es inestable'

Cualquierórbitaquecomienzadentronuncasaledeallí.Laúnicaposibili-
dad que tienen .orrrir,á-.r, evolucionar hacia un ciclo límite, según el esquema

marcadoenlafigura6'T.Siestudiamoscómovaríanentérminosdelavaria-
ble temporal .,r"*or!ri"'Ias gráficas asociadas al ciclo son soluciones oscilantes
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que aparecen con un cierto ríngulo de desfase que depende de las condiciones

iniciales.

6.7 Conclusiones

La deducción de resultados que se puede hacen es bastante,amplia. Hasta ahora

hemos querido introducir Ios conceptos y las ideas necesarias para que el lector

sea Capaz de razonar que es lo que ocurriría en cada Caso. Hacemos notar que

cuando el sistema evoluciona de forma natural hacia un único valor de equilibrio,
la población tiende a estabilizarse en un determinado tamaño y en la pesquería

(aunque es abierta) suele haber un número "fijo" de barcos (tipo medio). En

cambio, cuando (r, E) es inestable, el sistema tiende a medida que pasa el

tiempo hacia un ciclo límite estable, esto es, tanto la población como el número

de barcos que acuden a la pesquería van fluctuando según un determinado ritmo,
marcado por el periodo del cicloa.

Este caso puede ser, quizás, miís factible de mantener para explotar la pes-

quería de forma óptima. Si no se produce puede ser provocado ya que de lo

que se trata es de hacer disminuir el valor de r de forma que el tamaño en el

equilibrio de Ia población sea inferior a una determinada cantidad crítica que,

como hemos visto, aparece sólo marcada por la curva de crecimiento absoluto

de la especie-de hecho, depende directamente de Ia incidencia del efecto Alee.

Ya vimos procedimientos que permitían esa disminución: bastaba aumentar el

precio de venta de Ia pesca o disminuir el coste medio de fletado de cada bar-

co. Si ademiás el origen es un punto inestable, tendremos siempre asegurada

la recuperación de la especie a pesar de que, en un momento dado, el esfuerzo

pesquero sea muy fuerte, siempre que no llegue a anular a una de las especies.

Si no podemos asegurar esta condición, habrá que cuidar no caer dentro del

carnpo de otracción del origen, ya que la especie se extinguiría.

6.8 Ejercicios

1. Las ecuaciones siguientes describen la explotación de un caladero abierto
formado por dos especies ecológicamente independientes que siguen modelos de

crecimiento logísticos

t*
)av
)d¿la¿
l.¿,

donde Qt, Q2, p1, p2 representan los coeficientes de capturabilidad y los precios

de venta en el mercado de cada una de las especies. c es el coste medio de

4Este proceso, al disminuir el parámetro fi, no es miís que un fenómeno de bifurcación de

Hopf, como los que ya hemos estudiado.

Er,

Ey

Qt

Qz

,*(t-*)-

", ('- L) -'
pútrE*p2q2xE-cE,
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fletedeunbarcoylosparámetrosqueintervienenenlapartelogísticadelas
ecuaciones con sus significados habituales'

(a)Justificaquelospuntosdeequilibrionotrivialesdelsistemavengandados
por la intersección de los Planos

;(,- *)--fr(,-Í) ,

Pútr*P2Q2r-c=O'

(b) supongamos que i . h.,o"ir":r..,0?i: 
*i-oel 

equilibrio obtenido

antes corta al eje I en el punto i = ¿ ( sq /

lc\ Renresenta sobre el plano fra tD diagrama de las diferentes posiciones
-"' 

;;;;**'á" "1u", 
plarros si se verifica la desigualdad anterior.

(d) ¿Qué condición se ha de verificar para tener asegurada una situación de

equilibrio ur, 
"t 

.utuáero que no .o.rá,rr.u a la extiniión de ninguna especie?

(") ¿Y si hubiéramos supuesto ute fi > fi?

(f)¿Cuálesladiferenciafundamentalentreestemodeloestudiadoyelana-
lizado .n 

"t 
.rpii'tá1" "t 

qt'" considerábamos la presencia de una única

especie?. ¿Qué conclusiones deduces?

2. ¿Qué puedes deducir, si nuestro modelo.es correcto' de la siguiente situación?

Supongamost",on,_a"pescadeballenasantárticay,parasimplificarla
situación, la presencia l" ,á" a"r especies: Ias ballenas azules y las ballenas fn'

Ambas poblaciones p,.du,, ser modeladas mediante ecuaciones de tipo logístico,

dondelaexperienciasugierequetantolatasadereproduccióncomolacapacidad
de soporte del medio pT* f, ¡rffena azul es infeiior que para la población de

ballenas fin. Para ilustrar nuestro caso' supongamos

s = 0.08, Z,:400000; r =0'05' K - 150000'

siendosyr,LyKloscoeficientesdereproducciónylascapacidadesmáximas
permitidas po, 

"t 
*"áio p*' tu' poblaci'ones de ballenas azules y fn' respecti-

vamente. por úttimol-;";;;; razánable suponer que Ia tasa de capturabilidad

de ambas esPecies es Ia misma'

(a) Analiza qué situación se plantea en esta pesquería'

(b)En1975,lapoblacióndeballenasfineradeT5000ejemplares.¿Estabajus-
tificadaentonceslaprohibicióndepescadelasballenasazulesestablecida
p", i, iwC ¡nl"-'"Ztu"al Whales Commission) desde 1965?

(") ¿Ysir=s? ¿Ysir>s?
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3. Analiza las curvas de esfuerzo-beneficio correspondientes a la situación plan-

teada en el ejercicio 1, suponiendo que

rs(a) -(-.,QT 
QZ

rb) 1<< x.
"QtQz

Analiza también las curvas correspondientes al beneficio real obtenido con la
pesca.

4. Sean F(") y G(y) funciones de crecimiento absoluto no despensatorias (esto

es, F" < 0, G" < 0).

(a) Demuestra que la curva de equilibrio

i -- F(x) - q¡En = 0, Ú = G(U) - qzEY = 0,

es creciente y corta el eje y en el punto f dado por la expresión

G(Y) 
- 

qz'

ú qt'

siempre que á ( fi. Recuerda que r : F'(0) y s : G'(0).

(b) Demuestra ahora que Ia población r es extinguida en una explotación en

régimen abierto siú > ;a.
5. Examinaremos el modelo de Gause de competición intraespecífica

ff = F@,u) = ,"(r-*)

* = G@,v): *Q-i)
Con estas ecuaciones, la situación no difiere demasiado del modelo de competi-
ción estudiado en el capítulo anterior: en función de Ia posición relativa de las

curvas F(*,y) :0 y G(r,g) : 0 obtenemos tres o cuatro puntos de equilibrio.
En realidad sólo en este último caso permite, de algún modo, Ia coexistencia de

las dos especies.

Supongamos una situación que establezcala desaparición de la segunda es-

pecie (esto es, el (K,0) es el único punto de equilibrio estable) y que somete a

pesca sólo a la primera especie.

dr F(*,y) - eEr,
d¿
da

d¿
: G(r,y)

(a) Determina cuáles son los puntos de equilibrio de este nuevo modelo y su

situación en el plano de fases (lógicamente la posición que ocupa vendrá

determinada por el parámetro .E así que señala cuál sería el plano de fases

en cada caso).

- afiu,

- §ry.
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(b)¿EnquévaloresdeEseproducenbifurcacionesenelsistema?¿Erescapaz
de hacer ,rr, "rq,á*' 

d" la depet'dencia del valor de equilibrio deducido

en el aPartado (a) del Parámetro E?

(c) Representa la curva de esfuerzo-beneficio que representa la tasa sostenida

de capturas pu,u f' 
"tp"ti" '' ¿Cómo dápenden estas curvas del valor

D_ r?D_ 2q

(d) ¿Qué conclusiones puedes deducir de todo este desarrollo?

6.¿Cómoresultaríaelejercicioanteriorsiconsideramosunmodelodecompe-
tición donde, además, Ias dot especies son explotadas mediante la pesca?

= F(r,a) - etEn,

= G(*,y) - qzEY.

¿Cómo serían, en este caso' las curvas de esfuerzo-beneficio?

dr
d¿
dy
d¿





Capítulo 7

Aspectos relacionados con

Ia difusión

Hastaahoranoshemosdedicadoamodelarsituacionesque,bienporsusca-
racterísticas propias, Ui"" pot las simplificaciones que hemos realizado' vienen

descritas po, 
".ru.iorr", 

áii"."n.iutes ordinarias, esto es, las variables involucra-

dasseexpresanenfuncióndeunaúnicava¡iableindependiente(usualmente,el
tiempo). Fundamentalmente nos hemos centrado en el análisis de la dinámica

depoblacion"r".r*rr.hosdesusmuyvariadosaspectos'considerando'ono'la
interacción con otras 

"rp""i"a 
o factores de explotación externa, como la cazao

Ia pesca.

Ahora bien, si nos planteamos no sólo la distribución temporal de una especie

sino también su distribución espacial, tenemos que tener en cuenta fenómenos

comolasmigracionesoladifus.ión.Lamigraciónesunasituaciónhabitualde
muchas especies de pájaros, mamíferos' mariposas o peces y' aunque puedan

presumirse en ellas ;ü;;;;'elementos áe.carácte. aleatorio, parece razonable

suponer que puede ,e.'Jescrito en su totalidad por elementos deterministas. La

difusión, en cambio,;"r¡*;el movimientá aparentemente sin rumbo fijo,

nodirigido,deunaespecieanimalenunhabitatdeterminado'nodemasiado
amplia,sisituamosen^elinstanteinicialatodoslosindividuosenunaposición
concreta.

Deestemodo,lasvariablesinvolucradasnodependentan-sólodelinstantede
tiempo considerado sino también de la posición que ocupa. otra posibilidad que

se nos puede plantear es considerar modelos para una población con estructura

deedades,dondeladensidaddepoblaciórr.dependerá,enestecaso,dedos
variables de carácter temporal: una asociada al grupo de edad y otra que se

refiere al paso del tiempo dentro de ese intervalo'

Las ecuacione, "r, 
i"'i'adas parciales son la representación -natural 

de mul-

titud de fenómenos ii.i"or, uior¿sicos, químicos, de mecánica de fluidos.. . No

obstante .r, ,urolu.ián no-á., 
"., 

iá rnuyótía de los casos, fácil de plantear' Nor-

malmente llegan a .., prouí.*as que llevan detriís aspectos matemáticos bas-



198 Capítulo 7 Aspectos relacionados con la difusión

tante complejos. A pesar de las dificultades que se insinúan, incluimos aquí, a

título introductorio, la deducción de la ecuación de difusión, también llamada

ecuación del calor, y su aplicación a la resolución de problemas de dinámica de

poblaciones.

7.1 Ecuación de difusión unidimensional

Cuando analizamos conjuntos de partículas, por ejemplo, grupos de células,

tejidos corporales, cultivos bacterianos, concentraciones de los diversos reactivos

que intervienen en una reacción o poblaciones de animales que viven en un

habitat determinado, observamos como cada partícula de las que forman el

conjunto Se mueve de una forma "aleatoria" (esto es, el movimiento de cada

partícula admite varios grados de libertad con independencia de que presente

cierta predisposición a moverse en una u otra dirección). Muchas veces, este

movimiento microscópico irregular se traduce en un amplio movimiento de todo

el grupo: cuando esto ocurre, Se considera el proceso como un fenómeno de

difusión. Analizar el comportamiento global a partir del conocimiento local de

cada una de las partículas es algo difícil de plantear ya que, en principio, parece

que se plantean varias posibles estrategias para comenzar a resolver el problema.

Analizaremos pues este caso, bien a partir de la función de densidad asociada

a Ia probabilidad de determinadas variables aleatorias, bien en términos de la

concentración de población, utilizando razonamientos hoüifuales en Mecánica

de Fluidos para llegar a deducir una ecuación en derivadas parciales que nos

describa el modelo de forma determinista.

7.L.L Difusión y caminos aleatorios

Si consideramos estos movimientos de la población como resultado de movimien-

tos aleatorios, comencemos estudiando los "caminos" que rigen estos procesos

de difusión.
Para simplificar, consideramos el caso unidimensional en el que una partícula

se mueve sobre una recta, hacia delante y hacia atrás a partir de su posición

inicial. El movimiento no esta condicionado por ningún tipo de ley, así que la

partícula puede saltar hacia cualquiera de las dos direcciones posibles pero, en

ningún caso, Se le permite permanecer fija en el punto en que se encuentre para

dos golpes de tiempo sucesivos.

Sea pues Lr el tamaño del salto y At el paso de tiempo. Situamos en el origen

en el comienzo del movimiento y fijamos como positivo el sentido de recorrido

hacia la derecha. Después de n pasos de tiempo, la partícula se encontrará en

una posición final dentro del intervalo de incertidumbre [-nAr,n\t]'
El objetivo final que nos planteamos es determinar la posición de Ia partícula

una vez que ha transcurrido un determinado periodo de tiempo. Comenzamos

pues supániendo las variables espacio y tiempo como variables discretas y cal-

culando la probabilidad de que se encuentre en un lugar concreto en un instante

dado, para fijar ideas, queremos calcular la probabilidad de que la partícula se
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rn

n'l

n1,

n'L

-3-2-L0

-3 -2 -1
rl4

r18 3

tl

L2

L23

1 1

01
N:1

N=2

N=3

23
rl41

8

3

1

-3-2 -1 0

4L 4\l 16
N=44l

1

-t-l -z -1 0 1234

FiguraT.!..Determinaciónde]aecuacióndedifusiónapartirdecaminospro-
babilísticos. P rimeros Pasos'

halle rn posiciones a Ia derecha del origen tras n pasos de tiempo' Para consi-

derar la posibilidad ¿" q"L f, partículi alcance lugares situados a la izquierda

áát o.ig"rr, permitimos que rn tome valores negativos'

Dichaprobabilidadirádecreciendoamedidaquenosacercamosalosextre-
mosdelintervalo,"o*o."observaenelprocesorecogidoenlafiguraT.lpara
Ios cuatro instantes i.ri"iur", de tiempo. puru rnu fórmula general utilizaremos

i, ui"" conocida definición laplaciana de probabilidad de que ocurra un suceso

concreto, como la ,J" t"ttt el número de casos favorables y el número de

casosposibles.Nosplanteamosenconsecuenciadiferentesestrategiasparael
cálculá de cada una de estas dos cantidades'

Para alcanza, ru páti"i¿n rn, la partícula tiene que dar a pasos a Ia derecha

y O p*os a Ia izquierda' Estos valores están fijados a partir de m y n'

rn=a-b, n=a+b + o=-T-'n+m

nt nl

n1 -n
b = --r-

Comencemos contonilo el número de caminos para alcanzar la posición rn

trasnpasosdetiempo.Paradescribirlosiremosconstruyendocadenasdeletras
utilizando la D para i"¿it" un salto a la derecha y la L si se produce un

salto a la izquierda. ó;á;;". de las cadenas estará compuesta por n letras,

donde la D se repite o veces y la tr se repite 'L veces' .La.rúa 
DDDIID'

por ejemplo, nos dice q'" i' p'"fcula saltá tres veces a Ia derecha' dos a la

izquierda para volver n.r'rr*""i" hacia la derecha. Este camino aparece descrito

en Ia figura Z.Z, urnq,"-oU'"'"q9: también que hay otras posibilidades' De

este modo, el número áe ca-irros diferentes para acabar en Ia posición rn-ésima,

queda fijado por ..*;;;;artir del t'úmero de saltos a la derecha' por fijar

uncriterio,yreprred"t'contarcomolascombinacionesder¿elementostomados
de a en o, esto es, todas las formas que encontramos para colocar a D en una

cadena de n letras.

:(:):cx
at n - a)! - o!b!
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DDDII D

r-.,--1fA+fi, ,n=6
o Ñ-,/16 3 m=2

DDI IDD

4,---'- 3,'-\
lN<Sr I rfl=60w-

I DDDDI

m=2

n=6
m=2

234 5

10

Figura 7.22 Algunos de los posibles caminos que permiten alcanzar la posición

m :2 en seis pasos de tiempo.

El número total de casos posibles se ve determinado fácilmente, con la no-

tación anterior, como todas las cadenas diferentes que se pueden formar con las

letras tr y D. Se trata entonces de variaciones, con repetición, de dos elementos

en grupos de n, esto es, de 2' casos diferentes.

Como resumen de todo lo anterior, podemos afirmar que la probabilidad de

que una partícula, situada inicialmente en el origen, ocupe Ia posición m ttas n
saltos (o pasos de tiempo) resulta

p(m,n)=*#, o=ry, u:ry (7.1)

paran*mparl.
Nótese que si sumamos todos las probabilidades asociadas a todos los casos

posibles para un determinado instante de tiempo fijo, obtenemos la expresión

n n '1\"-'l1\'E _"@,") 
:Dc* 

lz ) \z )t-n o=0

Ahora bien, recordemos la fórmula que determina el desa¡rollo del binomio de

Newton, 
n

(r * y)" : 
*_»_,"f*n- 

a 
aa .

lSi n+rn es impar, entonccs no está definido el número combinatorio indicado y, por tanto'
dicha probabilidad es cero, esto cs, es imposible para la partícula alcanzar la posición n'L en n
pasos de tiempo. No se puede alcanzar un lugar par con un número impar de saltos.



20i
7.1. Ecuación

En este caso, resulta

de difusión unidimensional

Es válido por tanto aplicarla al caso anterior para valores x = i' e y = l' con

lo que podemos deducir

F-^"*'"' 
= (; *;) = ''

Esto es, para un instante de tiempo fijado, estamos considerando una distribu-

ción binomial de Probabilidad'
Para valores d" *";'; g'u"d"t "' 

posible expresar (7'1) haciendo uso de la

fórmula de Stirling2 que nos asegura

,pt - (2rp)tf e-P, P -+ oo.

/ 2\
P(m,n) = \"")

t2 
-^2e 2n, m)) l, n)) l, (7.2)

es decir, obtenemos la fórmula asociada a una distribución normal de probabi-

lidad.
Ahorabien,siconsideramoslossucesosqueintervienenenlaprobabilidad

comofenómenosexpresadosapartirdevariablescontinuasynodiscretas,la
fórmula anterior no es áel todo correcta. La intuición primera para generalizarla

sería escribi , , = *A,il i-= n4rt, con Ac la tamaño del paso espacial y Aú' el

paso temporal, tal y ááo u"t"' indicábamos' Sustituyendo en (7'2)'

D( r, 

I

-L\ = rzry\'"-#,
' \^c' A¿'l \ "¿ 

/ 
I/ Lt .\ 
u 

"-# 
#* .ztr.= \*{¿u¡,t

y tomando límites en esa expresión cuando tanto los pasos espaciales como

temporales tienden u r".."ro, obtenemos que p(r,f), la probabilidad de que

una partícula se encuentre en el lugar c en efinstante f, es nula: resultado cierto

;;;;;o;ier variable con carácter continuo3'

Dehecho,sabe-os-queelestudiodeest-etipodevariablessecentra'másque
en el análisis de su il;"-¿; áeprobabilidad, en la determinación de una función

il ;t.lstJ.J "(i,il^ ' A partir de ella' v para un instante de tiempo fijado' la

probabilidad de que ta-pJrtic,rtu." ".r"*.rt." 
entre dos posiciones determinadas

'xo y q vendrá dáscrita por una expresión del tipo

fxt
P(*o < r 1 rt,ü = J,o 

u(r,t)dx'

2véase, por ejemPlo, el
3véase cualquier curso

libro de APostol [1].
de Probabilidad.

4O de una función de distribución
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Análogamente, podríamos razona,r utilizando la variable temporal. Pero,

¿somos capaces de deducir una expresión analítica concreta para la función de

densidad asociada a esta distribución de probabilidad?.

La estrategia a seguir consiste en basarnos en el caso discreto para Ar y Aú

pequeños y tomar límites para Ar -l 0 y Aü -r 0, calculando con este margen

de incertidumbre la probabilidad de que Ia partícula se encuentre en un entorno

de r, alrededor del instante temporal Ú.

Por tanto,

P(r - Ar,n * Ar], [t - Lt,t + A4) = 4ú,4't\t

donde u es un valor medio de Ia función de densidads. Con este artificio, obten-

dríamos una expresión para el valor de la función de densidad asociada a esta

función de probabilidad,

u(x,t)= Jigo;ig. (z#;r)' n#
o bien, si suponemo, JiTo Jig.# '+ D * 0, esa última expresión se con-

vierteen p(-!- t\ / .t \' -2
u(r,t) = JiT.iiT,:-# = lc*) e-tu,

donde D es el coeficiente de difusión o difusividad de las partículas y es una

medida de su efectividad a Ia hora de dispersarse de zonas con alta densidad a

otras de densidad menor.

7.L.2 Ecuación de difusión y ley de Fick

Relacionemos este resultado con la ecuación de difusión en un sentido clásico,

esto es, a partir de la llamada ley de Fick. Dicha ley afirma que el flujo, J6, de

un material es proporcional al gradiente de Ia concentración del material. En el

caso unidimensional, a que nos venimos refiriendo,

¡=-»*=-DYc
_Or

donde c(r, ú) es la concentración de las especies y D es su difusividad. El signo

negativo es necesario ya que el flujo siempre va de las zonas de mayor a menor

concentración de material mientras que el gradiente apunta hacia donde haya

mayor concentración.

sEstamos haciendo uso del tcorema del valor medio, una de cuyas expresiones resulta

rb
si/:[a,b] -+lR.existece [o,ü] talque / t@)dr=/(c)(b-o)'

Ja

6Esto es, la cantidad de material que atraviesa una superficie por unidad de superficie y

de tiempo.
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otraherramientaqueutilizaremosparadeducirlaecuacióndedifusiónserá
una ecuació., d" 

"o,,,"]'uución 
general' que afirmará que la variación de la can-

tidad de material ", "r,,üo'" 
á"t"r*inraa es iguar a la variación del flujo a

travésdelafrontera(elqueentramenoselquesale)miáselmaterialquese
crea dentro del recinto' En este caso' nuestra región'se reduce a un intervalo

v. además, no consideramos que haya creación Je material en el interior del

';rJ;rüüt"*"t- á"a"tit lu 
"tt'u"iót' 

de difusión simple)'

! [.' c(r,t)d,r = J(to,t) - J(q't)
dt J,o

Si, sobre esa expresión' tomamos fi-1 = fis-* Ar y hacemos Ar -+ 0' obtenemos

Ia ecuación de difusión cliísica unidimensionalT, siendo D un valor constante'

AJ
A"

0c
At

A (DH)--o;'
(7.3)

Paraestarencondicionesderesolveresaecuación,necesitamosimponer
una serie de condicioie' i"itiuftt sobre dicha función concentración' Así' si

consideramo, ,.ru .u.r,-iáJ o a" partícuras por unidad de área en Í : 0 y en el

i"tir"r" inicial, dicha condición se escribiría

c(r,O) = Q6(r), Q'4)

donde ó(r) es Ia delta de Dirac en el origens' significando que para cada función

continua 9,

0c_ D
at

02c

or'

I!* | "f"''1 s@)d'r = Q s@)

ffisasIeyesuniversalesquepuedenaplicarsealaresolución
de problemas ,r,ry ai'etüJ'" 

-ó'ü¿' l"t"rie mtes co"ociaa por el nombre de ecuación del

calor pues modela la distribucián de la temperatura en una barra de acero que suponemos

""tgiiltlJilltt de d(o) puede rearizarse en, muchos iibros de ecuaciones diferenciales v análisis

funcional. De todos .o¿oi no se trata de conceptos sencillos ya que la d(r) ni siquiera es

una función: puede denrr"iiJ"'^""-.^riJr"-¿" i"".i"""r muy regulires .f,(s) que son nulas

salvo en un determinad" ""á.""-¿"r 
origen y ,rl"n-, ", dicho punto. como límite, á puede

considerarse como una upii"utió" que "l" cero el todos los puntos excepto en el origen que

toma el valor infinito. e ár.""". ilrl."s está bien a"Á"iáo la iáea de integrar dicha aplicación'

así como la integral a" t' p'á"t" por cualquier otra función' De hecho' tenemos

¡{o

I 6@,)d'r, = 1

J--

[**n@)u(r)o* = e(o)
"/--

o incluso propiedades aún miís extrañas como' por ejemplo' que-la 9*:j^?::* 
es la derivada

de ra función a. n"r.ryriáu lálrrlir. [a6l pari una primera aproximación, v [6] para un des-

arrollo completo de la amplia teoría matemática de distribuciones que justifica la introducción

de este tiPo de concePtos)'



204 Capítulo 7. Aspectos relacionados con la difusión

c

fr)0

tz)tt

fu)t2

Í

Figura 7 .3: Distribución de la función c(r,t) dada por (7.5) para vaf,ios instantes
de tiempo ú sucesivos.

La solución de Ia ecuación diferencial (7.3) sujeta a la condición inicial (7.4)
es ya un resultado cliísico y bien estudiado (ver, por ejemplo, [11] de la biblio-
grafía) cuya solución es

(7.5)

y haciendo Q : I observamos como la expresión obtenida es exactamente la
misma que deducíamos a partir de los caminos aleatorios. La figura 7.3 marca
las gráficas de concentración c(r, ú) como una función de r para varios instantes
de tiempo sucesivos.

Se ve claro, pues, la relación entre la expresión obtenida a partir de los
caminos aleatorios y la solución de (7.3) sujeta a (7.4): la solución de la ecuación
de difusión ligada a condiciones iniciales de ese tipo se corresponde con la función
de densidad asociada a la distribución de probabilidad que se deducía a partir
del razonamiento efectuado en Ia sección anterior-puede consultarse [28] si se

desean miís detallese..

eSi consideramos que la partícula tiene una probabilidad p de saltar a la derecha y q de
saltar hacia la izquierda, con p + g = 1,

P(m,n)- 4poob, o:"i*.
En este caso, consúltese [33], continuando con el razonamiento que nos permite pasar de una
variable discreta a otra continua y si definimos

'" = o'j1o ollS ,@ - dff, 2D = olj1o ol i\rnon#,
podemos llegar a la llamada ecuación de Fokker-Plank, o ecuación de difusión unidimensional
general.

9y=-2.fo+Dt:
& --0n -0r2

c(r,t)-(*)i "-t
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7.2

7.2.1.

Difusión y dinámica de poblaciones

Determinación del problema' FYentes de ondas

Laecuaciónanteriordescribeelmovimientodeunapartículaenelcasounidi.
mensional cuando tu proUaUinaad de que "salte" a uno u otro lado es la misma'

Este proceso simple se modela a través de una ecuación en derivadas parciales

lineaiy, por ello, se puede ofrecer esta solución'

Ladistribucióndeunapoblacióndeunadeterminadaespecieanimalu(t,t),
cuyo crecimiento sigue un modelo de tipo logístico' que se dispersa en una región

fija es un ejemplo ..rr"iito que introduáe términos no lineales en Ia ecuación que

describe la situación.
ou - tu(1 - u) + o* (7.6)
at on'

k y D son ambos parámetros positivos con los significadoshabitualeslo' Expre-

siones de este tipo se denominan ecuaciones de reacción-difusión' La función de

crecimientoabsolutoligadaalaespecieenglobalanolinealidad,eltérminode
reacción, de la ecuación.

para comenrr. 
"t 

áneti.is de este modelo es conveniente adimensionalizarla

mediante el cambio de variables

¡-kt
r '(*)

y, conservando por simplicidad la notación anterior' (7'6) se transforma en

ou - u(1- u) +* (T.T)
a¿ - Ú\' *" arz

Una ecuación en derivadas parciales con esa estructura, podríamos intentar

resolverla con el método de separación de variables (que proporciona el resultado

apetecidoaltrabajar"""r,ecuacióndedifusiónsimple)perolanolinealidad
quepresentaprovocaq.,",oseaunprocedimientoválidoenestecaso.Dehecho,
ii rüri..u esia claro q,ré se entienáe por solución general de una ecuación en

derivadas parciales y 
"rt" 

*étodo Io que ofrecería serían soluciones particulares

de un tiPo determinado.-- 
ó"r¿'" un punto de vista matemático todas las soluciones tienen la misma

relevancia,peroconunrazonamientomiisligadoalaFísica,haysolucionesque
tienen más importarr"i, qr" otras, simple-"'t" porque su interpretación es más

evidente y fácil de realizar. En estos casos, resultan de utilidad el estudio de las

soluciones en frente de ondaslas cuales, en términos matemáticos, nos son más

que soluciones que se ajustan a Ia expresión

u(r,t):U(z), dondez=t-ct' c€R' (7'8)

ffiFishercomolaversióndeterministadeunmodeloes-
tociistico para ta propag*tá;;;;;;.en una población. También es la generalización natural

del modelo de c.ecim¡enioi"g,"i*, ,rrr"ado en el capítulo segundo, cuando la dispersión se

realiza vía difusión lineal'
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El parámetro c se interpreta como la aelocidod de lo onda. Nos reducire-

mos pues a determinar soluciones de carácter formal que se ajusten a la expre-

sión (7.8). Operando formalmente

: -U'(z)c,

= U'("),

u" (r),

y en consecuencia Ia ecuación (7.7) se reduce a la expresión

(J,, + cU,+ tr(l _ U) = 0.

¿Ha mejorado la situación que daba origen a nuestro problema?. AI menos si

intentamos determinar soluciones en frente de ondas de la ecuación (7.7), limi-
tamos el problema a la resolución de una ecuación diferencial ordinario, aunque

no lineal, de segundo orden. No obstante, la no linealidad, sigue impidiéndonos

de algún modoll encontrar un método claro de resolución de Ia ecuaciónll.
Otra posibilidad, alternativa a la determinación analítica de la solución de

esta ecuación, es realizar un nuevo cambio de variables y trabajar con el sistema

bidimensional asociado a esta ecuación de segundo orden.

U'=V
V' = -cU' -U(l -U)

(7.e)

De hecho, (7.9) es un sistema de carácter autónomo, lo cual significa que po-

dríamos plantearnos abordar un análisis cualitativo de las soluciones a partir de

los puntos de equilibrio que aparezcan asociados y la estabilidad o inestabilidad
que presenten.

7.2.2 Soluciones estacionarias y estabilidad

Sean pues
F(U,V) = V
G(U,V) = -cV-U(l-U)

las componentes del calnpo vectorial, o flujo, asociado al sistema. Las órbitas
que corresponden a puntos de velocidad nula resultan ser (0,0) y el (1,0). Para

clasificarlos hemos de analizar los autovalores de Ia matriz jacobiana (como

aplicación del teorema 1.7.1) particularizada en cada uno de dichos puntos.

11En realidad, sólo sabemos encontrar una expresión implícita de U para determinadas
condiciones iniciales: tendría que conocer, dado zs, un dato inicial (ca, t6),

U(zo) = Uo

U'('o) = Ut

e intentar un cambio de variables tipo Bernouilli Z = tl-r.

0U 0z:
0z 0t
0U 0z

= 0z 0r

AU
At
OU

0,
a2u
ñ
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J(U,V) =

J(o, o) =

J(1,0) :

01
-l+2U -c

Paraanalizarelcomportamientodelasórbitasenunentornodelorigen
estudiamos tu 

"orr.rponáiente 
al sistema linealizado alrededor de dicho punto'

( )
01
-1 -c

Enesecaso,Iosautovaloresdelamatrizresultanserlasraícesdelaecuación
de segundo grado

.\2+c)*1=o

esto es' 
' - -ct '81 4
A-- 

2

Sabemosqueelteoremal.T.Tesaplicablecuandoestosvalorestienenparte
realnonula.Deestemodo,paraelcaso-c=0lalinealizaciónalrededordel
origen no ofrecería.ü;;;;;f";mación sobre el comportamiento de las órbitas

en el sistema original. 
'Ño tiene importancia, pues esta situación correspondería

a una onda de velocidad nula'

Con los datos de lue disponemos' podemos asegurar que el origen es un

punto de equilibrio u.ráUi" ya'que la mairiz tiene traza negativa y determinante

positivo. Ademas, u Ñ, áe la clasificación de los puntos de equilibrio ofrecida

en el capítuto primero, sabemos que si c )-2' el origen-es un'f3co de carácter

estable, mientras qr" ,i 
" 
( 2 resulta una espiral también Ttable.'

para estudia, 
"t.á*portamiento 

de las órbitas alrededor del punto (1,0),

estudiamos la corresponáiente matriz jacobiana que resulta

0

1

1

-c

Portanto,dichopuntotienecarácterinestablepuestoqueeldeterminantetiene
siempresignonegativo.Enconcreto,podemosasegurarqueesunpuntodesilla'

LafiguraT,4esbozaalgunasórbitasenelplanodefasesapartirdelanálisis
q";#;o. d" ,"uti'u'' iuat'do c > 2' Recárdemos que los puntos de silla se

caracterizan por Ia pr"á"i, de cuatro órbitas que tienen un carácter especial:

árt Ñ ,r"i, 
"r, "i 

punto y otras dos que solen de él'

En este.*o, rnu-J. lu" q"" se aleja del punto (1'0) tiende a aproximarse

después de cierto ,t"-*-á árigen cayendo áentro de su campo de atracción'

Esta órbita, verifica las siguientes condiciones:

o La comPonente U satisface que

U(-m) = 1'

U(+m) = 0'
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V

Uo

Figura 7.4: Atgunas órbitas correspondientes a soluciones en frente de ondas

para la ecuación (7.9).

o Es monótona pues (J' : V y V < 0, así que U (z) es una función decreciente

mientras que su derivada, o lo que es Io mismo V(z) no lo es, por el

contrario primero decrece y después crece.

La trayectoria ligada a esta órbita recibe el nombre de troyectorio heteroclinot2.

A partir de estas órbitas especiales podemos construir las demiís que aparecen

en la figura 7.4.

Si c ( 2, el origen se comporta como una espiral estable: Ias órbitas dan

vueltas en torno a é1. Ahora bien, esas trayectorias (perfectamente válidas desde

el punto de vista matemático) carecen de sentido físico ya que existirían valores

de z para los que la función U(z) < 0, Y, a pesar del cambio de variables, esta

función de alguna forma continúa representando una densidad determinada de

individuos, pero resultan valores negativos. Carecen, pues, de interés.

Veamos la gráfica de la función u(x,ú) que correspondería a la trayectoria
heteroclina.

La figura 7.5 representa la función U(z) a partir de las propiedades estu-

diadas en la sección anterior. Ahora bien, las va¡iables z, t y t se relacionan a

partir de la expresión z -- f - cü. Sobre cada una de esas rectas, que reciben el

nombre de rectas características, Ia función u(a,ü) mantiene un valor constante.
De esta forma obtenemos la gráfica recogida en Ia figura (7.6). Nótese que si

fijamos un punto del eje ,, se observa cómo a medida que pasa el tiempo la
oscilación va haciéndose cada vez mayor (como una ola que viene: el frente de

ondas).

r2la órbita asociada une dos puntos fijos.
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1

y = U(z)

Figura7.5:Gr¿áfrcadelafunción(J(z),soluciónenfrentedeondasd.elaecuación
de Fisher.

Figura 7.6: Gráfrca de la función u(x't)' solución en frente de ondas de la

v

z0

u
1

t

ecuación de Fisher'
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c

(2, 1)

a

Figura 7.7: Relación de dispersión.

7.2.3 Conclusiones finales

Pero a la hora de obtener soluciones que corresponden a frentes de ondas, nos

hemos olvidado por completo de cuáles son las condiciones iniciales que hemos

de establecer para que dichas soluciones estén bien definidas' Este problema,

inmediato en apariencia, no es nada fácil.
Existen ciertas condiciones, condiciones de Kolgomorovl3, que nos garanti-

zanla existencia de una solución con c: 2. lY para conseguir un frente de

ondas de velocidad superior o inferior a ese valor?. El problema, pese a lo que

pueda parecer no está resuelto. Se cree, por ejemplo, que si Ia función u(r,0)
decrece y se puede acotar por una función de tipo exponencial eo', entonces la

ecuación diferencial admite soluciones en frente de ondas con una velocidad c

que depende del valor de o. Este razonamiento se basa en métodos de carácter

asintótico que comparan la solución de Ia ecuación original con las soluciones

de la ecuación lineal despreciando el término en u2 ya que, para tiempos muy

grandes, u2 << u.

0u -02u
*=D*+u.

Para esta ecuación, ensayamos soluciones del tipo u = /¿-a(a-cú) y obtene-

mos la llamada relación de dispersión

1
C= A* -ta

l3Basta exigir como condición inicial que

( t sio<c(¿
u(z,o)= { ¡«rl€c(R+) sia<c<b

I o sic)b
para asegurar la existencia de soluciones en frente de ondas con velocidad exa¿tamente 2
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u u

t=0 r>0

Figura 7.8: Desarro|o de una solución en frente de ondas de la ecuación de

Fisher

u
1

curva que apaxece representada en la figura (7'7)' O sea' con razonamientos así

se puede probar t, 
"*irlurr.i, 

de solución .r, f.áttt" de ondas para velocidades

c ) 2. Se trata ahora de razonar hasta que punto se 
-relacjonan 

las soluciones

á" "*u ".,rución 
linealizada con las de la ecuación no lineal'

para terminar este estudio sólo indicar que la ecuación de. Fisher (7.6) no

varía si consideramo.'-;"; irgar de r, 3si oue aparece J3,-bié". 
una solución

err frente de ondas qru 
"o*rpo'rrde 

a la forma u¡i,t¡ =u(x * ct) que verifica

altora que
U(-m) = 0

U(m) = 1

De esta forma, si resolvemos la ecuación (7'7) para una condición inicial

u(r,o) que vale."'o ft'"tu de un dominio fr"ito'cl-o el que aparece en la

figura (7.8), la soluAói u(',') l" desarrolla en dos frentes' uno moviéndose

hacia la derecha v ot'á t'uti' lá izquierda' ambos con una velocidad c = 2'

7.3 Ejercicios

1. Considera la ecuación de reacción-difusión adimensionalizada

0u ,,- , 0'u"-" -uz¡1 -u)*=;.ü o0'

(a) Obtén una ecuación diferencial ordinaria para una solución en frente de

ondas de ru ro'rnu '('' 
i) =U("1 con z = n - cf donde c es la velocidad

de la onda.

(b) ¿Puedes plantear un estudio de estas ecuaciones en el plano de fases?'

2.Silosdepredadoresylaspresasestándistribuidasenundeterminadoespacio,
es obvio que, además á" tu' variaciones temporales' las presas se moverán para

evitar a los depredad";;r';i". ;;redadores Io harán para intentar capturarlas'

Parasimplificarlasituaciónpodemosconsiderarsóloelproblemaunidimensio-

ú>>0

2tL

1l
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nal. Aparecen entonces Ias ecuaciones

AU

ü
av
At

= w (t -#) - BUV + o,#,

= cuv - Dv + Dr*.
donde [/ es la presa, V es el depredador, ,4, B, C, D y K son los coeficientes

asociados a la interacción temporal de las especies y D1, D2 los coeficientes de

difusión.

(a) Justifica que el cambio de variables

UBVu=R, a=Á-, ,'=0(*)r ,t* : At,

n-Dt ^-CK ^- 
Du = 16, a= -A-, ,= 

CK,
adimensionaliza las ecuaciones y las transforma en

o'uu(7-u-a)+D i--i'roz'

au(u - b) +
o'u
ñ

(b) Buscamos soluciones en frente de ondas de esas ecuaciones de la forma

u(r,t) =U(z), u(r,t) =V72¡, z =x*ct.
Encuentra el sistema de ecuaciones diferenciales que aparece asociado a
estas soluciones.

(c) EI análisis de este sistema tendríamos que realizarlo en un espacio de fases

de dimensión cuatro, así que consideraremos la situación especial en la que

el coeficiente de difusión de las presas sea mucho mrís pequeña que el de los

depredadores, D = 0. Encuentra, en este caso, el sistema tridimensional
de ecuaciones de primer orden que describen esta condición.

(d) Determina los puntos de equilibrio de este sistema y su estabilidad, si es

posible.

(e) ¿Es fácil hacer un diagrama del comportamiento de las órbitas alrededor
de los puntos de equilibrio?

0u

ñ
0u

At'
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