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Introduccion

Estudiar el mundo que nos rodea ha sido, desde el principio de los tiempos, el
principal objetivo de todas las ciencias de cardcter experimental. Desde hace
algunos anos, se ha desarrollado ampliamente este estudio a través de mode-
los mateméticos que describen, o intentan describir, tanto fenémenos naturales
como, incluso, comportamientos humanos.

En muchos casos, un modelo matemdtico no es mas que una ecuacién, o
conjunto de ecuaciones, que recoge toda la informacién relevante de una deter-
minada situacién. De esta forma, las soluciones del modelo se ajustan, con un
grado de fiabilidad conocido, al comportamiento real del fenémeno en cuestioén
y puede ser utilizado, por ejemplo, para predecir qué ocurriria en circunstancias
que no puedan ser reproducidas en un laboratorio.

En realidad, el parrafo anterior describe cudl va a ser el estilo desarrollado
por el resto de la obra. En la construccién de los modelos, siguiendo las ideas
desarrolladas por [33], esta visién matemdtica ofrece mds informacion si los datos
observados no se ajustan a los de las ecuaciones que si, por el contrario, si lo
hacen, ya que entonces podemos destruir una teoria hasta entonces reconocida o
deducir que no estamos considerando circunstancias que influyen en el fenémeno
de forma determinante.

Si las condiciones del medio no pueden ser controladas totalmente, o bien
tienen en cuenta la interaccién de cientos o miles de variables, es dificil encontrar
leyes para describir las ecuaciones. En estos casos, es mds 1til aproximarnos al
modelo a partir de una visién estadistica del medio. Desde este punto de vista,
las conjeturas que se utilizan se construyen a partir de los datos observables y no
de abstracciones méas o menos matematicas. En cualquier caso, la introduccién
de procesos de cardcter estadistico trae consigo otros problemas: dificultad en
la eleccién y recogida de muestras, tratamiento de datos espureos. ..

Légicamente, el horizonte que se abre tras este planteamiento es muy amplio
y no puede ser abarcado en una sola obra: de hecho, la literatura existente en
la materia aumenta dia a dia. Nos centraremos en la primera visién descrita,
cuyo conocimiento resulta basico tanto para comprender correctamente cémo
funciona un determinado sistema como para predecir qué ocurrird con él en el
futuro.

En este texto se recogen las materias que, durante cinco afios, han sido im-
partidas por los autores en la asignatura “Modelos y Sistemas Dindmicos” de
la licenciatura de Ciencias del Mar de la Universidad de Cadiz. Aunque la mo-



tivacién y nomenclatura esté basada fundamentalmente en los problemas que
dicha ciencia estudia, la aplicabilidad de los métodos que aqui se presentan es
mucho mds amplia. Algunos de los modelos descritos podrian disefiarse para
ser utilizados en disciplinas tan dispares como la Biologia marina, la Quimica,
la Economia, etc. Sin embargo, el planteamiento e interpretacién de los resul-
tados consiguientes requeririan conocimientos demasiado especificos de dichas
materias y no pueden ser abarcados en un unico volumen.

La casi total ausencia de libros en castellano que traten sobre la materia y
lo especifico de la mayor parte de la bibliografia existente ha sido nuestro mévil
inicial, aunque luego hemos intentado que esta obra sea una primera aproxima-
cién “al alcance de todos” sobre el fascinante mundo de los sistemas dindmicos.
La inclusién de ejercicios al final de cada capitulo intenta estimular al lector a
trabajar con sus propios modelos y a afianzar determinadas técnicas descritas
para comenzar a abordar estos problemas. La gran cantidad de figuras intentan
asimismo facilitar al lector la comprensién del texto. Muchas de ellas han sido
realizadas con el programa de célculo formal Mathematica, otras en cambio son
simples bocetos que simplemente intentan ilustrar las ideas recogidas.

El trabajo aparece estructurado en siete capitulos, que desarrollan, de for-
ma progresiva, los conceptos fundamentales de la teoria habitual de sistemas
dindmicos, desde un punto de vista préctico e intentando que el lector no resul-
te perdido en el formalismo matemaético de los problemas.

Con este fin, en el primer capitulo se resumen todas aquellas ideas y concep-
tos, ya conocidos por cualquier estudiante que haya cursado una asignatura de
Célculo Diferencial, que fundamentan de alguna forma los aspectos puramente
matemadticos que seguirdn en el resto del libro. Con objeto de que la redaccién
no se haga demasiado extensa, nos limitaremos a enunciar los resultados prin-
cipales remitiendo sus demostraciones a la abundante literatura existente sobre
esta materia. Ademds, muchas de ellas requieren conocimientos importantes, o
al menos especificos, de Andlisis Matematico y su descripcién constituiria por
si misma un volumen completo, quedando fuera del d&mbito de estudio de una
disciplina de caracter aplicado.

En el segundo capitulo, nos centraremos en el anélisis de modelos de carédcter
unidimensional que pueden ser descritos mediante una ecuacién diferencial de
la forma & = f(z). Nuestro estudio se basard, de modo especial, en los aspectos
cualitativos y, por tanto, estara orientado a un tratamiento gréfico del proble-
ma para determinar la evolucién del modelo. Nos basaremos en problemas de
dindmica de poblaciones aunque quedan también recogidas, de forma breve,
muchas otras situaciones cuyas leyes de comportamiento se traducen, también,
como ecuaciones de primer orden.

El tercer capitulo continta la linea argumental, describiendo modelos uni-
dimensionales que recogen el comportamiento de una especie que se renueva a
si misma cuando se ve sometida a explotacién por el ser humano. Para fijar
ideas, nos limitaremos a una poblacién determinada de peces, con un modelo
de crecimiento conocido, que se ve sometida a distintos tipos de pesca.

La pesca tiene de hecho dos aspectos bien diferenciados pero con notables
influencias mutuas: el puramente bioldgico y el comercial y cada uno de ellos



se ve influenciado por pardmetros muy diversos. En el aspecto biolégico inter-
vienen tanto circunstancias intrinsecas a la especie como otras externas que la
relacionan con el medio en el que habita. En el econémico, sin embargo, influyen
argumentos como el coste de las capturas, los mecanismos de precios, el estado
general del mercado, etc. Ambos aspectos se recogen en el anélisis realizado.

Hasta ahora hemos descrito la evolucién determinista de poblaciones sujetas
a diversos factores. Sin embargo, muchas veces no se puede analizar de forma
independiente el crecimiento de una especie concreta ya que su variacion de-
pende no sélo de factores externos, que puedan ser considerados constante, sino
de la evolucién de una segunda especie. En los capitulos cuatro y cinco consi-
deraremos modelos bidimensionales (Lotka-Volterra, competicién, simbiosis. . . )
que recogen la evolucién de dos poblaciones que aparecen, indefectiblemente,
ligadas entre si.

Manteniendo la estructura general de este trabajo, el capitulo seis se centra
en un modelo bidimensional para describir el comportamiento de una especie
determinada sometida a pesca en un caladero abierto y algunos de los aspectos
econémicos que aparecen en un primer andlisis de este tipo.

Por ltimo, en el capitulo siete, se recoge una introduccién a un modelo de
difusién. Las técnicas utilizadas son distintas a las desarrolladas en el resto de
la obra pero hemos considerado interesante su inclusién para sefialar algunos
de los aspectos fundamentales que distinguen el tratamiento de las ecuaciones
diferenciales ordinarias (de los que trata principalmente este trabajo) y las ecua-
ciones en derivadas parciales, que son el paso obligado si se pretende estudiar
la evolucién espacial y temporal de las especies.

La importante relacién de la mayorfa de las ciencias aplicadas con las ma-
teméticas se pone de manifiesto tanto en éste como en otros muchos libros
cuyo anélisis demuestra que es posible formalizar y tratar de forma riguro-
sa muchos de los problemas que se plantean en situaciones de trabajo reales.
Las matemaéticas proporcionan poderosas herramientas y, sobre todo, capaci-
dad analitica necesaria para el tratamiento de los distintos problemas a los que
podemos llegar a enfrentarnos.

Finalmente, nos gustaria agradecer su apoyo y su carifio a todos los que nos
han animado a continuar con este trabajo, en especial a los doctores Manuel
Berrocoso Dominguez y Jose Manuel Diaz Moreno porque, sin su ayuda y d4nimo
en los momentos duros, este libro probablemente no hubiera llegado a tus manos.

Puerto Real, febrero 1998. Juan Luis Romero Romero
Concepcion Garcia Vazquez
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Capitulo 1

Sistemas dinamicos

Trataremos en este capitulo de recordar todas aquellas ideas, ya conocidas por el
lector, que fundamentan de alguna forma los aspectos puramente mateméticos
que seguirdn en el resto del libro. Con objeto de que la redaccién no se ha-
ga demasiado extensa, nos limitaremos a enunciar los resultados principales,
remitiéndonos, para desarrollar sus demostraciones, a la abundante literatura
existente sobre esta materia. Ademds, muchas de ellas requieren conocimientos
importantes de Andlisis Matemadtico y su descripcién constituirfa por si misma
un volumen completo, quedando fuera del dmbito de estudio de las disciplinas
de caracter aplicado, a las que va dirigido este trabajo.

Qué es una ecuacién diferencial o su solucién, qué es un punto de equilibrio o
cémo interpretar el concepto de estabilidad, son preguntas que deben de quedar
resueltas tras una lectura atenta de este capitulo. Asimismo realizaremos una
pequena introduccién a la teoria de bifurcaciones, enunciando algunas resultados
de caracter elemental.

Consideramos 1til, en este momento, introducir todas estas ideas—que desa-
rrollaremos sobre ecuaciones concretas en cada uno de los temas que siguen— ya
que nos proporcionardn el vocabulario, las herramientas y las técnicas adecuadas
para trabajar.

1.1 Sistemas de ecuaciones diferenciales y con-
cepto de solucién

Comencemos planteando un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, de

orden uno!
d.’L‘i

dt

1En general, aplicamos toda nuestra teoria de ecuaciones diferenciales a ecuaciones de
primer orden que se ajustan al esquema anterior. Si nos encontrdramos con un sistema de
orden superior siempre lo podriamos encuadrar en el tipo indicado con un cambio de variables
muy sencillo a costa de aumentar la dimensién del espacio de variables dependientes donde
trabajamos, como veremos mas adelante.

:fi(t’xly'“yzn), i=1,2,...,n.




6 Capitulo 1. Sistemas dindmicos

Para abreviar, notaremos x(t) = (z1(t), z2(t), . .., n(t)) esto es, el vector cuyas
componentes son las variables dependientes del sistema diferencial, y llamaremos
f ala funcién vectorial (f1,..., fn), donde cada una de las f; estd definida en

un subconjunto abierto U/ de R x R". Esta representacién permite escribir el
sistema de ecuaciones diferenciales anterior como

dx
E = f(t,X). (11)

Resolver la ecuacién es el objetivo al que, inicialmente, pretendemos llegar.
En consecuencia, el primer paso serd definir qué se entiende como solucién de
un problema de este tipo.

Definicién 1.1.1
Una solucién del sistema (1.1) es una aplicacion

definida en algiin intervalo abierto I C R con valores en R™ y tal que satisface
la ecuacidn diferencial original:

do;i(t
%9 = fi(t)¢l(t)) cee 7¢n(t))
para i = 1,2,...,n y t € I. O bien, siguiendo la idea de notacion vectorial
introducida antes,
d®(t)
— = d(t)).
=2 = 16, 2()

1.2 Problemas de valores iniciales

Definicién 1.2.1
Un problema de valores iniciales, o problema de Cauchy? asociado a
la ecuacidn (1.1), es una expresién del tipo®

dz
E = f(t71:)a (12)
z(tg) = =o.

Determinar las soluciones de (1.2) consistird en encontrar funciones ¢(t) que
satisfagan la ecuacién diferencial y tales que ¢(to) = zo.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), matematico francés, pionero en el estudio del andlisis
y la teorfa de grupos de permutaciones. También investigd en la convergencia y divergencia
de series infinitas, ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidad y fisica matemadtica.

3Una vez senalado el cardcter vectorial de las variables y funciones que describen las ecua-
ciones de orden uno con que vamos a trabajar, simplificaremos la descripcién del problema
eliminando la notacién en negrita de los vectores que intervienen.



1.2. Problemas de valores iniciales 7

Hasta ahora no hemos ofrecido ninguna condicién que nos confirme la exis-
tencia de solucién de un problema de este tipo. De hecho, esta afirmacién es, en
general, falsa. Hay multitud de ecuaciones que no tienen solucién o, si la pre-
sentan, no es Unica. Enunciaremos pues, en el teorema siguiente, una condicién
suficiente que nos permite asegurar la existencia de solucién, aunque no serd la
hipétesis mas general posible.

El teorema de existencia y unicidad establece, en consecuencia, que bajo
ciertas condiciones de regularidad sobre la funcién f, para cada condicién inicial
(to, o) existe una dnica solucién local del problema (1.2).

Teorema 1.2.2 (de existencia y unicidad de solucién)*

Sea f una funcién continua en el punto (to,z0) € U. Entonces, eziste un
entorno I; del punto to, suficientemente pequenio, tal que ahi podemos asegurar
la ezistencia de una solucidén, ¢1 : I — R, de (1.2) que satisface la condicion
inicial ¢1(to) = Zo-

Ademds, si f es de clase C™, conr > 1, (es decir, al menos se puede asegurar
que %17% es una funcién continua) y ¢ : Iy — R™ es también solucion de (1.2)
satisfaciendo la misma condicidn inicial, #2(to) = zo, entonces ambas funciones
son iguales en los puntos comunes a los entornos I els.

$1(t) = ¢a2(t), telz=LNDI.

Observaciones:

e Nétese el cardcter puramente local que tiene la solucién cuya existencia
queda establecida por el teorema.

e La solucién correspondiente a (1.2) dependerd tanto de ¢, como de tg e
zo. Por esta razén, a veces es conveniente hacer notar de forma explicita esa
dependencia, escribiendo la solucién que pasa por o en el instante t = o como
é(t; to, o), con lo que é(to; to, Zo) NO €s Mas que Zo.

e Al suponer que f tiene condiciones suficientes de regularidad, es decir, que
es de clase C", puede probarse también que la funcién solucién ¢(t;to, xo), para
(to,zo) € U, es de clase C"*! en t y C" en las variables to y Zo.

e Por conveniencia de notacién, en muchos casos supondremos que la con-
dicién inicial se especifica en t = 0, es decir, definimos z(0) = zo. En este caso
las soluciones se denotaran como ¢(t;To) con ¢(0; o) = Zo.

e Una solucién del problema de valores iniciales (1.2) no necesariamente
existe para todos los valores de t. No obstante, siempre existe un intervalo
(a,b) C R entorno del punto to tal que es el mayor entorno de ese punto donde
est4 definida la solucién, en el sentido que sigue:

Si a es finito = th’m+|¢(t)] = 400.
—a

Sibes finito = lim |¢(t)| = +o0.
t—b~

4Para su demostracién pueden consultarse los libros [12] o [8].



8 Capitulo 1. Sistemas dindmicos

Dicha solucién recibird el nombre de solucién mazimal.

Por ejemplo, si n = 1, podemos afirmar la existencia y unicidad de solucién
del problema de valores iniciales

dz iy
E = 14z
z(0) = 0

ya que verifican las hipdtesis del teorema. La solucién, en este caso, se obtiene
por integracién directa como z(t) = tant, en un entorno del cero suficientemente
pequefio. Sin embargo, el abierto maximal de existencia de esa solucién serfa el
intervalo t € (a,b) = (—%, %) ya que la funcién tangente no estd definida en los
dichos extremos, por tanto no podemos hablar de continuidad, y mucho menos
de derivabilidad, sobre ellos.

e En lo que sigue, salvo que indiquemos lo contrario, supondremos que f(t, )
es una funcién diferenciable con continuidad (esto es, derivable y con derivadas
parciales de primer orden continuas) en todos sus argumentos.

1.2.1 Interpretacion geométrica

Para fijar ideas, supongamos que z representa, de algin modo, variables de
carécter espacial (por ejemplo, las tres dimensiones del espacio ordinario) y ¢
describe el paso del tiempo. z(t), solucién de la ecuacién (1.2), describe pues la
evolucién, el camino seguido por una determinada particula que se ve arrastrada
por el aire desde una posicién inicial fijada en un instante dado z(tg) = zo. En
ese caso, la variacién de la posicién, la variacién del camino (que coincide con el
concepto de derivada respecto del tiempo®) indicard la velocidad de la particula
que seguiamos, y que coincidird de hecho con la velocidad del viento en el punto
z y en el instante ¢.

Aparece, por tanto, asociada a cada ecuacion diferencial y para cada instante
de tiempo, un campo vectorial al que llamaremos campo de velocidades o
flujo de la ecuacién, que nos indica la velocidad (tanto su médulo, como su
direccién y sentido) de una particula situada en ese punto en ese momento.

El teorema de existencia y unicidad de solucién se traduciria, en este con-
texto, de la siguiente manera:
Si situamos dos particulas en el mismo instante de tiempo en la misma posi-
cién y las dejamos moverse libremente en funcién del campo de velocidades que
marca el viento existente, ambas particulas han de seguir el mismo camino.

O lo que es lo mismo, que una particula sometida al campo de velocidades
f(t,z) puede seguir unicamente una trayectoria en el espacio para cada dato
inicial (to, (l?o) EU.
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Orbita

Trayectoria

Figura 1.1: Trayectorias y drbitas en un modelo unidimensional.

1.2.2 Trayectorias y o6rbitas

Para completar la “traduccién” geométrica que ddbamos antes de los sistemas de
ecuaciones diferenciales, conviene observar que la imagen de una solucién de la
ecuacién (1.1) se puede asociar a una curva en R". Esto facilita la introduccién

de los conceptos de trayectoria y érbita asociada a una solucién®.

Definicién 1.2.3

Sea ¢(t;tg,x0) la solucidn del problema de valores iniciales (1.2), definida
en un intervalo mazimal I.

e La grdfica de la funcidn ¢(t;to,z0), es decir, el conjunto de puntos

{(t,:l,‘)ERXRn : $:¢(t§t0a$0), tEI},

es llamada, en lo que sigue, trayectoria de la solucidn.
e Aparecen también los conceptos de semidrbita positiva y negativa asocia-
das al punto zo € R definidas como los conjuntos

Yi(mo) = {z€R" : z=¢(tto,20), t €L, t 2 1o},
Vio(@o) = {z€R" : r = ¢(t;t0,20), t €I, t < to}.

El concepto de érbita resulta, pues, inmediato
Yeo(@0) = {x € R* : = = ¢(t;t0,20), t € I}

Dicho de otro modo, la érbita viene dada por todos los puntos que la solucidén

acaba por recorrer” .

5En lo que sigue, a veces, utilizaremos la notacién & para indicar la derivada temporal de
la variable z.

6En lo sucesivo, y dada la similitud y correspondencia entre ambas ideas, utilizaremos
dichos términos de forma indistinta cuando el contexto nos indique, sin lugar a dudas, a qué
nos estamos refiriendo.

TNétese, que de acuerdo a la definicién dada, la érbita de un punto determinado coincide
con la proyeccién de la trayectoria sobre el espacio determinado por las variables dependientes
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¥ Orbita

Y
\

Trayectori

Figura 1.2: Trayectorias y drbitas en un modelo bidimensional.

e El espacio de las fases es el limitado por las variables de estado z (el
plano de fases Ty, en sistema bidimensionales, o el espacio xyz si trabajamos
en dimensidn n = 3).

Las figuras 1.1 y 1.2, intentan ilustrar la diferencia y relacién esencial entre
ambos conceptos. La primera de ellas, se limita al caso unidimensional: las
érbitas estaran, por tanto, limitadas a segmentos de curva. Si queremos, no
obstante, dar idea del “movimiento”, sélo tenemos que seguir el recorrido mar-
cado por las flechas a partir del punto inicial, primero en sentido ascendente,
luego descendiendo, para volver a aumentar (en el intervalo de tiempo marcado
por nosotros).

La segunda es un caso similar pero la situacién se plantea ahora en dimension
plana. Las trayectorias vendran, por tanto, descritas en tres dimensiones al
tener que introducir el eje temporal. En este caso, la solucién describe hélices
que se cifien a cilindros, de radios determinados en funcién de la posicién inicial,
que se extienden a lo largo del eje ¢. Las drbitas correspondientes, obtenidas
proyectando las trayectorias sobre el plano ¢t = 0, son circunferencias de radios
determinados en funcién del dato inicial suministrado. Analogamente al caso
anterior, el movimiento de la particula situada inicialmente en el punto (zo,%o)
viene descrito mediante las flechas dibujadas sobre las drbitas.

De forma inductiva, el siguiente paso seria centrarse en una situacion descrita
sobre el espacio tridimensional. En general, y en situaciones donde no haya lugar
a confusiones, es mds facil trabajar con las érbitas en lugar de las trayectorias
de las soluciones ya que recogen esencialmente la misma informacién utilizando
una dimensién menos. No obstante, para n = 3, el concepto de drbita es el inico
de que disponemos para obtener una representacién visual del camino recorrido
por la solucién, ya que al introducir la variable temporal para describir las

en que se define la ecuacién diferencial, es decir, basta no considerar, de forma explicita, la
variable temporal
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Figura 1.3: Dos aspectos diferentes del campo de velocidades asociado al sistema
auténomo tridimensional z' = 3z, y' = x — 4y + 2z, 2/ = —4y + z. Aparece
representada la drbita que seria descrita por una particula situada inicialmente

en (—1,1, %) durante un intervalo de tiempo —1 <t < 4.

trayectorias nos verfamos obligados a realizar representaciones graficas en R?
que resultan, cuando menos, dificiles de imaginar. En la figura 1.3 se recoge
una de estas situaciones.

1.3 Sistemas autonomos

De particular interés son las ecuaciones diferenciales ordinarias en las que f(t,z)
no depende explicitamente de ¢: con nuestra interpretacion, la velocidad del
viento en cada punto no cambia a través del tiempo (por ejemplo, la figura 1.3
paran = 3). En este caso, el problema de valores iniciales (1.2) se reduciria a
la expresién

dz
x = @ (1.3)
.’E(to) = 9.

Los sistemas como (1.3) serdn llamados sistemas auténomos. En realidad,
cualquier sistema que se pueda escribir como (1.1) se puede convertir facilmente
en un sistema auténomo sin mas que considerar la variable temporal ¢ como una
nueva variable espacial y desarrollar a partir de ahi toda la teoria que, al efecto,
sea introducida. Bastarfa, pues, escribir z,4; =t, y el sistema (1.1) resultaria,
en forma auténoma, como

1.

j:i = fi(xn+1,.’171,"',zn), i=1)2a"-ana
in+l



12 Capitulo 1. Sistemas dinamicos

Y

x

t

Figura 1.4: Orbita y gréficas correspondientes a las trayectorias de la solucion
del sistema © = y, y = 0.3cost — 0.07y + 16—1 (z — 263), para una condicién
inicial z(0) = —1.4, y(0) = 1. La drbita asociada se corta a si misma, situacion
imposible en un sistema auténomo.

y tener en cuenta que las érbitas de este sistema son las trayectorias del anterior.

1.3.1 Propiedades de las soluciones

El teorema de existencia y unicidad de solucién, enunciado en general para
sistemas no auténomos, garantiza que dos trayectorias nunca puedan cortarse.
Sin embargo, las 6rbitas correspondientes si pueden hacerlo como se observa, por
ejemplo en la figura 1.4. Légicamente, si en nuestro recorrido sobre cada érbita
alcanzamos dos veces el mismo punto, lo hacemos con un determinado desfase
temporal y no tiene porqué verse obligada la particula a repetir ese mismo
camino de forma periédica una y otra vez: en dicho punto las trayectorias se
cruzarian.

No obstante, una consecuencia importante generada por los sistemas auté-
nomos es que particulas que parten del mismo punto pero con un intervalo en
tiempo entre ellas, recorren exactamente la misma érbita.

Teorema 1.3.1

Supongamos condiciones adecuadas de reqularidad en la funcion f del proble-
ma (1.3) para asegurar ezistencia y unicidad de solucion para cada dato inicial
(to, o) a partir del teorema 1.2.2.

Si una particula B comienza su movimiento, en un punto xo del espacio,
T sequndos mds tarde de que lo haya hecho una particula A, ambas recorren
exactamente el mismo camino pero manteniendo un desfase de T sequndos.
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DEMOSTRACION

Sean @1 (t) y ¢2(t) son dos soluciones del sistema auténomo (1.3) tales que
en el instante inicial, en el primer caso, y T segundos mas tarde en el segundo,
ambas se encuentran en la posicién zo; es decir,

01(0)=xz9 y ¢2(T) = 0.

Consideremos una nueva funcién z(t) = ¢2(t + 7). Aplicando la regla de la
cadena, tenemos

dz(t)  dee(t+T) _ dge(t+T) _ -
dt 2dt - dzt'f'T) = f(p2(t +T)) = f(2(t)).

Z(O) = ¢2(0+ T) =Ty

Asi, z(t) es solucién de la ecuacién diferencial propuesta en el problema de
valores iniciales (1.3). Dado que se verifica también la condicién inicial resulta
que tanto ¢1(t) como z(t) son soluciones suyas que han de coincidir en un cierto
entorno del origen:

¢1(t) = 2(t) = da2(t +T) a

Como consecuencia general, podemos deducir que dos 4rbitas cualesquiera
asociadas a un sistema auténomo como (1.3) o bien son siempre coincidentes, o
bien son siempre disjuntas.

Definicién 1.3.2

Sea ¢(t) una solucidn del problema de valores iniciales auténomo (1.3).

e Si la funcidn ¢(t) = zo para todo t € R, entonces zo serd llamado punto
(nodo) de equilibrio, o bien punto fijo, estacionario, de reposo. ..y la funcién
#(t) = zo serd la correspondiente solucién de equilibrio.

e Si la solucién del sistema (1.3) verifica una determina condicion de perio-
dicidad, es decir,

#(0) = ¢(T) = zo para algin T > 0,
o(t) = ot +T) para t € (0,T),
pero 3t € (0,T) tal que ¢(t) # o,

diremos que ¢(t) es una solucién periédica de la ecuacidn y llamaremos pe-
riodo de dicha solucién al menor valor T que verifique la condicidn antes ex-
puesta.

La trayectoria asociada a los puntos de equilibrio es una funcién constante.
Estos puntos son las érbitas de las soluciones correspondientes y se encontraran
resolviendo el sistema f(z) = 0 que nos calcula los puntos de velocidad nula.
Si la solucién es periddica la trayectoria correspondiente se traducird como una
curva que siempre oscila con la misma amplitud. La 6rbita asociada es una
curva cerrada.
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Figura 1.5: Campo vectorial y algunas érbitas caracteristicas asociadas al sis-
tema auténomo de ecuaciones ' =y, y' = (1 — z%)y — z, conocido como
sistema de Van der Pol. Aparecen puntos de equilibrio, trayectorias periédicas
y espirales.

Ademas, si la solucién referida no se ajusta a ninguno de los tipos anteriores
siempre podemos, al menos, asegurar que la aplicacién ¢ — ¢(t) es inyectiva, es
decir, las érbitas nunca se cortan a si mismas.

Asi pues la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo co-
rresponde, en cualquier caso, a uno de los tres tipos introducidos anteriormente.

En la figura 1.5 aparece representadas diferentes érbitas asociadas a un de-
terminado sistema auténomo, conocido como ecuacién de van der Pol, y que
recoge todas las posibles soluciones que podemos encontrar.

1.3.2 Sistemas dinamicos

Las propiedades especiales de los flujos que corresponden a sistemas auténomos
serén objeto de interés muchas veces en el desarrollo de este trabajo. Por el
momento, nos limitaremos a definir el objeto principal de nuestro estudio: qué
se entiende por un sistema dindmico.
Supongamos pues f(z) una funcién C* y ¢(t, o) solucién del sistema (1.3)
Consideramos, en este contexto, para cada t € R*, la aplicacién z — ¢(¢, zo)

8

8Ya sabemos que, en estos sistemas, dos particulas situadas sobre el mismo punto en
distintos instantes recorren siempre el mismo camino. A cada punto o € U le corresponde,
en consecuencia, una tnica trayectoria {¢(t; to,zo), t € I'}.
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definida de R" en si misma (con posibles restricciones en el dominio). Se verifi-
can las siguientes condiciones.

(i) ¢(0,20) = .

(i) ¢(t + s,z0) = ¢(t,¢(s,z0)), para t y s donde ambas aplicaciones estén
bien definidas.

(iii) @(t,zo) es una funcién C*, para cada t, y su inversa que también es de
clase C*, estd dada por ¢(—t, o).

Definicién 1.3.3

Una funcién de R en si mismo, satisfaciendo las tres propiedades antes des-
critas se denomina un sistema dinamico de clase C' en R"

1.4 Geometria de flujos: caso unidimensional

Sabemos que, en el caso de un sistema auténomo, el campo de velocidades
asociado f(z) se mantiene invariante a lo largo del tiempo. Realizaremos, en esta
seccién, un andlisis de cardcter cualitativo de las soluciones a estos sistemas en el
caso unidimensional, utilizando ésta y otras de las propiedades antes descritas.

Para empezar, observemos que el espacio de las fases se reduce a una recta (en
la que se representarian las érbitas de la solucién), mientras que las trayectorias
se pueden describir en el plano tz.

Como sera habitual en todo lo que sigue, la primera opcién que desarrollamos
consiste en describir las soluciones de equilibrio de la ecuacién y determinar el
comportamiento de otras trayectorias a su alrededor. Las distintas posibilidades
se pueden agrupar en tan sélo tres situaciones que difieran de forma significativa.

La primera de ellas corresponde a la figura 1.6. En ella, podemos observar
tanto diferentes trayectorias correspondientes a algunos datos iniciales, como el
diagrama de fases asociado, donde aparecen las lineas de flujo indicando como,
a medida que pasa el tiempo, las érbitas de las soluciones aparecen cada vez
més cerca del punto de equilibrio P; (figura 1.6(a)) o cada vez més alejadas de
P, (figura 1.6(b)). En la primera situacién, diremos que el punto de equilibrio
es estable y en la segunda, inestable.

Otro posible comportamiento de las trayectorias y 6rbitas alrededor de un
punto de equilibrio inestable es el descrito en la figura 1.7(a), las érbitas que
comienzan con un valor inferior al del equilibrio, Ps, se extienden en sentido
ascendente hasta “morir” en él, mientras que si nuestro dato inicial corresponde
a un punto situado por encima de P3, la érbita resulta toda la semirrecta positiva
(con origen en dicho punto) y tendemos, en consecuencia, a alejarnos cada vez
mas del punto de equilibrio.

Recordemos también, figura 1.7(b), que la existencia de puntos de equilibrio
no tiene por qué ser un requisito obligado para la ecuacién diferencial.
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(a) Py es un punto estable. (b) P2 es un punto inestable.

Figura 1.6: Distintos comportamientos de las trayectorias (respectivamente,
érbitas) alrededor de las soluciones estacionarias (respectivamente, puntos de
equilibrio) para un modelo unidimensional.
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(a) Ps3 es un punto inestable. (b) No siempre existen puntos de equili-

brio.

Figura 1.7: Otros comportamientos para trayectorias y orbitas en un modelo
unidimensional.
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1.5 Sistemas lineales planos

Si analizamos ahora cémo se comporta el flujo, las soluciones de un sistema
auténomo en dimensién dos, veremos que la situacién es mucho mas rica, mul-
tiplicAndose las posibilidades.

Partimos pues de un sistema general de ecuaciones diferenciales de orden

dos y auténomo,
dz

r = a == f(zay)a
. dy
=3 = 9(z,y).

Es inmediato observar que, en este caso, las érbitas son curvas sobre el plano
de las variables de estado zy, mientras que para las trayectorias deberiamos
utilizar una representacién en dimension tres.

Comencemos reduciendo nuestro estudio a la situacién més sencilla de resol-
ver: la que involucra a sistemas lineales de ecuaciones.

Consideremos pues el sistema

r = ar + by,

. (1.4)
7

Il

cx + dy.
O bien, escrito en forma matricial

. a b T .
x = Ax con A= , X= y X= .
c d Y ]

La existencia y unicidad de solucién para un problema de valores iniciales
asociado al sistema (1.4) se deduce, por supuesto, del teorema general 1.2.2. No
obstante, el hecho de que las ecuaciones sean lineales proporciona conclusiones
atin més restrictivas.

Proposicién 1.5.1

1. Las soluciones de un sistema lineal X = Ax estdn definidas para cualquier
teR.

2. (Principio de superposicion)
Si x1(t) y x2(t) son soluciones de (1.4), entonces cualquier combinacion
lineal c1x1 (t) + cox2(t) es también una solucidn.

Para determinar, por tanto, una solucién general de la ecuacién (1.4) me bas-
ta conocer dos soluciones particulares suficientemente diferentes o, en términos
matematicos, linealmente independientes®. La independencia de x1(t) y x2(t) es
equivalente al hecho de que el determinante de segundo orden cuyas columnas
son dichos vectores es no nulo.

Para trabajar un poco mds con esta pareja de soluciones conviene introducir
la siguiente definicion.

9Constiltese [21] o [40] para la formalizacién matematica de estos conceptos.
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Definicién 1.5.2

1. Si, en los términos antes descritos, el determinante de la matriz X (t) =
(x1(t) | x2(t)) es distinto de cero, dicha matriz se denomina matriz fun-
damental de soluciones del sistema (1.4).

2. Si, ademds, X(0) = I, siendo I la matriz identidad de orden dos, X (t) se
llama una matriz principal de soluciones.

Proposicién 1.5.3 1. Si X(t) es una matriz de soluciones del sistema (1.4)
con det X(0) # 0, entonces det X(t) # 0, t € R, esto es, X(t) es una
matriz fundamental de soluciones.

2. Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones, entonces la solucidn del
sistema (1.4) que satisface la condicién inicial x(0) = x viene dada por

(t, o) = X (£) X (0)~'x°. (1.5)

Como las soluciones de una ecuacién diferencial unidimensional de orden uno
se suele describir en términos de la funcién exponencial'® introducimos como
notacién

edt = X)X ()™,

donde X (t) es cualquier matriz fundamental de soluciones. La expresién (1.5)
queda ahora

¢(ta IUO) = eAtx():

At

y en consecuencia se establece la identidad e4% = I, luego et es una matriz

principal de soluciones de (1.4).

Recogemos, a continuacién, algunas de las propiedades mds importantes de
la matriz et, explicando de paso la razén de esta notacién un tanto especial a
partir de su analogfa con las propiedades de la funcién exponencial.

Proposicion 1.5.4
La matriz et satisface las siguientes propiedades:

1. eA(t+s) = eAteBt.
i [ A =M,
8. ;‘fze““ = Aedt = ¢At4,

1

242
A e

At 001 nin
i e =Zﬁ‘4t =1+ At+

n=0

10Consiltese [40] o el segundo volumen de [21], por ejemplo.
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A pesar de las coincidencias entre esta funcién exponencial matricial y la
funcién exponencial escalar, hay también ciertas diferencias. Por ejemplo, no es
cierto en general que eAt-eBt # e(A+B)t aunque si las matrices A y B conmutan
(AB = BA) si es cierta dicha igualdad.

Este tltimo resultado proporciona una herramienta para el cdlculo de una
matriz principal de soluciones del sistema (1.4) y, en consecuencia, la determi-
nacién de todas las trayectorias. Desgraciadamente, la serie de potencias que la
define no es realizable salvo para matrices de coeficientes, A, con una estructura
muy particular y que estudiaremos en el préximo apartado. No obstante, es-
tos sistemas especiales, conocidos como sistemas candnicos o sistemas en forma
candnica normal de Jordan'!, tienen un papel esencial en la teoria de sistemas
lineales.

1.5.1 Sistemas lineales en forma canénica normal de Jor-
dan
Son tres estas estructuras particulares que permiten una resolucién inmediata

de las ecuaciones y, en consecuencia, la determinacién del comportamiento de
las 6rbitas en un entorno del origen (punto de equilibrio).

)\1 0 N 1 « ,3

0 A /' 0 A/’ -8 a ]’
donde A1, A2, @ y B son, necesariamente nimeros reales y distintos de cero—
aunque el caso @ = 0 si estd permitido.

;Cuéles serfan las soluciones asociadas a sistemas del tipo (1.4) cuyas ma-
trices de coeficientes se corresponden con una de estas expresiones?.

Matrices diagonales

En esta situacién \; y )2 son, necesariamente, distintos de cero. El sistema
diferencial (1.4) asociado a una matriz de este tipo se escribiria

z! A O T
y' 0 A Yy
La determinacién de una matriz principal de soluciones a partir de su expresién
en serie de potencias es facil ya que las sucesivas potencias A vienen descritas
por la férmula
n
A0
n
0 A3

A" =

11Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), matematico francés recordado fundamen-
talmente en la actualidad por su trabajo en el Algebra (formas normales de Jordan para
matrices) y la Teorfa de grupos. En el drea de la topologia también son varias sus apor-
taciones, entre ellas demostré que un resultado muy intuitivo pero de complicada prueba:
que cualquier curva simple divide el plano exactamente en dos regiones. También generaliz6
criterios de convergencia de las series de Fourier.
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y, al reconocer las series que aparecen, podemos determinar

eMt 0

0 6A2t

y, por tanto la solucién calculada con un dato inicial concreto (zo0,y0), resulta
12

z(t) zoett

y(t) yoerzt

Para obtener las érbitas ligadas a estas soluciones de forma explicita debemos
eliminar el pardmetro ¢ de esas dos ecuaciones y, de este modo, conseguir una
expresién que relaciona las variables e y en funcién del dato inicial. Dividiendo,
entonces, término a término, y haciendo operaciones, obtenemos la expresion

5 -
(&) -G
Zo - Yo '

0, lo que es lo mismo, la ecuacién que describe los puntos de la orbita viene

dada por
= i
Y="Yo —Io

Estudiemos ahora, en los distintos casos que se nos pueden presentar, el cardcter
cualitativo de dichas curvas fijAndonos, especialmente, en su comportamiento
asintético (esto es, una vez que han transcurrido tiempos considerables).

e Supongamos que signo(\;) = signo(A2) y que, ademds, dicho signo es
positivo (0 < A; < A2). Entonces, todas las soluciones tienden a “escaparse”
a medida que pase el tiempo, t — co. Un posible diagrama de fases para esta
situacién podria ser el marcado en la figura 1.8(a). Es facil comprobarlo sin
més que elegir varios puntos de inicio de movimiento, situados sobre las partes
positiva y negativa de los ejes X e Y, o sobre cada uno de los cuadrantes.

Este tipo de comportamiento de las érbitas alrededor del punto de equili-
brio, determina que se le denomine nodo de tipo I inestable, nodo inestable o,
simplemente, fuente'®.

Si, por el contrario, suponemos los dos valores son negativos, A» < Ay <0,
la situacién planteada es similar como se observa en la figura 1.8(b). La tnica
observacién resefiable es que las soluciones tienden a caer en el origen a medida

1

1

1273 solucién de un sistema de este tipo es facil de calcular sin hacer uso de la teoria que
acabamos de desarrollar, ya que las ecuaciones que forman el sistema estdn desacopladas y se
pueden resolver una a una separando las variables.

13N6tese que utilizamos términos referentes a la estabilidad o inestabilidad de los puntos de
equilibrio a pesar de que atin no hemos introducido definiciones formales de estos conceptos.
No obstante, es facil conseguir una visién intuitiva de su significado. A tal efecto, considerare-
mos que un punto de equilibrio es inestable cuando existe al menos una 6rbita a su alrededor
que se recorre de forma que una particula tienda a escaparse hacia el infinito, alejandose de
forma indefinida del punto. En otro caso, el punto de equilibrio es estable.
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(a) Para el sistema de ecuaciones =z, (b) En cambijo, por el comportamiento de
y' = 3y, el origen es un nodo inestable tipo las 6rbitas alrededor del (0,0) para el sis-
I o fuente. tema ¢’ = —z, ¥’ = —3y, se dice que el

punto de equilibrio es un nodo estable tipo
I o sumidero.

Figura 1.8: Diagramas de fases asociado a sistemas lineales planos con autova-
lores reales, distintos y del mismo signo.

que pasa el tiempo. Debido a este comportamiento, el punto de equilibrio recibe
el nombre de nodo estable o sumidero.

e Otra posibilidad, en la situacién descrita, consiste en que los elementos de
la diagonal tengan signos distintos (por ejemplo, y para fijar ideas, Aa < 0 < A1)
entonces las 6rbitas de las soluciones se reducen a curvas que, si el dato inicial
est4 en el primer cuadrante, tienden a acercarse al “punto” (+00,0%) del plano
de fases. Un razonamiento andlogo podemos hacerlo situando el punto origen
del movimiento en el segundo, tercer y cuarto cuadrante, respectivamente. Cabe
también destacar que el camino seguido por puntos situados inicialmente sobre
los ejes de coordenadas es cualitativamente diferente ya que aunque la direccién
de movimiento para ambos sea la propia recta, el situado sobre el eje de abscisas
se aleja del origen, mientras que si comenzamos con una particula en el eje de
ordenadas, ésta tenderd a acercarse a dicho punto. La figura 1.9 ilustra el
comportamiento de las drbitas en un entorno del punto de equilibrio en este
caso.

Como se observa, no todas las trayectorias se acercan o se alejan del origen.
Diremos, pues, en esta situacién que el (0,0) es un nodo inestable que recibe el
nombre de punto de silla.

An3glogamente razonarfamos para A; <0 < A2 con los cambios en el sentido
de recorrido de las érbitas que correspondan.
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Figura 1.9: Diagrama de fases para el sistema z' =z, y = —y, que corresponde
a dos autovalores reales, no nulos pero de signos contrarios. En este caso el
origen recibe el nombre de nodo inestable o punto de silla.

e ;Y silos A\; y A2 son niimeros reales e iguales?. En este caso las érbitas
ligadas a las soluciones no son curvas sino rectas, tal y como aparece recogido

en la figura 1.10.
=%,

Y
Lo

El origen recibe ahora el nombre de nodo estrella estable o inestable, para A <0
o A > 0 respectivamente.

Matrices triangulares

Supongamos ahora que la matriz de coeficientes ligadas al sistema (1.4) corres-
ponde a la forma normal de Jordan

(1)

Para determinar cuél es la matriz de soluciones e
suma de dos matrices que conmutan.

A0 01
A= -+
( A) (00

At escribimos primero A como
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(a) Diagrama de fases del sistema de ecua- (b) El sistema de ecuaciones =’ = —2z,

ciones ¢’ = 2z, y' = 2y correspondiente
a dos autovalores iguales y positivos en R,
asociados a una forma de Jordan diagona-
lizable. El origen recibe el nombre de nodo

y' = —2y, ilustra el mismo ejemplo pe-
ro para autovalores iguales y negativo. El
(0,0) serd pues un punto de equilibrio del
tipo nodo estrella estable.

estrella inestable.

Figura 1.10: Diagramas de fases asociado a sistemas lineales planos con auto-
valores reales, iguales y del mismo signo que se escriben a partir de una matriz
diagonal.

Al calcular las sucesivas potencias de esta suma, utilizando el desarrollo en serie
a que antes haciamos referencia, podemos escribir

1t
01

eAt — Mt

Las soluciones correspondientes a un dato inicial (z0,y0) serdn pues'4
z(t) = yoe
y(t) = (yot +zo)eM

Para determinar el comportamiento de las drbitas de estas soluciones estu-
diamos la relacién entre las variables de estado.

Ahora hay una tnica 6rbita que se reduzca a una recta y = 0, la que co-
rresponde a valores iniciales situados ella misma. El factor te* modifica las
soluciones obtenidas alrededor del punto de equilibrio respecto al caso anterior.

145 realidad, y como en el caso anterior, estas soluciones se pueden determinar resolviendo
la primera ecuacién de las que conforman el sistema y sustituyendo el resultado en la segunda.
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(a) Diagrama de fases para el sistema pla- (b) Analogamente, el sistema de ecuacio-

no z' = 2z +y, y = 2y, esto es, autova- nes 2’ = —2x+vy, ¥ = —2y, o sea, la
lores reales, positivos e iguales asociados a misma situacién pero ligada a una forma
una forma de Jordan no diagonalizable. El de Jordan no diagonalizable. El (0,0) es,
punto de equilibrio recibe el nombre de no- en este caso, un nodo degenerado estable.

do inestable tipo II o, simplemente, nodo
degenerado inestable.

Figura 1.11: Diagramas de fases asociado a sistemas lineales planos con auto-
valores reales, iguales y del mismo signo que se escriben a partir de una matriz

no diagonal.

Las 6rbitas que se obtendrian son las marcadas en la figura 1.11(a). Decimos, en
esta situacién, que el origen es un nodo del tipo II, o nodo degenerado o nodo de
cardcter impropio. Las 6rbitas se recorrerdn acercdndose o alejandose del punto
de equilibrio en funcién del signo, negativo o positivo, del autovalor asociado.

Matriz “compleja”
Si
a f At _ gt cos Bt senft
-8 « —senf3t cosft

El célculo de esta matriz principal de soluciones del sistemal!® se realiza, como
antes, escribiendo A como suma de dos matrices que conmutan

a 0 0 p
A=
0 « T -8 0 )’

15Fn la préxima seccién quedard claro el por qué de esta nomenclatura.
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(a) Diagrama de fases del sistema de ecua- (b) En cambio, si los autovalores son
ciones diferenciales z’ = z + 2y, ¥ = nimeros complejos con parte real nega-

tiva, como ocurre en el sistema de ecua-
ciones diferenciales ¢’ = —z + 2y, ¥ =
—2z — y,el (0,0) resultard un foco estable

o espiral estable.

—2z+y, que corresponde autovalores com-

" plejos, con parte real positiva. Se trata de
un foco estable o espiral de cardcter ines-
table.

Figura 1.12: Situaciones asociadas a la presencia de autovalores complejos de
parte real no nula.

y operando hasta reconocer los desarrollos en serie de potencias de las fun-
ciones senos y cosenos, en términos de los cuales se puede expresar la matriz
exponencial antes escrita.

e Si a # 0 las soluciones presentan un cardcter oscilatorio alrededor del
origen, pero la distancia a éste se ve modificada por la funcién exponencial,
originando espirales que se acercan al (0,0) si @ > 0, como aparece recogido en
la figura 1.12(b). Se tratard entonces de un foco o espiral de cardcter inestable.

Por el contrario, en la figura 1.12(a), observamos cémo se alejan del (0,0)
cuando a < 0. Por tanto, se tratard de un foco o espiral estable.

e Si @ = 0 las soluciones ahora son de caracter oscilatorio, periédicas, man-
teniendo siempre una distancia acotada al origen. Las 6rbitas seran, por tanto,
circunferencias (figura 1.13). Este comportamiento determina que el origen sea
un punto de equilibrio estable y que reciba el nombre de centro.

1.5.2 Reduccién a formas candnicas

Hemos estudiado c6mo se comportan las soluciones (o las 6rbitas) de un sistema
de ecuaciones lineal cuando la matriz de coeficientes se escribe en una de las
tres formas a las que antes nos hemos referido. Pero, jqué ocurre cuando A
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A A
NS e ] , 7
A

Figura 1.13: Diagrama de fases asociado a z' = y, y' = —x que corresponde
a la presencia de autovalores complejos y conjugados, con parte real nula. El
origen, entonces, es un punto de equilibrio que recibe el nombre de centro.

no corresponde a una de estas estructuras?. Veamos primero cémo afecta un
cambio lineal de variables a la matriz de soluciones del sistema (1.4).

Sea P una matriz de orden dos invertible y consideramos el cambio de va-
riables y = P~!'x. En las nuevas coordenadas, el sistema se escribiria ahora

y = P lAPy.

También es inmediato determinar como afecta este cambio a la matriz exponen-
cial de soluciones.

x(t) = Py(t) = PeP"APtyO - (PeP-lAPtP—x)xo

En consecuencia,
et — PeP—lAPtP—l,
y multiplicando por P! a la izquierda y por P a la derecha, obtenemos la
férmula
-1
eP'APt _ p-1,Atp

La idea fundamental con la que seguiremos nuestro anélisis consiste en resol-
ver en lugar del sistema original, otro equivalente a él de forma que las soluciones
de uno de ellos pueden transformarse en las del otro por medio de una transfor-

macién lineal e invertible.
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Definicién 1.5.5

Un niimero \, real o complejo, es un autovalor de la matriz A si hay un
vector no nulo, real o complejo, tal que Av = Av. El vector v recibe el nombre
de autovector de A asociado al autovalor \'6.

Teorema 1.5.6

Sea A una matriz real de orden dos. Entonces existe una mwtriz P real e
invertible tal que P~YAP = J, y J corresponde a una de las siguientes matrices
en forma normal de Jordan:

MO A1 a B
0 A /' 0 X/’ - a )’

donde A1, X2, \ y B son, necesariamente nimeros reales y distintos de cero.

La tltima de las expresiones corresponde, necesariamente, a la presencia de dos
autovalores complejos y conjugados de la forma a % Ji.

Si existe pues una transformacién lineal e invertible, el cardcter de las solu-
ciones se mantiene. En la figura 1.14 podemos estudiar esta equivalencia para
los sistemas de ecuaciones

dz dx

& = e ® - W
dy _ dy _
il 3z — 3y il 3z

esto es, un sistema lineal y el que le corresponde escrito en forma normal de
Jordan, para el caso concreto de soluciones ligadas a un centro. Las 6rbitas
que aparecen dibujadas corresponden a los mismos datos iniciales para ambos
sistemas. Vemos que la deformacidn de dichas érbitas consiste tan sélo en
comprimir o estirar las lineas: éste es el efecto de las transformaciones lineales.

Para calcular esta matriz de Jordan tenemos que determinar sus autovalores.
Estos se calculan como las raices del llamado polinomio caracteristico,

det(A — AI) = 0.

. . a b
En el caso bidimensional, con matriz de coeficientes del sistema L el
c

polinomio caracteristico resulta ser

A2~ (a+d)) + (ad — bc) =0,

1613 cualidad de las soluciones no se ve alterada al utilizar una base de vectores del plano
que nos permitird escribir la matriz de coeficientes del sistema en forma de Jordan. En las
referencias [4] o [21] podemos encontrar el andlisis algebraico adecuado para determinar la
matriz de Jordan asociada a una dada, asi como el subespacio vectorial generado por los
vectores propios y la relacién existente entre ambas matrices.
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Figura 1.14: Comparamos el efecto de una transformacion lineal sobre una forma
canénica de Jordan asociada a un centro.

0, lo que es lo mismo, si tr A representa la traza de la matriz y det A, su deter-

minantel”
A —trA\+detA=0.

Los autovalores se asocian pues a la férmula
1
CEE VA),

donde A, corresponde al discriminante de esa ecuacién de segundo grado y tiene

la expresion
A = (tr A)? — 4det A.

De estos resultados podemos deducir que los autovalores reales corresponden
a matrices que satisfacen la desigualdad A > 0. Los que poseen parte real
negativa han de verificar que tr A < 0. Si det A es negativo, necesariamente los
dos autovalores son reales y con signos opuestos.

Un resumen de la clasificacién de todas las posibilidades de comportamiento
para las érbitas alrededor del origen en sistemas lineales cuyo determinante es

distinto de cero se recoge en la figura 1.15.

1.5.3 Sistemas no hiperbdlicos

Cuando los autovalores asociados a un sistema lineal tienen parte real no nula, o
lo que es lo mismo determinante distinto de cero, dicho sistema recibe el nombre
de sistema hiperbdlico. Pero, jqué ocurre si el origen no es el tinico punto de

17Es un resultado conocido del Algebra Lineal que estos dos conceptos son invariantes bajo
transformaciones lineales. Asi pues la traza, tr(A) = a + ¢, se puede definir como la suma de
los autovalores de la matriz y el determinante, det A = ad — be, como el producto de ellos.

Estos resultados son vélidos para matrices de orden n.
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det
ESPIRALES | ESPIRALES
A — 0 ESTABLES INESTABLES

CENTROS

PUNTOS DE SILLA tr
det < 0

Figura 1.15: Resumen de la dependencia del plano de fases de un sistema lineal
auténomo plano de la traza y el determinante de la matriz.

equilibrio del sistema de ecuaciones?. En ese caso, det(A) = 0, el sistema no es
hiperbélico, y aparece toda una recta de puntos de equilibrio.

Con esa condicién podemos asegurar que, al menos, uno de los autovalores
va a ser nulo. Distinguimos entonces cuatro posibilidades distintas.

Teorema 1.5.7

Si la matriz de coeficientes del sistema (1.4) tiene al menos un autovalor con
parte real nula, entonces dicho sistema es equivalente a uno de los que aparecen
asociados a las siguientes matrices:

@ (5 9) @ (o 0)
w (75 5) @ (% 0)

e Si A = 0, o sea, la matriz tiene todos sus elementos nulos, entonces todos
los puntos son puntos estacionarios y el sistema describe un estado de equilibrio
absoluto.

e La segunda y la tercera posibilidad corresponde al caso de que exista un
autovalor que sea distinto de cero, negativo, y que podamos determinar un
autovector para cada uno de los autovalores de dicho sistema. En ese caso, el
sistema diferencial (1.4) se reduce a la ecuacién

¥y =Xy

con lo que los puntos de equilibrio quedan todos recogidos en larectay =0y
la érbita descrita en el plano de fases por una particula situada inicialmente en
el punto (zo,¥o0) queda incluida en la recta = o. Ademads, como tenemos que
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(a) Flujo o diagrama de fases correspon- (b) Diagrama de fases correspondiente a
diente a ¢’ = 0, ¥’ = y, esto es, a una un sistema cuyos autovalores son nulos y
matriz diagonalizable con un tnico auto- s6lo aparece asociado a ellos un autovec-
valor no nulo A =1 > 0. tor.

Figura 1.16: Diagramas de fases correspondientes a sistemas no hiperbdlicos.
El punto de equilibrio no esta aislado.

y = yoe™, nos movemos alejandonos, o acercandonos (si A < 0), a la recta de
puntos de equilibrio, tal y como aparece en la figura 1.16(a).

e La tltima posibilidad corresponde a la presencia de dos autovalores nulos
pero con un tnico autovector asociado. El diagrama de fases asociado viene
representado en la figura 1.16(b).

No incluimos, para que la extensién no resulte excesiva, la demostracién de
todos los teoremas y proposiciones que hemos enunciado en esta seccién. Todas
ellas se pueden encontrar en [17].

1.6 Sistemas lineales auténomos de dimension n

En el caso mas general de un sistema auténomo en el que la funcién f sea una

funcién lineal en la variable z = (z1,...,2Z»),
T, = anx1 + ... + Q1pTn
Tn = @uT1 + ... + GpunTn

podremos utilizar, tras la eleccién de una base de R", la notacién matricial.
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(a)z' =-%,y = ~y+20z, 2= —-20y— (b) o' = -%, ¢y = 20z, z! = —20y, con
2, con dato inicial z(0) = 2, y(0) = 1, dato inicial z(0) = 2, y(0) = 1, 2(0) = 1.
2(0) = 1.

Figura 1.17: Distintas posibilidades para el comportamiento de las drbitas alre-
dedor del origen, como punto de equilibrio, para un sistema tridimensional.

T = Az

donde A = (@ij)nxn s una matriz de coeficientes constantes.

Es siempre posible la obtencién de la solucién de cualquier sistema diferencial
lineal a partir de la matriz exponencial del sistema ya que todos los resultados
a los que nos hemos referido en la seccién anterior pueden ser generalizados y
contintian siendo validos para matrices (por tanto, sistemas de ecuaciones dife-
renciales) de orden n. A pesar de ello, hemos indicado que no nos va a interesar
su célculo analitico sino el carécter cualitativo de esas 6rbitas. Para ello, ya
hemos sefialado que se comienza con la determinacién de los puntos de equili-
brio. El origen continta siendo siempre una solucién de tipo estacionario. No
obstante, si la dimensién del sistema es superior a dos, la riqueza y la cantidad
de posibilidades que nos van a aparecer hacen muy complicada una clasificacién
sistemética del origen como punto de equilibrio en funcién del comportamiento
de las orbitas a su alrededor.

En la figura 1.17 aparecen recogidas algunas de las muchas posibilidades
para el comportamiento de las érbitas alrededor del punto de equilibrio en un
sistema tridimensional.

Si el sistema tiene dimensién superior a tres, como el de la figura 1.18, ni
las trayectorias ni las érbitas se pueden “dibujar 7. En ese caso, para tener una
idea grafica de las érbitas podemos representar sus proyecciones en cada uno de
los subespacios de dimensién tres que conforman el espacio de fases total.
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T2 T2

x T

(a) Proyeccién sobre el subespacio (b) Proyeccién sobre el subespacio
T1T223. T2T3T4.

Figura 1.18: Algunas proyecciones sobre subespacios tridimensionales de la
orbita del sistema x| = 2z, xh = —2z1, x5 = 374, Ty = —3x3 que satisfa-
ce la condicion inicial 71 (0) = 1, z2(0) = 1, z3(0) = 1 y 4(0) = 1.

1.7 Comportamiento local de las soluciones pa-
ra sistemas auténomos no lineales

Hasta ahora hemos hecho el andlisis de los puntos de equilibrio y su clasificacién
atendiendo a un sistema auténomo lineal de orden dos. No obstante, pretende-
mos en esta seccién estudiar el comportamiento de las soluciones de un sistema
general del tipo (1.3). Aunque trabajaremos, de forma habitual, en dimensién
dos, estableceremos todos los resultados que seguiran en las préximas secciones
de este capitulo para un caso n dimensional.

Partimos, por tanto, de la ecuacién

2 = ) (16)

donde recordemos que x denota un vector n-dimensional cuyas componentes son
las n variables de estado del sistema y f es asimismo una funcién vectorial con
n componentes.

Supongamos también que z es la drbita asociada a una solucién estaciona-
ria del sistema (1.6). Queremos determinar el comportamiento de las drbitas
alrededor de dicho punto.

Si f es lineal, tenemos resuelto el problema. Si no lo es, podemos conside-
rar en lugar de f(z), la expresién obtenida al aplicar la férmula de Taylor a
dicha funcién en un entorno de zp—suponemos las condiciones de regularidad
suficientes para ello.

(&) = f(z0) + Df(z0)(z — z0) + D*f(20)(z — z0)* + ...
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Para que la aproximacién sea de caracter lineal, truncamos ese desarrollo
infinito eliminando los términos de orden superior a la unidad.

f(z) = f(@o) + Df(zo)(z — 20)

Utilizando el hecho de que zp es un punto de equilibrio del sistema, f(zo) =0,y
efectuando un cambio de variables—una traslacién de ejes—paiw cituar el origen
del sistema de coordenadas sobre el punto de equilibrio zg, podemos escribir el
sistema lineal
d_m_ =D L7

donde, para facilitar la notacién, seguimos llamando z al vector de variables de
estado una vez realizado el cambio. Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion
variacional. La matriz de este sistema D f(zo) no es més que la matriz de las
derivadas de primer orden, matriz jacobiana, de la funcién f(z), calculada en el
punto zo.

Cabria preguntarnos cuéndo esta linealizacién del sistema original tiene sen-
tido, esto es, si es de alguna forma equivalente clasificar el zp en (1.6) a clasificar
el origen en (1.7). La respuesta la ofrece el siguiente teorema, cuya demostracion
podemos encontrar en [18] o en [2].

Teorema 1.7.1 (de Hartman-Grobman'®)

Si, en las condiciones anteriores, det[D f(zo)] # 0 y D f(zo) no tiene auto-
valores con parte imaginaria nula, entonces eziste un homeomorfismo h definido
en algin entorno V de zo y con valores en R™, que transforma las drbitas de la
ecuacién (1.6) en las orbitas de (1.7). Este homeomorfismo puede ser elegido
de forma que conserve el sentido de las drbitas y la parametrizacidn del tiempo.

O lo que es lo mismo, el comportamiento de las trayectorias (o de las 6rbitas)
del sistema linealizado (1.7) en un entorno pequeiio del origen tiene el mismo
carécter que el comportamiento de las trayectorias (las érbitas) en un entorno
pequeiio de zo siempre que el cero no sea un centro en el sistema 1.7).

No entramos a considerar en profundidad la equivalencia entre sistemas de
ecuaciones!®. En todo caso, la figura 1.19 ilustra este concepto de equivalencia
comparando las érbitas que rodean un punto de silla situado en el valor de
equilibrio (0.2,0.4) en el sistema de ecuaciones no lineal,

du
5w = u(l —u — 2v),
dv
T = v(l —u — 3v),

18Este teorema de linealizacién fue enunciado por Grobman en 1959 y formalizado por
Hartman en 1964.
19vVéase, por ejemplo, [17].
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—1.2u — 0.4v

//, %\\(

(a) Para el sistema de ecuaciones no linea- (b) Para el correspondiente sistema linea-

lizado el (0.2,0.4) es un punto de silla. lizado, el origen es también un punto de
silla.

u=u(l —u—2v) =—02u—04v
v =v(1—v—3u) =

Figura 1.19: Sistemas linealizados y no linealizados equivalentes.

y las que corresponden al origen en el sistema lineal cuya matriz de coeficientes
es la matriz jacobiana particularizada en dicho punto de equilibrio.

du
1—2u—2v —2u T —0.2u — 0.4v,
J(u,v) = =
-3v 1—2v—3u dv  _ 190 — 0.4y
& : Av.

Observemos que ambos valores de equilibrio son puntos de silla.
Si la matriz jacobiana tiene autovalores imaginarios puros o con parte real
nula, como ocurre con la ecuacién

d
d—? = w4uw-Tv
d
d—: = u?+uv -4,

cuyo diagrama de fases aparece ahora recogido en la figura 1.20, no estamos en
las hipétesis del teorema con lo que, utilizando éste, no podriamos deducir nada.
De hecho, el tnico punto de equilibrio que aparece es el origen y la matriz de
coeficientes ligada a la linealizacién del sistema alrededor de dicho punto

2u+v u—17 0 -7
J(u’v)_(2u+v u—4>’ J(O’O)_<0 —4)

tiene como autovalores \y = 0 y Ay = —4. El teorema 1.7.1 es initil en este
caso y, sin embargo, la representacién directa de las drbitas en torno al punto
de equilibrio, nos permite clasificarlo como un nodo de carécter inestable, del
tipo punto de silla—hay o6rbitas que entran en el punto y otras que salen. El
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N %N

Figura 1.20: El teorema de Hartman-Grobman ofrece una condicién suficiente,
no necesaria.

teorema sefiala pues una condicién suficiente aunque no necesaria: si el punto de
equilibrio del sistema original es un punto de silla, el correspondiente al sistema
linealizado no tiene porqué mantener este comportamiento.

1.8 Estabilidad de las soluciones

Aunque hemos hablado de puntos de equilibrio estables e inestables, en realidad
atn no hemos definido exactamente qué se entiende por estabilidad de una
solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales.

Supongamos, pues, $(t;to, o) una solucién del problema de valores inicia-
les (1.1) que estd definida para todo ¢ > to.

Definicién 1.8.1

Diremos que ¢(t;to,To) €s una solucién estable si para todo € > 0 existe
un & > 0 tal que, si |zh — zo| < 8, (t;t0,2p) existe, estd definida para t > to y
verifica que |¢(t;to, 2o) — #(t; o, To)| < € para t 2> to.

Si la solucién no verifica esta condicidn se dice que es inestable, es decir,
si existe un € > 0 tal que para cada § > O es posible encontrar un zg tal que
|zh — zo| < & pero |p(t1;to, Tp) — o(t1;t0,T0)| > €, para algin t1 > to.

Asimismo, diremos que ¢(t;to,To) es asintéticamente estable si es estable
y, ademds, eziste un 1 > 0 tal que im0 |0 (t, to, T) — ¢(t, to, Zo)| = 0 cuando
|z — 2ol <.

Un punto de equilibrio (recuérdese que un punto de equilibrio no es sino
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una solucién constante de la ecuacién diferencial) es asintéticamente estable si
cualquier érbita que comience cerca se aproxima al punto fijo a medida que
pasa el tiempo. Cabe pues introducir el concepto, equivalente al anterior, de

estabilidad de puntos fijos o estabilidad en el sentido de Lyapunov?®.

Definicién 1.8.2

1. Un punto fijo zo del sistema (1.3) se llamard estable si, para cualquier
entorno N de g, existe N', N C N', tal que cualquier drbita que pase
por N' permanece en N a medida que t aumenta.

2. Un punto fijo zo del sistema (1.3) se llamard asintdticamente estable si
es estable y existe un entorno N de zo tal que cualquier drbita que pase
por N se acerca a xo cuando t — oo.

3. De un punto fijo del sistema (1.3) que no es estable, se dird que es ines-
table.

El estudio directo de la estabilidad de una solucién conlleva en la préctica el
conocimiento de ésta. Por tanto, seria deseable conocer ciertos resultados que
permitan realizar dicho estudio sin el conocimiento a priori de la solucién.

Como primera simplificacién, parece 16gico plantearse el andlisis de la esta-
bilidad de una solucién de un sistema auténomo a partir de la estabilidad de la
solucién idénticamente nula en un sistema del tipo (1.6).

Se verifica, de hecho, como consecuencia del teorema de Hartman-Grobman,
el siguiente teorema.

Teorema 1.8.3

1. Sea f € Ct. Si o es un punto de equilibrio del sistema (1.3) y, ademds,
D f(zo) es una matriz que no tiene autovalores con parte real nula entonces
la solucidn ¢(t) = xo de (1.8) es asintéticamente estable (respectivamente
inestable) si y sdlo si la solucién correspondiente al sistema lineal (1.7) es
asintdticamente estable (respectivamente inestable).

2. Sea f € C*. Si, al menos, uno de los autovalores de la matriz jacobiana
Df(zo) tiene parte real positiva, entonces el punto de equilibrio zo del
sistema de ecuaciones diferenciales (1.6) es inestable.

El teorema anterior, enunciado para una dimensién arbitraria n, tiene una
expresién mas sencilla si nos limitamos al caso plano, recordando que, en ese
caso, los autovalores de la matriz de coeficientes quedan determinados a partir
de su traza y su determinante.

20 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov nacié en Yaroslavl (Rusia), en 1857 y muerto en Odessa,
en 1918. Su trabajo se concentré en la estabilidad de sistemas mecdnicos y en la estabilidad
de fluidos que rotan uniformemente.
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Corolario 1.8.4

Sin = 2, una condicidn suficiente para asegurar la estabilidad asintdtica de
un punto de equilibrio en un sistema auténomo, es que la matriz jacobiana del
sistema tenga traza negativa y determinante positivo®!.

Hay ademds un resultado que quizd merezca mencién especial. Se trata de
un teorema que establece el cardcter estable o no de un punto de equilibrio
asociado a una ecuacién diferencial unidimensional. De alguna forma, ya hemos
hecho referencia a él en la seccién 1.4, no obstante pasamos a dar un enunciado
formal.

Corolario 1.8.5 (Teorema de estabilidad lineal)

Sea n = 1 y supongamos f € C' y xo un punto de equilibrio de la ecuacion
diferencial & = f(z), esto es, f(zo) = 0. Supongamos, también, que f'(zo) # 0.
Entonces, el punto de equilibrio zo es asintdticamente estable si f'(zg) < 0, y
es inestable si f'(zo) > 0.

1.9 Comportamiento asintético de las soluciones

En numerosas ocasiones, cuando se estudian sistemas auténomos cuyas solu-
ciones estén definidas para todo t € RT (o para todo t € R™) es interesante
estudiar el comportamiento de dichas soluciones para valores de t “préximos”
a 400 (a —oo, respectivamente) puesto que el sistema nos ofrece la posibilidad
de predecir qué ocurrird cuando pase un intervalo de tiempo conveniente. Es lo
que suele denominarse analizar el comportamiento asintdtico de las soluciones.

Los aspectos asintéticos de una solucién se enmarcan dentro del estudio de
los denominados conjuntos w-limites asociados a cualquier punto del plano de
fases.

Definicién 1.9.1

Sea & = f(x) una sistema de ecuaciones diferenciales auténomo vdlido en
alguna region de R™ y sea z(t) = @(t; to, o) una solucién de la ecuacion que
estd definida para todo t € R.

e El conjunto a-limite de zq estd formado por todos los puntos de acu-
mulacién del conjunto {$(t;to,zo) : t < 0}, es decir,

a(zo) = {2z € R" : eziste ty — —oo tal que #(tx; to, To) = 2}

e El conjunto w-limite de zq estd formado por todos los puntos de acu-
mulacién del conjunto {d(t;to,zo) : t > 0}, es decir,??

w(zo) = {z € R" : egiste t;, — +00 tal que ¢(tx;to,To) = i

21Véase la referencia [17] para una demostracion del corolario y de los teoremas anteriores

221 3 razén de esta terminologia tan particular proviene del hecho de que a y w son, respec-
tivamente, la primera y la dltima letra del alfabeto griego.

23En realidad, podemos suponer sin peligro que la solucién aparece definida en un intervalo
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Los puntos de estos conjuntos tienen la propiedad de que cualquier entorno de
ellos es “visitado” por la solucién infinitas veces. Por supuesto, puede reducirse
al vacio.

Definicién 1.9.2

Una region D C R? es positivamente invariante para el flujo asociado
a la ecuacidn (1.6) si, para cualquier dato inicial x € D, la érbita positiva
7*+(x%) c D*.

Citamos, a continuacién, alguna de las propiedades de estos conjuntos w-
limites?s.

Proposicién 1.9.3

1. Para cualquier punto z de la drbita de zo se verifica que w(zo) = w(z).

2. Los conjuntos w-limites son cerrados y pueden ser descritos como

w(zo) = m {d(s;t0,T0) : 8 > t}

t>to

3. El conjunto w(zo) es invariante, es decir, es unidn de drbitas (la drbita
de cualquier solucién que comience a ser descrita a partir de un punto del
conjunto w-limite, permanece siempre dentro de dicho conjunto).

4. Se puede probar fdcilmente que w(zo) es un conjunto conezo por arcos, es
decir, dos puntos cualesquiera del conjunto se pueden unir con una linea
totalmente contenida en dicho conjunto.

En principio, para el estudio de los conjuntos w-limites es necesario conocer
las soluciones, sin embargo es posible determinar algunas de sus propiedades sin
necesidad de calcularlas.

1.9.1 Aparicién de ciclos limite

Otro resultado fundamental del andlisis matematico es el llamado teorema de
la curva de Jordan. Su enunciado estd, intuitivamente, muy claro.

maximal concreto (acotado) y no necesariamente en todo R. Los conjuntos w y a-limite
se definen entonces como los puntos de acumulacién de determinados conjuntos si tomamos
sucesiones convergentes hacia el extremo inferior por la derecha, o hacia el extremo superior
por la izquierda, del intervalo maximal, respectivamente

24Eliminamos la dependencia de to en la notacién 'y?(')(xo) ya que, utilizando la proposi-
cién 1.3.1, sabemos que las érbitas no dependen del instante de comienzo del movimiento sino
exclusivamente de la posicién que ocupa en ese momento.

25Muchos de ellas son también aplicables, con las modificaciones oportunas, para los con-
juntos a—limite.
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Teorema 1.9.4
Toda curva v cerrada y simple, en el plano, divide a éste en dos conjuntos
conezos disjuntos.?®

Estos conjuntos se suelen denominar interior y exterior, respectivamente. El
enunciado es sencillo: dos puntos cualesquiera del interior (o del exterior) a la
curva pueden unirse por un arco que no corta a 7. Sin embargo, si se pretende
unir un punto del interior con otro del exterior mediante un arco, necesariamente
ese arco corta a 7.

A pesar de lo intuitivo que parece este teorema su demostracién es cuando
menos “endiablada”, la mayorfa de los textos usuales del analisis matematico
omiten su demostracién.

Para la teoria de ecuaciones diferenciales definidas en el plano, este resultado
tiene interesantes consecuencias. Asi, toda érbita periédica, (es decir, una curva
cerrada) al tener que dividir al plano en dos conjuntos conexos disjuntos no
puede comportarse de una forma “salvaje”.

Definicién 1.9.5

Una érbita cerrada T serd llamada un ciclo limite si hay dos puntos en R?,
uno en el interior de vy y otro en el exterior, tales que los conjuntos a- 0 w-limite
de las drbitas que construidas a partir de esos puntos coinciden, precisamente,
con la drbita periddica T'.

Ya hemos definido anteriormente el concepto de estabilidad de soluciones y,
como un caso concreto, la estabilidad de los puntos fijos del sistema de ecuacio-
nes diferenciales. Es légico, llegado este punto, intentar establecer el concepto
de estabilidad orbital para soluciones periédicas.?”

Definicién 1.9.6

Una drbita periddica T de un sistema auténomo plano (1.6) es orbitalmen-
te estable si para cada € > 0, eziste un 5 > 0 tal que d(x°,T) < & y que verifica
que d(¢(t,x°),T) < €, para cualquier t > 07%,

T se dird orbitalmente inestable si no es orbitalmente estable.

Si el ciclo limite T verifica la igualdad I’ = w(zo) para cada punto Zo de un
entorno de T', entonces diremos que es un atractor periddico. O sea, las 6rbitas
se cifien al ciclo formando espirales que se acercan a 8l desde ambos lados. Por

26En la referencia [1] encontraremos una definicién matemética formal de cada uno de los
conceptos topoldégicos que se ven involucrados en el enunciado formal de este teorema. En el
capitulo tercero, seccién cuarta, de [14] podemos encontrar la demostracién de este resultado.

2713 estabilidad de una solucién se puede enunciar diciendo que pequerias perturbaciones en
los datos iniciales de la ecuacién producirian pequefios cambios en las soluciones asociadas. La
misma idea formulada utilizando el concepto de drbita indicaria que a datos iniciales cercanos
tienen que corresponder a érbitas también cercanas en cualquier instante de tiempo. En
realidad, esta nocién de estabilidad es demasiado restrictiva. Las 6rbitas periédicas alrededor
de un punto fijo, por ejemplo, tendrian que aparecer como orbitalmente estables pero, al tener
periodos distintos podria ocurrir que, en un instante dado estén en posiciones diametralmente
opuestas.

28 Entendiendo, 16gicamente, que no referimos a la métrica euclidea.
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otra parte, si las espirales se alejan de él, el ciclo se denomina repulsor. Si las
4rbitas tienden a acercarse al ciclo por uno de sus lados, pero se ven rechazadas
por el otro, el ciclo recibe el nombre de semiestable.

Quizé convenga, para aclarar estos conceptos, analizar qué ocurre con las
érbitas ligadas a un sistema concreto de ecuaciones diferenciales

{ @
(]

El origen de coordenadas es un punto de equilibrio. Para determinar su
unicidad, tendriamos que comprobar que el sistema

z(l—-z*-y?) +y 0
—z+y(l-22-9%) = 0

z(1-2*-9%) +y,
—z+y(1-2%—y?).

no admite mds soluciones. Para ello despejamos la variable y de la primera
ecuacién, la z de la segunda y dividimos el resultado obteniendo
Yy

Y- Yy p2=p2

x x
Efectivamente advertimos que z = 0 e y = 0, es la tnica posibilidad.

Si realizamos un cambio de variables a coordenadas polares (z = rcos#,

y = rsenf), las soluciones serdn l6gicamente las mismas y el sistema se reducird
a una expresién mucho més simple.

F = r(l-r?),
f = -1.
Las funciones r = 0 y r = 1 (en cualquier caso con 6(t) = —t + 6o, siendo 6y

el angulo que limita el afijo del punto y el eje de abscisas) dibujan dos érbitas
concretas del sistema: aquéllas cuya distancia al origen no varia a medida que
pasa el tiempo. Se trata del origen de coordenadas y la circunferencia de radio
unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj. El diagrama de fases
resulta tal y como aparece en la figura 1.9.1.

La curva r = 1 representa, por tanto, un ciclo limite estable tal y como lo
hemos definido anteriormente.

Centremos ahora nuestra atencién en la existencia de érbitas periédicas no
triviales que no estan cerca, necesariamente, de ningin punto de equilibrio. La
demostracién completa de este resultado se puede encontrar en la referencia [39].

Teorema 1.9.7 (de Poincaré-Bendizson)

En el contexto que ya hemos definido, sea D € R? una regién positivamente
invariante que contiene un nimero finito de puntos de equilibrio. Sea x° € D y
consideremos w(x°). Entonces se satisface una de las siguientes condiciones:

e w(x%) es un punto fijo;

e w(x%) es una drbita cerrada;
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A

N

NN s

e w(x%) consiste en un nimero finito de puntos de equilibrio 1, Ta,..., Tn
y drbitas v con a(y) = z; y w(y) = ;.

Para usar el teorema de Poincaré??-Bendixson 2° con el objetivo de probar la
existencia de una érbita periédica no trivial en un determinado problema, tene-
mos que construir un recinto abierto y acotado D C R2, que no contenga puntos
de equilibrio estables, tal que toda solucién que comience en D permanezca alli
para todo ¢ > 0 (esto es, un abierto acotado positivamente invariante). Después,
comprobaremos que para cualquier x0 = (z0,y0) € D, w(x°) no contiene pun-
tos que pertenezcan a la frontera de D. Como partimos de que D no contiene
puntos de equilibrio, podemos deducir que w(x%) es necesariamente una 6rbita
periddica.

En general, la aplicacién de este teorema no es facil, ya que la construccién
de un abierto D con las propiedades descritas no es algo evidente, y ademas,
tampoco asegura la unicidad en la existencia del ciclo limite.

A veces, es ttil poder conocer a priori si el sistema considerado tiene o
no érbitas periédicas en la regién de estudio. Como consecuencia directa del

29 Jules Henri Poincaré (1854-1912), matematico francés nacido en Nancy y muerto en Paris.
Fue uno de los pioneros de la topologia algebraica y de la teoria de las funciones analiticas
complejas de varias variables. Antes de los 30 desarrollo el concepto de funciones automérficas
que utilizé para resolver ecuaciones lineales de segundo orden. También trabajé en geometria
algebraica y teoria de nimeros. En el campo de las matemaéticas aplicadas, estudié 6ptica,
electricidad, telegrafia, capilaridad, elasticidad, termodindmica, teorfa de la relatividad y
cosmologia. Puede ser considerado uno de los dltimos matemaéticos universalista.

30Tvar Otto Bendixson (1861-1935), matemdtico sueco mundialmente conocido por el lla-
mado teorema de Poincaré-Bendixson, inicialmente enunciado y probado Poincaré pero al que
Bendixson doté, en 1901, de una prueba més rigurosa con hipdtesis mds débiles.
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teorema de Green®! aparece los siguientes criterios, cuya demostracién podemos
encontrar en [17].

Teorema 1.9.8 (Criterio de Bendizson)

Sea D un abierto acotado, simplemente conezo (esto es, se trata de una
regidn sin “agujeros”). Si div f = %’% + %% es de signo constante y no es
idénticamente nula en D, entonces el sistema (1.6) no tiene drbitas periddicas
que permanezcan por completo en D.

Como una generalizacién de este resultado, aparece el criterio de Dulac.

Teorema 1.9.9 (Criterio de Dulac)

Sea D C R? un abierto simplemente conezo y sea B(z,y) una funcién C'(D)
que sdlo toma valores reales. Si la funcién div Bf = ﬂ%l + ﬂ%"’) es de signo
constante y no es idénticamente cero en D, entonces el sistema (1.6) no tiene
drbitas periddicas que permanezcan por completo en la region D.

La funcién B se denomina funcién de Dulac. Cuando B(z,y) = 1, este
criterio se reduce al de Bendixson. La dificultad en la aplicacién del teorema
subyace en el hecho de que no existen criterios para determinar esta funcion.

Para terminar esta seccién, estableceremos un teorema de tipo geométrico
que relaciona las érbitas periddicas y los puntos de equilibrio en una regién del
plano.

Teorema 1.9.10

Sea D una regién de R® donde podemos asegurar la existencia de una drbita
periédica T, tal que la region H que define su interior estd totalmente contenida
en D. Entonces, en H debe existir un punto de equilibrio.

Para ilustrar los conceptos de conjunto w-limite podemos utilizar las figuras
introducidas, por ejemplo en las secciones 1.5, 1.7 y en este mismo apartado.
No incorporamos otros nuevos, llegado a este punto, ya que intentamos evitar la
repeticién. No obstante, en [19] podemos encontrar multitud de ejemplos para
afianzar y aclarar estas ideas.

31George Green (1793-1841) matematico inglés nacido en Sneinton, Nottingham. Su tnico
periodo escolar conocido fue cuatro trimestres en 1801-1802. Fue duefio, y trabajé, hasta los
cuarenta afos (1833) en un molino de viento. Green hizo sus mayores aportaciones al campo
de la teoria potencial aplicada a hidrodindmica (ondas en canales, fundamentalmente), a la
teoria de reflexién y refraccién de la luz y del sonido. Publicé diez trabajos matemadticos:
el primero y el mds importante, sufragando ¢l mismo los gastos, en 1828 An essay on the
application of mathematical analysis to the theories of electricity and magnetism. Cuando
dejé el molino, se gradué en Cambridge. Cémo consiguié sus conocimientos matemadticos, es
un misterio.
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1.10 Introduccién a la teoria de bifurcaciones

En numerosas ocasiones, un sistema de ecuaciones diferenciales como (1.1) de-
pende también de determinados pardmetros de control, independientes de la ley
dindmica que regula el fenémeno objeto de nuestro estudio. Esta situacién se
traduce formalmente considerando una ecuacién del tipo

&= f(t,z;p) (1.8)

donde p es un valor perteneciente a un subconjunto determinado de un espacio
R*, de dimensién finita, y f(t,;4) no es sino una funcién de clase C" en las
variables t, ¢ y pu. Las posibles soluciones de esta ecuacién (una ecuacién di-
ferente para cada valor de p) dependerdn de dicho parametro. Es interesante
analizar cémo varian estas soluciones al variar p para saber si estos cambios son
de caricter cuantitativo o cualitativo.

Para un sistema asi definido podemos establecer una condicién que nos ga-
rantice la existencia y unicidad de solucién local, asi como la dependencia de
esta solucién respecto a las condiciones iniciales y los parametros.

Teorema 1.10.1 (de derivabilidad respecto de las condiciones iniciales y los
pardmetros)

Sea f una funcién continua en un abierto U € Rt x R* tal que ezxisten
las derivadas parciales %ﬁ Y -g—f‘ y son funciones continuas en los espacios en
las que estdn definidas. Entonces, si ¢ = ¢(t;to, o, o) €s una solucion del
sistema (1.8), verificando la condicién inicial é(to; to, To, o) = ZTo, definida
para cualquier t € I, siendo I un entorno de to,

o ¢ € C? respecto de la variable t.

o ¢(t;t1,x1, 1) € C' en las variables ty, T1 Y i (esto es, como funcién
de las condiciones iniciales y los pardmetros) para cualesquiera T1 Y fi
pertenecientes a entornos suficientemente pequenios de to, To Y Ho-

1.10.1 Tratamiento de los problemas: nuevos conceptos

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo de-
pendiente de un pardmetro k-dimensional p del tipo

o= f([J,,:l:). (19)

Supongamos, asimismo, que estamos en las condiciones de regularidad suficien-
tes para asegurar la existencia y unicidad de solucién.

Los puntos de equilibrio z, de este sistema son, simplemente, las solucio-
nes de la ecuacién f(u,z) = 0. Estas soluciones dependerén, por tanto, del
parametro j, pudiéndose expresar mediante la relacién

Ty = (p)- l00)
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A cada valor fijo de éste, pueden existir varias soluciones de dicha ecuacién, esto
es, varias ramas. Al variar p, la expresién (1.10) describe, en un determinado
subconjunto de R¥*™ el conjunto de todos los posibles puntos de equilibrio de
dicha ecuacién a partir de una o més funciones regulares de p, salvo en los
puntos del (p,z,) en los que la matriz jacobiana respecto a = de la funcién
f, particularizada en dicho punto de equilibrio, sea una matriz singular (o,
equivalentemente, tenga algiin autovalor nulo)3?. Cada una de esas ramas puede
ser representada graficamente en el espacio de pardmetros y puntos de equilibrios
asociados.?3.

La figura 1.21 ilustra este tipo de relaciones para una ecuacién unidimensio-
nal dependiente de un tnico pardmetro. Esquemas como éste se denominardn,
en lo que sigue, diagramas de bifurcacién. En los puntos (jg,zo) en los que
la matriz jacobiana asociada al sistema sea singular, las distintas ramas pueden
cortarse. Si esto ocurre diremos que, en dicho valor del pardmetro pg, aparece
un punto de bifurcacién. La principal caracteristica de po es que en cual-
quier entorno suyo aparecen valores de los pardmetros que dan lugar a espacios
de fases topoldgicamente distintos (esto es, hay un cambio en la estabilidad o,
simplemente, en el cardcter de los puntos de equilibrios asociados). De hecho, el
mapa de fases en el punto de bifurcacién tiene que ser tal que cualquier cambio
arbitrario en los pardmetros, por pequefio que éste sea, conduzca a comporta-
mientos cualitativamente distintos. Esta situacién es la que corresponde a un
sistema que carece de estabilidad estructural, concepto que aparecera en el
resto de este trabajo al analizar los modelos que corresponden a determinadas
situaciones.

1.10.2 Clasificacion de puntos de bifurcacion

Las bifurcaciones en los puntos de equilibrio normalmente producen cambios en
las caracteristicas del flujo y en la estabilidad de los correspondientes equilibrios.
Quizés el concepto de punto de bifurcacién no haya sido expresado en términos
demasiado precisos, no obstante una formulacién totalmente rigurosa implicaria,
como ya hemos insinuado, muchas complicaciones conceptuales y de cardcter
técnico. Por consiguiente, para nosotros, un punto pg,zo sera de bifurcacién si
para ese valor del parametro el correspondiente punto de equilibrio cambia su
tipo de estabilidad.

Es practicamente imposible, al nivel que nos situamos, clasificar todas las
situaciones que pueden presentarse en los sistemas de primer orden dependien-
tes de un pardmetro (de hecho, para dimensiones superiores a la plana—por
ejemplo, una variable bidimensional y un pardmetro, o una variable unidimen-
sional y dos pardmetros—Ia clasificacién general est4 lejos de ser llevada a cabo).

32Esta excepcién es el primer resultado importante de la teoria de la bifurcaciones y resulta
consecuencia del teorema de la funcién implicita, pieza fundamental del Analisis Matemético.
En [17], encontramos una demostracién formal y constructiva de éste y otros resultados.

33Nos limitaremos, en este trabajo, a ofrecer una primera aproximacién a la teoria de
la bifurcacién centrdndonos, principalmente, en los diferentes esquemas de bifurcacién que
pueden ser representados en el plano o en el espacio.
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Si nos limitamos a considerar las derivadas de f hasta de orden dos®*, apare-
ce la clasificacién que a continuacién exponemos (a partir de la ofrecida en la
referencia [22]).

e Punto regular.
Un punto regular (po,zo) de f(u,z) = 0 es el que verifica que

% (hoy0) #0 oien 5L (uo,an) 0.

De forma gréfica, diremos que por (Zo, o) Pasa una \nica rama en el
diagrama de bifurcacién.

¢ Punto de retorno regular.
Es aquel (uo,zo) en el que la funcién 9% cambia de signo mientras que

8 oz
5‘{‘(“0’ 2:0) # 0.

e Punto singular.
Es aquél que verifica

0
2 oy 0) = 5L (n,0) = 0.

e Punto doble.
Es el punto singular por el que pasan tan solo dos ramas del diagrama de
bifurcacién que ademés posean, en dicho punto, distinta tangente.

e Punto singular (doble) de retorno.

Es un punto doble en el que a%(wo) cambia de signo en una de sus ramas.

e Punto cuspidal.
Es un punto en el que se cortan dos y sélo dos ramas teniendo ambas, en
dicho punto, la misma tangente.

e Punto conjugado.
Es un punto singular aislado en el diagrama de bifurcacién.

e Punto singular de orden superior. Es aquél (10, o) en el que

52f _ aZf 82

f
5:57(#0,960) = m(uo,xo) = W(uo,mo) =0.

Algunos ejemplos para ilustrarlos aparecen en la figura 1.21.

34 sto es, suponemos que las derivadas de segunda orden de la funcién f(p, ) no se anulan
nunca simultdneamente.
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(a)z=p—=.
Todos los puntos situados sobre la recta
son puntos de equilibrio y regulares.

T2 =—U

(c) z = pz + z2.
El origen es un punto singular doble.

() & =p+z—z8.

En este esquema, (F 3?, :tg—‘gé) son pun-
tos singulares de retorno.

(b) & = p + z2.
El (0,0) es el inico punto de bifurcacién
llamado punto de retorno regular.

z T2=p
.7,‘1=0
12
:I:3=—-\/;7

(d) & = pz — 28.
Aparece un punto singular en el origen.

Equilibrio estable

Equilibrio inestable

O Punto de bifurcacién

(f) Leyendas de los diagramas.

Figura 1.21: Diferentes diagramas de bifurcacién para sistemas unidimensionales

dependientes de un tnico pardmetro.
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T T
Te [/’"
Te : Ti r\ :
Te T
(a) El origen es estable si 4 < 0. Todas las (b) Si p > 0 aparecen dos puntos de equi-
trayectorias tienden hacia ese valor. librio estables mientras que el origen pasa

a tener cardcter inestable.

Figura 1.22: Comportamiento de las trayectorias y las drbitas de la ecuacion
unidimensional & = px — x* en torno a los puntos de equilibrio.

1.11 Algunos ejemplos unidimensionales

Analicemos, como ejemplo, algunas situaciones que se pueden presentar en el
caso de una ecuacién unidimensional que depende de sélo un pardmetro. Con-
cretamente, nos cefiiremos a las recogidas en las figuras 1.21(d) y 1.21(e).

1.11.1 Bifurcacién del tridente

Consideremos, en primer lugar, la ecuacién & = z(p — z*). Queremos estudiar
la dependencia de los puntos de equilibrio con respecto a dicho parametro .
El estudio de puntos singulares de la matriz jacobiana asociada a esta ecua-
cién se reduce al calculo de los puntos extremos de la funcién f(u,z), esto es,
los puntos que anulan la derivada de primer orden. Se verifica, en este caso, que
f'(u,z) = p— 32? y, por tanto, el inico punto de bifurcacion es el origen.
Las soluciones de la ecuacién z(u — z2) = 0 vienen descritas por

T (/‘l‘) = 0’
z2(p) = +\/I—"
z3(p) = —/R

Naturalmente, estas dos iltimas funciones estdn presentes sélo si tienen sentido,
esto es, si g > 0. La representacién gréfica en el plano uz, es decir, el corres-
pondiente diagrama de bifurcacién, aparece en la ya mencionada figura 1.21(d).
Obsérvese que para cada valor del pardmetro p correspondiente al semieje posi-
tivo, se dibujan tres puntos de equilibrio, resultando tres ramas diferentes en el
diagrama, mientras que si dicho valor corresponde al semieje negativo, el punto
de equilibrio es tnico.
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Analizando ahora la estabilidad de las soluciones estacionarias a partir del
teorema de estabilidad lineal, podemos observar que, para p < 0, el origen es un
punto de equilibrio estable, ya que f'(y,0) = p < 0, mientras que, para p > 0
la derivada cambia de signo y, en consecuencia, ese punto es inestable.

Por ese mismo criterio podemos afirmar que si nos reducimos a valores posi-
tivos del pardmetro u, el punto de equilibrio z = £/p resulta ser estable, pues
£, £/ = —2u < 0.

Si = 0, el tnico punto estacionario que aparece es el origen, pero no pode-
mos establecer cémo se van a comportar las érbitas a su alrededor a partir del
teorema de estabilidad lineal. Sin embargo, podemos determinar su inestabili-
dad con sélo observar que f'(0,z) = —3z% y, por tanto, la solucién z(t) es, en
cualquier instante de tiempo, una funcién decreciente.

Las situaciones diferentes que se plantean se pueden observar tanto en los
que se refiere a las trayectorias como en lo que atane a las drbitas de dichas
soluciones, quedando este comportamiento reflejado en la figura 1.22. Podria
resumirse diciendo que un punto de equilibrio estable (el origen) se “desdobla” en
otros dos, de forma simétrica, mientras que el origen se transforma en inestable.
p = 0 se denomina, entonces, punto de bifurcacion tipo Pitchfork. En la figura
se observa también las cuencas de atraccién de cada uno de los valores estables.

1.11.2 Histéresis

La situacién planteada en la figura 1.21(e), para la ecuacién & = p + z — x>,

es diferente ya que viene determinada por la existencia de dos puntos de bi-
furcacién. Para valores del pardmetro situados fuera del intervalo delimitado
por esos dos puntos, aparece un tnico punto de equilibrio estable. En cambio,
si analizamos qué fenémenos se producen para valores del pardmetro pertene-
cientes a dicho intervalo, encontramos tres puntos de equilibrio: los extremos
estables y el punto intermedio inestable.

Pero veamos, paso a paso, cémo deducimos dicho diagrama de bifurcacién.
Los dependencia de los puntos de equilibrio con respecto al valor de u es descrita
en la curva p+z—x3 = 0. Para establecer la existencia de puntos de bifurcacién
tenemos que deducir si hay algtin u que permita la aparicién de z tal que %5 =0.
En este caso,

Q:3x2+1:0=>x=i£.
oz 3

Estos valores se corresponden con los puntos de bifurcacién

p=-z+z3= q:2£,
9
esto es, los valores que delimitan el comienzo y el final del pliegue en la curva
que representa los puntos de equilibrio existentes en funcién del pardmetro.
La situacién que se plantea en el plano de fases se recoge en la figura 1.23,
donde observamos cémo varia el comportamiento de las trayectorias y de érbitas
a medida que el valor de p va tomando distintos valores. La conclusién es que,



1.11. Algunos ejemplos unidimensionales 49

\ t T ——

Te ( —= T
e

% T
Te |= = ;
(c)p=0 @p=23
z
v
0 / ¢

(e) p=0.5

Figura 1.23: Orbitas y trayectorias asociadas a la ecuacién & = p — + z3 en
funcién de los valores del parametro.
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si el valor del pardmetro estd por debajo de :2’9@ obtenemos un tnico nodo
estable. Al superar dicho valor se genera un segundo nodo estable y aparece
entre ambos otro punto de caracter inestable. El fenémeno de duplicacién del
equilibrio estable desaparece de la misma forma que se produjo: el menor valor
estable cada vez estd més cercano al inestable hasta que se funde con él, al
superar el pardmetro el valor 249@, y permanece sélo el primero.

Un fenémeno de este tipo, donde pasamos de tener un tnico punto estable
a tener dos y ademds otro punto de caracter inestable al variar el parametro,
esto es, si pasamos de recorrer una superficie con una sola hoja a entrar dentro
del “pliegue” que representa la figura 1.21(e), recibe el nombre de histéresis®.

1.12 La bifurcacién de Hopf-Poincaré-Andronov

Se tratara de una de las situaciones que surgiran con frecuencia en el estudio
de los modelos bidimensionales que seguirdn en capitulos posteriores, y por ello
merece en este momento una atencién especial.

El fenémeno conocido como bifurcacién de Hopf-Poincaré-Andronov, o sim-
plemente bifurcacién de Hopf®®, consiste en el cambio que se produce en la
estabilidad de un punto de equilibrio acompafiada de la aparicién o desapari-
cién de un ciclo limite, al variar un pardmetro en un sistema plano.

Existen, dentro de esta situacién, algunas variantes dependiendo del tipo
de estabilidad de los correspondientes puntos de equilibrio, o de las érbitas
periddicas.

1.12.1 Un ejemplo concreto

Veamos en qué consiste este fenémeno a partir de un ejemplo concreto. Consi-
deremos el sistema uniparamétrico

# = ytolp—a®—¢*)
{z) = —z+ylp-2?-y?) .11

El origen de coordenadas es un punto de equilibrio para cualquier valor del
parametro u. Si realizamos un cambio de variables a coordenadas polares, las
soluciones son las mismas y el sistema se reduce a una expresién mucho més
simple.

35Podemos encontrar otras muchas situaciones curiosas: bifurcaciones nodo-silla (saddle-
node bifurcation)—correspondientes al diagrama de bifurcacién 1.21(b), puntos cuspidales—
que involucra ya a una ecuacién unidimensional que depende de dos pardmetros, y que apa-
recerd en el segundo capitulo, etc.

A pesar de su interés no nos detenemos aqui a realizar este estudio. Para el lector interesado
en su andlisis nos remitimos a los libros de Kogak [17] o Arrowsmith [3].

36Heinz Hopf (1894-1971), matemdtico nacido en Breslau (Alemania), ahora Wroclaw (Po-
lonia) y muerto en Zollikon, Suiza. Su trabajo se desarrollo siempre en el drea de la topologia
algebraica. Estudié campos vectoriales y definié lo que en la actualidad se conoce como el
invariante de Hopf.
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(a) Obsérvese cémo cambia la situacion si
el pardmetro vale p = 0.1. Aparece un
ciclo limite estable, r = /i, y, por tanto
7 > 0, con lo que las érbitas que comienzan
cerca del origen se van alejando de él.

!
|
b

\
\
/
- e e o o
Rt P

—r >~ — - ~ S

(b) Diagrama de fase, en el conjunto
(-0.6,0.6) x (—0.6,0.6), para el algunas
érbitas asociadas al problema (1.11) con
pu = —0.1. En general, p < Oobligaas <0
y, por tanto, el origen es asintéticamente
estable.

Figura 1.24: ;En qué consiste la bifurcacién de Hopf?.

{ Po= r(p-r?)

f = -1

Asi escrito, es facil determinar el comportamiento de las érbitas en un en-
torno del (0,0) correspondiente a diferentes valores del pardmetro p. En la figu-
ra 1.24, recogemos las diferencias que aparecen si elegimos valores del pardmetro
negativos (el origen es un foco estable) o positivos (foco inestable y surge un
ciclo limite estable que atrae ahora a las 6rbitas). Este ciclo resulta el conjunto
w—limite de todos los puntos distintos del origen.

La deduccién analitica de estos resultados nos permite relacionar esta situa-
cién con los autovalores de la matriz jacobiana ligada al sistema linealizado.
Hagamos uso de las técnicas y procedimientos que hemos descritos anterior-
mente para clasificar los puntos de equilibrios correspondientes a un sistema no
lineal. La matriz jacobiana tiene, en este caso concreto, la expresion

Ja(p) = 1 = g

p— 3z —y? 1-2zy )

p—az? - 3y°
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que, particularizada en el origen de coordenadas, resulta

J4(0,0) = ( & ; )

Los autovalores de esta tltima matriz son los valores complejos conjugados
\ = p=iy, por tanto, podemos aplicar el teorema 1.7.1 para caracterizar dicho
punto de equilibrio siempre que p # 0.

Podemos deducir de este andlisis algo muy interesante : observamos que el
cambio en la estabilidad del origen coincide con la variacién de signo en la parte
real de los autovalores de la matriz J4(0,0).

1.12.2 Un teorema de caracterizacion de la bifurcacion de
Hopf

Este hecho no es algo que suceda de modo particular en este ejemplo sino que es
el comportamiento habitual del fenémeno y, de hecho, se recoge en un resultado
conocido como el teorema de Hopf.

Consideremos un sistema plano del tipo (1.9),

dz

—d_t - fl(fﬂ,y:ﬂ)
dy )
a - fz(z,y,ll)

definido en un abierto G C R?, donde el pardmetro p varia en un intervalo
1 < p < po. Supongamos que z, representa un punto de equilibrio de dicha
ecuacién y que la matriz jacobiana J(z,), calculada en dicho punto, tiene
siempre autovalores con parte real a(x) no nula y hay un tnico valor po que
sefiala un cambio de signo en esta parte real—para fijar ideas supondremos que
signo(a(u))=signo(p), en consecuencia, pg = 0.

Teorema 1.12.1 (de Hopf-Andronov-Poincaré®”)
Suponemos, con la notacién descrita, que se satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. f = (f1, f2) es analitica como funcion de las variables x e y.

da
2. d—”(O) > 0 (0 sea, a cambia de signo en el origen con “velocidad positiva”).

3. z,(0) es un punto de equilibrio asintdéticamente estable.

Entonces,

37Como queda sugerido en el titulo del teorema, éste fue descubierto de forma independiente
por Andronov (1929) y Hopf (1943). Ademds Hopf senala que de los trabajos de Poincaré
(1892) se deduce que éste también conocié este resultado. A menudo no se sabe bien a quien
corresponde el mérito de las ideas.
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(i) po es un punto de bifurcacién del sistema.
(i) para p € (1, o), el origen es un foco estable.

(iii) para p € (po,p2), €l origen es un foco inestable rodeado por un ciclo limite
estable cuyo tamano crece con [i.

El teorema 1.12.1 admite diversas variantes dependiendo de las hipdtesis que
se manejen en cada caso aunque las correspondientes conclusiones variaran de
forma ansloga. Una prueba de este resultado, cuya demostracion se escapa a
los contenidos de este trabajo, podemos encontrarla en [30].

De todos modos, abandonamos ya el estudio de estos conceptos, deducidos
todos a partir de una teorfa general de resolucién de ecuaciones diferenciales.
Podriamos seguir avanzando (dada la riqueza del tema en cuestién) pero las ideas
introducidas cubrirdn con creces las necesidades que se planteardn en nuestro
andlisis dindmico de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

1.13 Ejercicios

1. Encuentra los puntos fijos de las siguientes ecuaciones diferenciales auténo-
mas:

(a) t=z+1. (c) & = sinhz?. (e) E=22+1.

(b) =z —z5. (d) ¢ =2*—23-22%. (f) £ =senwz.

Determina la naturaleza de los puntos fijos (estables o no) y construye la recta
de fases para cada ecuacion.
9. Considera la ecuacién diferencial dependiente del pardmetro real A,

&= (z- N -N.

Encuentra todos los posibles diagramas de fases asi como los intervalos de A\ a
los que podemos asociar cada uno de ellos.

3. Esboza el plano de fases asociado a la ecuacién diferencial z' = Az, haciendo
las conjeturas necesarias. Decide en cada caso si el origen es un sumidero, una
fuente, un punto de silla o ninguno de ellos. Si A depende de algin pardmetro,
realiza el andlisis en funcién el valor de k.

—2 -1 0 2 1
(a)A:( 0). (d)A=<2_2). (g)A=(11>.
0 1 1 2 1 -2
(b)A=(1O>. (e)A=<O 2). (h)A=<_24).

(SR Lo
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4. Encuentra todos los puntos fijos de los siguientes sistemas de ecuaciones pla-
nos. Las constantes a, b, ¢ y d son positivas.

(d) { .'{,‘1 = senux,

(a) i = z1(a—bxa), Iy = —COSTa.

& i —z2(c — dz1),

T2, (e) T = 1'1(2"'1‘1 —2:1:2),
—senz. = 25(1 -2z — z9).

-8
%)
Il

—
=3
N
——
8
—
Il

8-
~N
|

T = g, ¢ #1 = zalz—-1),
(C) { iz = ZL'2(1 —x%) - T1. ( ) { .’iIQ = (.’L‘l — 1)(1‘2 - 3)
5. Etiqueta y describe todos los conjuntos oy w-limite no vacios, cerrados y
acotados del retrato de fases mostrado a continuacién.

(G

o)

< A

6. Dibuja un diagrama de fases que sea coherente con cada uno de los siguientes
grupos de condiciones:

(a) Un ciclo limite inestable, tres puntos fijos (un valor de silla y dos nodos
estables) y una regién que mantiene al origen como centro.

(b) Cinco focos, uno inestable y cuatro estables, cuatro puntos de silla y un
conjunto w-limite no vacio, cerrado y acotado que contenga cuatro puntos
fijos y una regién circular que mantiene el origen como centro.

7. Utiliza el teorema de linealizacién 1.7.1 para clasificar si es posible los puntos
fijos de los sistemas:
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g - 2 : = x
& = z3-3z1+2, d £, = T1—ZT2—€",
(a) { i’z = .’IJ% gt 170 ( ) .’i‘z = 21 —T2— 1.
T, = o 1 = T+ IT1+T1T2
b . ’ . ’
(b) { iy = —I1+ lei (e) { Lo = T1—2%2— .’II%.
& = sen(zy + z2), T = g,
¢ . f .
( ) { T2 = T2. ( ) Ty = —(1+2‘%+$‘})$2 —I3.

8. Demuestra que las siguientes regiones son positivamente invariantes para los
sistemas dados y sefiala el conjunto atractor que se halle contenida en ellas, si
existe.

(a) El semiplano superior T2 2 0 para
i‘1 = 2IL‘1 T2,
fi)g = .’IJ%

(b) El disco unidad z7 + 23 < 1 para

& = -z +22+21(2] +23),
Gy = —xy — Tz +22(x? +23).

(c) La regién cerrada formada por el segmento de extremos (e=27,0) y (1,0)
y una vuelta de la espiral escrita en coordenadas polares T = e’ para

£ = —T1— T2
(i:g = I — T2.

(d) La regién contenida dentro de la curva cerrada, incluida ésta,
3(z? + z3) — 22} =1 para

T

Ty
9. Prueba que existe una regién R = {(z,y) : @ +y? < r?} tal que todas las
trayectorias del sistema

T2,
-z + 3.

i = —wy+z(l-22-19%),
gy = wrt+y(l-22-y")-F

donde F y w son constantes, acaban por entrar en R. Prueba también que el
sistema tiene un ciclo limite si F =0.
10. Prueba que el sistema

z = 1-—u=xzy,

y = I

no tiene ciclos limites.
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11. Considera el sistema

i = —wy+z(l-22-y?) -yl +y7),
y = wz +y(l-2*—y?) +z(e® +y°) - F,

donde F y w son constantes. Prueba que si el sistema tiene un ciclo limite tal
que todos sus puntos estdn a una distancia mayor que 715 del origen, entonces
el ciclo limite debe rodear al origen.

12. Considera los siguientes ecuaciones diferenciales unidimensionales depen-
dientes de un pardmetro.

(@) & = -

(b) & = pz — %
(c) & =—(1+p?)z%

Dibuja los correspondientes diagramas de bifurcacién en el plano uz parailustrar
los diferentes tipos de estabilidad que aparecen y como se evoluciona de uno a
otro.

13. Hallar todos los valores de i que son puntos de bifurcacién del sistema lineal

d—:f = puzr+
dt = )u‘ y’
dy

E‘: = Tr- 2y

14. Considera los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales planos depen-
dientes de un tinico pardmetro.

(a) &= pz; 9= -y
(b) E=px—y; §y=—T+py.
(c) &=—x—py; y=pz—y.

Dibuja los diagramas de fases para u < 0, p = 0y p > 0 y describe, si la hay,
el fenémeno de bifurcacién que se produce cuando p = 0.



Capitulo 2

Modelos unidimensionales

En este capitulo tratamos modelos continuos que pueden ser representados por
medio de ecuaciones de primer orden de la forma

T = f (11),
donde las soluciones de la ecuacién f(z) = 0 corresponde, como ya sabemos, a los
puntos de equilibrio del sistema. Nuestro estudio se centrard de modo especial
en los aspectos cualitativos (equilibrio, estabilidad...) y estard orientado a un
tratamiento grafico del problema para determinar la evolucién de la solucién del
modelo.

En la grafica 2.1' aparece representado un modelo de crecimiento general
asociado a la ecuacién auténoma unidimensional z = F(z). Los puntos que co-
rresponden al corte de la curva y = F(z) y el eje de abscisas corresponden a los
valores de equilibrio de la ecuacién, y del anélisis del flujo en el eje de fases se de-
duce la estabilidad o no de dichos puntos y, en consecuencia, el comportamiento
de las érbitas (y de las trayectorias asociadas).

Centraremos gran parte del trabajo que recoge este libro en el andlisis de la
Dindmica de Poblaciones y otros aspectos relacionados con la Ecologia Teérica.
Consideremos pues, para fijar ideas, cémo seria descrita la evolucién de una
especie que ocupa un habitat determinado. El tamafio de la poblacién de esta
especie, en un instante de tiempo concreto t, serd una cantidad no negativa,
medida como la concentracién o la densidad de esa especie en un instante dado
y en una determinada regi6n, o bien, simplemente, el nimero de individuos de
la poblacién en t. Notaremos z(t) a esa cantidad y supondremos que se trata
de una magnitud que varfa de forma continua respecto de la variable temporal.
Sea zo el nimero de individuos que existen en el instante inicial.

Todas las poblaciones de organismos fluctuan en tamafio. Para cualquier
especie, la tinica verdad que puede asegurarse sin duda alguna es que su cantidad

1A partir de ahora, y para facilitar la comprensién de las figuras, marcaremos en éstas o
las ligadas a puntos de equilibrio inestables en el plano de fases y o las que correspondan a
valores estables.
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Figura 2.1: Andlisis gréafico de los modelos.

no permanece constante. De hecho, si la funcién z(t) es suficientemente regular,

la velocidad media de crecimiento de la poblacién en el intervalo [¢,t+ At] viene
dada por

1 gy z(t + At) — z(t)

Kt' iL‘(S)dS = —_At-—

(t)

Para valores de At préximos a cero, ese cociente es aproximadamente igual a
z(t).

La ley de crecimiento absoluta de la especie en cuestién (esto es, la variacién
de la especie) debe de expresar z(t) como funcién de z(t) y eventualmente de ¢,
esto es, debe relacionar la variacién en el nimero de individuos con la cantidad
de ellos presente en un determinado instante amén de otros factores que, a su
vez, también han de depender del instante ¢ considerado. Andlogamente, la
tasa de crecimiento relativa a la poblacién presente en ¢ vendra descrita por el
cociente %, como funcién de las variables z y t.

En una primera aproximacién, podemos fijar la ley que regula la tasa de cre-
cimiento absoluta de la especie como una expresién en la que aparecen factores
que intervienen de forma positiva, favoreciendo el aumento de la poblacién, y
otros que influyen de forma negativa. Aparece, pues, una igualdad del tipo

#(t) = Tasa de crecimiento — Tasa de decrecimiento,

donde, de forma simple, podemos deducir que el término de entrada de indivi-
duos es la suma de la tasa de nacimientos y la tasa de inmigracién (nmimero de
individuos que se incorporan a la poblacién desde el ezterior), mientras que el
término de salida es la suma de la tasa de mortalidad y un coeficiente de emi-
gracién (cantidad de individuos que abandonan la poblacién, pero no a causa
de su muerte sino debido a factores de emigracién).

En principio, podria pensarse que tanto la tasa de natalidad como la de
mortalidad en un instante dado son proporcionales al tamano de la poblacién
en ese momento. Cuando es asf, podemos afirmar la existencia de constantes
positivas a y b tales que az(t) y bz(t) son las respectivas tasas de natalidad y
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mortalidad en el instante t. Esos valores miden la contribucién per capita al
aumento o a la disminucién de la poblacién. Si denotamos f(t) a la tasa de
migracién de la especie (inmigracidn—emigracidn), entonces z(t) es la solucién
de la ecuacién diferencial

#(8) = kz(t) + £(t)

donde k =a —b.

Sin embargo, como veremos més adelante, hay comportamientos (medios
de autoregulacién de la propia especie) que dificilmente encajan dentro de ese
planteamiento, lo cual nos llevaré a plantearnos otros modelos unidimensionales
que describen de forma mas realista la evolucién de una determinada poblacién,
seglin sus caracteristicas propias?.

2.1 Modelo de Malthus

2.1.1 Descripcién

Comencemos plantedndonos el mds simple de todos los sistemas: un proceso
de nacimiento y muerte. El modelo de Malthus® se basa en la suposicién de
que la especie estd cerrada a toda influencia exterior y, en consecuencia, los
{inicos cambios que se producen se deben a los nacimientos y a las muertes. El
término correspondiente al factor de migracién serfa nulo. En esta situacion, la
ley de crecimiento de la especie es una ley de primer orden que viene dada por
la ecuacién

z(t) = az — bz (2.1)

2De forma paralela al estudio de los modelos continuos, en los que nos centraremos en
el resto de la obra, aparecen también los modelos discretos en términos de ecuaciones en
diferencias, Tny+1 = f(zn). Este tratamiento es quizd mds adecuado cuando la poblacién
se solapa por completo de una generacién a otra, mientras que cuando no lo hace el modelo
se describe mediante ecuaciones diferenciales ordinarias. De todos modos, la mayoria de
las especies se regulan con una estructura intermedia estructurada en varias clases de edad
determinadas a priori pero que se solapan. Este es el caso, por ejemplo, de la mayoria de los
peces con los que se comercian y de los mamiferos que viven en zonas templadas. Referencias a
este tema encontraremos ampliamente diseminadas en la mayoria de las referencias indicadas.

3Thomas Robert Malthus (1766-1834), nacido en Rookkery (Surrey, Inglaterra), fue profe-
sor de historia y de economfa politica en Inglaterra. Es célebre por su teoria de la poblacién.
Su trabajo aparece recogido en la obra “An Essay on the Principle of Population as It Af-
fects the Future Improvement of Society”. En este libro, de cardcter mds bien politico que
cientifico, Malthus se propuso rebatir las ideas que William Goldwin reflejé en su obra “Justicia
Politica”, en la que éste hace culpable de los males de la sociedad a los vicios de los gobiernos.
Para ello, Malthus intenté demostrar que estos vicios eran insignificantes si los comparamos
con la influencia ejercida por las leyes de la naturaleza y las pasiones de los hombres, figu-
rando en primera linea la ley de la poblacién y la tendencia irresistible que lleva al hombre
a reproducirse (reproduccién que, segiin Malthus, sigue una progresién geométrica). De esta
manera se exceden los medios de subsistencia (que sélo aumentan en progresién aritmética),
y es gracias a que el vicio y la miseria obran como medios represivos, como puede mantenerse
el equilibrio.

El punto de vista de Malthus tuvo un profundo efecto sobre el pensamiento occidental ya
que de él dedujeron sus discipulos consecuencias que el maestro estaba lejos de admitir y
prever. Darwin y Wallace dijeron incluso que fue leer a Malthus lo que les condujo a formular
la teorfa de la evolucién.
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a>b

a=b
a<b

Figura 2.2: Dependiendo del signo de la diferencia a — b (@ > b, a = b o
a < b), la funcién de tipo exponencial z(t) evoluciona de forma distinta: crece
indefinidamente hacia infinito, es constantemente igual a zo o decrece hacia 0,
respectivamente.

cuya tinica solucién, bajo la condicién inicial 2(0) = zo, resulta ser

z(t) = moel® VL,

Las diferentes posibilidades vienen descritas en la figura 2.2. Por tanto, si la
tasa de nacimientos supera a la de defunciones, el tamafo de la poblacién crece
exponencialmente en tiempo, mientras que si la tasa de defunciones supera a la
de nacimientos la poblacién se extingue, tiende a su desaparicién.

2.1.2 Critica al modelo

El modelo malthusiano ha sido referencia habitual en demografia (en problemas
de evolucién de poblaciones, en general); sin embargo, de un anélisis detallado
se pueden extraer las siguientes conclusiones:

e En el proceso anterior se supone que la probabilidad de que un individuo
se reproduzca o muera permanece constante. La prediccién que aporta
el modelo descansa pues en la hipétesis de que la vida (el comportamien-
to) y la posibilidad de reproduccién de los individuos es independiente,
afirmacién que no siempre serd vélida.

e La limitacién de la poblacién y la estabilidad de ésta son el resultado de
interacciones inhibitorias entre los individuos cuando las densidades son
altas. Este modelo no contempla estos factores.

e Es relativamente facil caer en la cuenta de que un crecimiento, o decreci-
miento, de tipo exponencial es poco realista pues a medida que aumenta
la poblacién los recursos disminuyen y eso conlleva una menor tasa de
crecimiento.
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Obviamente, este crecimiento relativo fijo e independiente del tamafio de la
poblacién es compatible tan solo con poblaciones tan pequefias que no haya inte-
raccién entre sus miembros. En realidad, el crecimiento de cualquier poblacién
est4 limitada por las restricciones del medio ambiente y la escasez de recursos.

2.9 Otras situaciones regidas por leyes de pri-
mer orden

En realidad, el tipo de evolucién descrito sélo puede ser observado en algunos
experimentos de laboratorio con poblaciones de microorganismos y, ain asf,
tan sélo en las primeras etapas de su desarrollo. No obstante, la aplicacién es
bastante amplia. En fisica, por ejemplo, el problema de valores iniciales (2.1)
proporciona un modelo para aproximar la cantidad restante de una substancia
que se desintegra radioactivamente, como veremos maés adelante.

2.2.1 Descripcién de modelos
e Una ecuacién diferencial de primer orden un poco més general
t=kr+a (2.2)

también podria determinar la temperatura de un cuerpo que se enfria ya que
la ley de enfriamiento de Newton se formula diciendo que, en un cuerpo que se
esta enfriando, la rapidez con que la temperatura T(t) cambia es proporcional
a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura constante Tp
del medio que lo rodea. Esto es,

dT

- k(T — To)

con k una constante de proporcionalidad. Légicamente corresponde a (2.2).

o También se rige por una ley de primer orden de tipo (2.2) la modelizacién de
una corriente determinada (la intensidad) que recorre un circuito L-R montado
en serie. Ello resulta de la aplicacién de la segunda ley de Kirchhoff* que asegura
que la suma de las caidas de voltaje a través del inductor, Lg—i, y del resistor,
iR, es igual a la tensi6n, E(t), aplicada al circuito (ver figura 2.3(a)). Se obtiene
asi la ecuacién diferencial lineal para la corriente i(t) (a veces llamada respuesta

del sistema),
di .
L_(ﬂ + Ri = E(t),

4Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), fisico alemdn, nacié en Konigsberg y estudié en la
universidad de esa ciudad. Fue profesor de fisica en las universidades de Breslau, Heidelberg y
Berlin. Con el quimico alemén Robert Wilhelm Bunsen, desarrollé el espectroscopio moderno
para el andlisis quimico. En 1860 los dos cientificos descubrieron el cesio y el rubidio mediante
la espectroscopia. Kirchhoff dirigié importantes investigaciones sobre la transferencia de calor
y también expuso dos reglas, actualmente conocidas como leyes de Kirchhoff, con respecto a
la distribucién de corriente en circuitos eléctricos.
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E(t) . %g E(t) o %
[ N
| ]

C

=)

(a) Circuito L-R en serie. (b) Circuito R-C en serie.
Figura 2.3: Aplicacién de las leyes de Kirchhoff.

en donde L y R son constantes conocidas como inductancia y resistencia, res-
pectivamente.

Considerando ahora un circuito R-C montado en serie, y gracias a que la
caida de voltaje a través de un condensador de capacidad C estd dada por
q(t)/C con q la carga, la segunda ley de Kirchhoff para el circuito en serie
mostrado en la figura 2.3(b) resulta también del tipo (2.2).

]
i+ —q = E(t
Rz+Cq (t)

Pero la corriente y la carga estdn relacionadas por ¢ = %% asi que aparece la
ecuacién diferencial lineal
dg 1

e En Quimica, la cantidad restante de una sustancia durante ciertas reac-
ciones también se describe mediante una expresién del tipo (2.2). Tanbién se
puede utilizar el modelo para describir la concentracién en cualquier instante de
la mezcla de dos soluciones salinas de concentraciones diferentes que se reunen,
por ejemplo, en un tanque de capacidad conocida. Sea pues A(t) la cantidad
de la sustancia disuelta presente en la mezcla en el instante t. En problemas
de esta clase, y considerando la situacién planteada en la figura 2.4, la rapidez
neta con que A(t) varia viene dada por

dA [ rapidez rapidez \ _ A(t)
dt ~ \ entrada ) a < salida ) = ve(t)Ao(t) - vs(t)V(t)’

siendo ve(t), vs(t), Ao(t) y V(t) las velocidades de entrada de y de salida de
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Ve = 0gl(t)
PO

v = Vs(t) iy

|

|

Figura 2.4: Variacién de la cantidad de sal en un tanque con una tuberia de
entrada y otra de salida.

la disolucién, la concentracién del aporte de sustancia disuelta a la mezcla y el
volumen ocupado del tanque en cada instante de tiempo.

Esta ecuacién general se simplifica si consideramos v., vs y Ao como fun-
ciones constantes en el tiempo. De este modo, si la velocidad de entrada es
superior a la de salida, v. > vs, el tanque va llendndose y su volumen crece (de
hecho, aumenta de forma lineal en el tiempo V(t) = Vp + (ve — vs)t, siendo Vo
el volumen inicial de liquido en el tanque); si ambas velocidades son iguales,
el volumen del tanque permanece siempre fijo; y si la velocidad de salida es
superior a la de entrada, el tanque se va vaciando.

2.2.2 Desintegracién de elementos radiactivos

Pasamos en este apartado a analizar con mayor detenimiento un modelo que se
describe utilizando la ley malthusiana enunciada en la seccién anterior.

Sea D(t) cierta cantidad de sustancia radioactiva y queremos plantearnos
cémo evoluciona a lo largo del tiempo. Tradicionalmente se asocia a este pro-
blema un modelo de crecimiento exponencial, como el que estamos estudiando,
pero donde sélo aparece el término asociado a la desaparicién de materia. La
ecuacién resulta del tipo

D(t) = -AD(t)
D(O) = Do

donde X denota la constante de desintegracién, o coeficiente de radioactividad
del elemento, y Do representa la cantidad inicial de material. Asi diremos
que mientras més grande sea A, mayor es la actividad del elemento. Es facil
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comprobar que
D(t) = Doe™ ™

resuelve el problema de valores iniciales planteado y, por tanto, la cantidad
presente de este elemento decrece exponencialmente como funcién del tiempo
(obsérvese que, en realidad, nunca llega a anularse totalmente).

La solucién anterior requiere el conocimiento de Do para obtener una ex-
presién que describe la evolucién de D(t). De hecho, las técnicas de estudio
del elemento radioactivo se basan en las propiedades de las soluciones. En efec-
to, determinemos el tiempo T necesario para que la cantidad de una sustancia
radioactiva se reduzca a la mitad. Debe ser

Dt+T) 1
D(t) 2
Por tanto,
Doe—/\(H-T) 1
Doe_’\t - _2-
Luego ,
AT _ 2
==
y tomando logaritmos resulta
o2
B

Este valor es constante e independiente del instante ¢ de tiempo que se considere.
T es llamada semivida del elemento radioactivo y se calcula de forma inmediata
a partir de la constante de desintegracion del elemento \. Por esta razoén,
el indice de radiactividad de un elemento se expresa a veces a partir de su
semivida. Mientras mas pequena sea la semivida de un elemento mas activo
resulta ser, asi que, de algin modo, resulta una medida de estabilidad de la
sustancia radioactiva. Por ejemplo, mientras que el radio tiene una semivida de
1700 afios, el 238U tiene una semivida de unos 4500000 afios que indica que este
elemento es relativamente estable y se presenta en la naturaleza.

Baséandose en las propiedades de este tipo de elementos, el quimico Willard
Libby?® ide6, alrededor de 1950, un método para determinar la edad apréximada
de los fésiles. Este trabajo le llevé a conseguir el Premio Nobel de quimica
de 1960 y ha sido utilizado para determinar la antigiiedad del mobiliario de
madera hallado en las tumbas egipcias asi como de las envolturas de lienzo de
los manuscritos del Mar Muerto, etc.

La teoria se basa en los siguientes hechos:

5Willard Frank Libby (1908-1980), quimico estadounidense, premiado con el Nobel en
1960, que desarrollé el método de datacién del carbono 14. Nacié en Grand Valley, Colorado,
y estudié en la Universidad de California en Berkeley. Con el estallido de la IT Guerra Mundial
se vio comprometido en la investigacién del proyecto de la bomba atémica. Fue profesor de
quimica en la Universidad de Chicago, y trabaj6 en el Instituto de Estudios Nucleares. Después
Libby fue miembro de la Comisién de Energia Atémica de los Estados Unidos (AEC), pero
volvié a la ensefianza en 1959, como profesor de quimica en la Universidad de Los Angeles. En
1962, fue nombrado director del Instituto de Geofisica y Fisica Planetaria. También realiz6
estudios sobre el tritio, el isétopo radioactivo del hidrégeno.
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En las capas altas de la atmdsfera se produce la siguiente reaccién nuclear
4N 4+ n » 4C + H

Es decir, la incidencia de un neutrén sobre una molécula de nitrégeno
produce una molécula de *C, que es un elemento radiactivo, y otra de
hidrégeno.

e La proporcién existente entre el *4C y el carbono ordinario en la atmésfera
(el is6topo 12C) ha permanecido constante a lo largo de miles de afos

(v =)

e Todos los seres vivos asimilan, directa o indirectamente, los dos tipos
de moléculas de carbono en proporciones idénticas a las de la atmoésfera.
Cuando el organismo muere deja de asimilar carbono y sélo el proceso
de desintegracién contintia. Asi, comparando la proporcién de C que
hay en un f6sil con la proporcidén constante encontrada en la atmésfera es
posible encontrar una estimacién razonable de su edad.

e La semivida del C es de 5600 afios.

Con las bases expresadas, el método de determinacién de la edad de un fésil
F se basa en tomar una medida cuidadosa de la cantidad de *C presente en un
fragmento de tejido muerto Dy. Suponemos que t = 0 es el momento presente y
T (T < 0) el instante en que el ser vivo que dio origen al f6sil murié. El proceso
de desintegracién obedece la ley

D) = Dpe2¢-D 5T

donde Dy representa la cantidad de 1*C cuando se inicia la desintegracién (esto
es, D(T) = Dr). Pero como D(0) = Dy representa la cantidad de '*C presente
en el tejido muerto, podemos deducir que

donde X es un valor conocido en funcién de la vida media del elemento (A =
o2 =0.0001238).

El valor de Dp tedricamente podria obtenerse tomando directamente una
muestra del f6sil y midiendo la cantidad de 2C que resulta un dato conocido,
pues al no desintegrarse permanece constante en el tiempo, ya que entonces
Dr = p['?C]. Sin embargo surgen problemas para discernir entre el isétopo 12
y el isétopo 14 del carbono e incluso para distinguir entre la radiactividad proce-
dente del 14C y la procedente de otros posibles elementos radiactivos presentes
en el tejido o incluso en el propio laboratorio. Por este tipo de razones técnicas
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el método sélo ofrece resultados aceptables si Dy > 0.001Dp, lo que equivale a
estudiar fésiles de menos de 55000 afios, aproximadamente. Otros métodos mas
recientes, usando aceleradores de particulas, permiten separar directamente el
1403 del 12C con lo cual los resultados son més precisos, permitiendo el estudio
de la edad de fésiles u objetos de hasta 100000 afios.

Otras técnicas isotépicas, tales como el uso de “°K y *°Ar, permiten valorar
edades de estratos geoldgicos volcanicos de hasta varios millones de afos. A
veces también es posible emplear métodos no isotdpicos, que se basan en el
empleo de aminoécidos.

2.3 El modelo logistico

2.3.1 Descripcién

Uno de los modelos més conocidos en los que aparece una regulacién de la den-
sidad y que, por consiguiente, postula una tasa de crecimiento relativo variable,
es aquel en el que dicha tasa decrece linealmente como funcién de z(t). La
ecuacién que determina la evolucién de la poblacion vendria expresada por

z .
Z =a-bzx > &= az — bz’
@

siendo a y b constantes positivas. Este modelo describe un proceso que depende
de la posibilidad de encuentro entre los miembros de la especie, siendo éste un
factor que reduce el crecimiento previsto a partir de la tasa de reproduccién.
Si a # 0, la ecuacién se vuelve a escribir de modo ligeramente distinto, pero
con una estructura que resulta mas conveniente desde el punto de vista del
estudio de la evolucién de poblaciones. Asi, si elegimos r = a 'y K = { tenemos

i
a':t:r:z:(l——). 2.3
® = (23)
Es inmediato notar que el segundo miembro representa una parébola abierta
hacia abajo, que alcanza su maximo en el punto z = % para un valor de %.
La ecuacién, escrita de este modo, suele denominarse ley de crecimiento
logistico o ecuacidén logisticay fue introducida por primera vez por el matemadtico

y bidlogo holandés P. F. Verhulst. En ella se observa que el crecimiento expo-

nencial, dado por el factor rz(t), es amortiguado por el término 1'-1“@—2 que, de

alguna manera, es un término de competicién o de friccién social proporcio-
nal al numero de posibles encuentros entre individuos. Podriamos decir que r
representa la tasa de reproduccién potencial en ausencia de elementos inhibi-
torios como las limitaciones medioambiantales. Si ademds analizamos el signo
del segundo miembro de (2.3), una poblacién que inicialmente tiene menos de
K individuos (zo < K) crece indefinidamente pero no llega a alcanzar ese valor
(pues en ese instante @(t) = 0). Analogamente se razona si z(t) > K (obsérvese
la figura 2.6). Asi pues, frente al modelo malthusiano en que las soluciones pre-
sentaban un comportamiento exponencial, las curvas obtenidas con este modelo
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rK
1

0 !g- K X

Figura 2.5: Gréfica de la parabola que marca el crecimiento absoluto del modelo
logistico.

logistico son acotadas, tendiendo hacia K, el nivel de saturacién o capacidad
maxima del medio y vendra determinada por la cantidad de alimentos, de es-
pacio, de los depredadores presentes en el habitat y otras causas®.

En este caso concreto, el comportamiento de las soluciones de la ecuacién
logistica puede ser descrito de forma exacta ya que por el método de separacién
de variables resulta

dz r
——— = —dt,
z(K—-z) K
e integrando, a partir de una descomposicién previa en fracciones simples del
primer miembro de la igualdad anterior,

loglz| —log|lz — K|=rt+c (2.4)

donde ¢ es una constante arbitraria que quedard determinada a partir de la
condicién inicial z(0) = zo, obtenida experimentalmente, que suele acompanar
a la ecuacién (2.3).

La principal dificultad a la que nos enfrentamos a la hora de intentar obtener
una férmula explicita que describa el comportamiento de la poblacién en un
instante de tiempo arbitrario ¢ es la presencia de la funcién valor absoluto. En
log || no ofrece ningln problema ya que estamos suponiendo que, gracias a la
interpretacién del problema, z(t) > 0 para cualquier instante de tiempo. En
cambio, vamos que tener que distinguir dos casos para que log|z — K| esté
siempre bien definido.

6Si realizamos el cambio de variables N' = %, T = rt, conseguimos que la ecuacién (2.3)

dN’
pueda ser escrita como —— = N'(1 — N'), donde las nuevas variables dependientes e in-

dependientes estdn definidas sin dimensién—en la seccién 2.6.2 se realiza con detalle este
proceso.

La magnitud de la poblacién depende en consecuencia de K, mientras que la dindmica, la
respuesta al cambio, depende sélo de r—de hecho, un valor de tiempo caracteristico para este
sistema es t, = .
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Figura 2.6: Soluciones a la ecuacién logistica.

(i) Si z > K, entonces la expresién (2.4) se escribiria como

T

log 7 =rtc.

m —
Y, despejando la variable , obtenemos
K
2t) = T’

K

donde la constante ¢ queda determinada a partir del dato inicial, ¢ = 1— T

(ii) Si z < K, (2.4) se escribe como

lo S =t +c
g K o - )
y las soluciones asociadas
K
b)) = —
=) 14 cert’

conc=1+ %,
To

Se concluye que, en cualquier caso, las soluciones de la ecuacién logistica se
pueden escribir como

Kazge™
K+ xo(em —1)°

Las curvas asociadas a las soluciones, dependiendo del valor de zo son las que
aparecen en la figura 2.6.

Hay dos soluciones constantes z(t) = 0 y la z(t) = K. Las soluciones del
tipo (2.5) normalmente se llaman de crecimiento logistico, curvas logisticas o
sigmoides.

2(t) = (2.5)
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y = f(2)

K
4

Figura 2.7: Método de las isoclinas: obtencién de las curvas sigmoides, solucion
al modelo logistico.

2.3.2 Estudio gréfico de las soluciones

Otra forma de obtener las soluciones sin necesidad de resolver la ecuacién es
mediante el llamado método de las isoclinas. Este procedimiento consiste en
deducir la grafica asociadas a las curvas solucién a partir de la que describe el
comportamiento de la tasa de crecimiento absoluto, esto es, de la derivada.

En la figura 2.7 se va ilustrando este proceso. Hacemos coincidir pues el eje
de ordenadas del cuadrante donde se van a representar las soluciones, con el
eje de abscisas asociados a la representacién del crecimiento absoluto. Para ello
tenemos que girar 90 grados esta dltima gréfica.

Sea entonces f(z) = rz (1— &) conr, K > 0. (t,z(t)) € R* es un punto
que verifica la ecuacién diferencial (2.3), esto es,

&(t) = f(x(t))-

O de otra forma, la pendiente de la tangente a la curva z en el instante ¢ viene
dada por f(z(t)). Sabemos también, por el teorema de existencia y unicidad,
que por cada punto del plano pasa una tnica solucion. Se deduce de ello que,
para cada valor de z constante, la inclinacidn de todas las rectas tangentes a las
curvas coincide. La linea marcada en la figura de forma discontinua, y asociada
a la recta constante x = % nos ofrece el umbral de maxima pendiente y, por
tanto, determina la presencia de un punto de inflexién sobre todas aquellas
soluciones cuyo punto de partida zo estd situado por debajo de este nivel.

La construccién de estas soluciones paso a paso se expone a continuacion.

1. Partimos de un dato inicial zo y calculamos el valor f(zo) que coincidira
con la pendiente de la recta tangente a la curva solucién en ese punto.

2. Dibujamos, en un entorno de ese punto, un fragmento de curva cuya tan-
gente es dicha recta. Elegimos ahora otro punto de la curva solucién cons-
truida y repetimos el procedimiento. De esta forma vamos determinando
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la solucién con mayor o menor precisién segiin sea la distancia marcada
entre los puntos de elegidos.

3. Si zp > K, entonces f(zo) < 0, luego la funcién x(t) serd decreciente.
Ademas, si aumentamos el valor del dato inicial, la inclinacién de la recta
en ese punto serd también mayor en valor absoluto (esto es, més negativa).
A medida que vamos construyendo la solucién, este valor absoluto de la
pendiente tiende a decrecer hasta aproximarnos a cero.

4. Si 2o = 0 6 2o = K, entonces f(zo) = 0, luego la solucién de la ecuacién
diferencial ser4 una funcién constante e igual en cada caso al dato inicial.

5. Si 0 < o < K, tendremos que distinguir dos casos segin que dicho valor
sea mayor o menor que K/2.

(a) Asi, por encima de ese punto, el procedimiento es el mismo que ve-
nimos utilizando. f(zo) es siempre positivo, luego la solucién crece,
aunque la pendiente va tomando valores cada vez mds pequenos y no
se alcanza el valor de cero para un tiempo finito.

(b) En cambio, por debajo de ese punto tenemos que hacer un analisis
un poco mas detallado ya que la pendiente de las rectas tangentes ird
aumentando hasta alcanzar el valor de maxima inclinacién, a partir
del cual se irdn comportando como en el caso anterior. Todas esas
curvas (sigmoides) presentardn un punto de inflexién sobre la recta
punteada, donde cambia el cardcter de la funcién.

Este analisis de isoclinas podemos hacerlo, en general, para otros tipos de
funcién f(z) pero el procedimiento es similar. A partir de él, podemos estudiar
el caracter de los puntos de equilibrio ze =0y ze = K. En este caso, el modelo
presenta un punto de equilibrio inestable en el cero y otro estable para el valor
K o, més precisamente, asintéticamente estable. En ausencia de otros factores,
la poblacién tiende pues a evolucionar hacia este valor.

2.3.3 Critica al modelo logistico

Analizamos ahora las bases sobre las que descansa el modelo logistico desde el
punto de vista ecolgico (consiltese la referencia [33] para un desarrollo més
amplio de estos aspectos), de este modo se podré tener una idea clara sobre las
limitaciones en su aplicabilidad.

e Los factores medioambientales abi6ticos son suficientemente constantes
para que no afecten a las tasas de crecimiento y muerte, esto es, al
parametro 7.

e Las interacciones entre los individuos estdn descritas sélamente por la
saturacién del medio en que viven. Esta saturacién afecta a los individuos
por igual. No podemos hacer esta hipétesis por tanto para individuos que
tienden a agruparse, en lugar de distribuirse uniformemente por el habitat
que ocupen.
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e La respuesta de la situacién planteada en la tasa de crecimiento es ins-
tantdnea. Para solucionar este problema basta introducir el tiempo de
respuesta del sistema al estimulo en el modelo, en este caso representaria
el periodo de maduracién de los individuos de la especie. La ecuacién
resultaria entonces del tipo

dN

L AT

K

que ya fue introducida y tratada por Hutchinson (1948) y Wangersky &
Cunningham (1957). En las referencias [28], [31] y otros muchos pode-
mos encontrar un desarrollo exhaustivo de esta generalizacién del modelo
logistico tanto en lo que se refiere la dindmica de poblaciones como a la
respuesta del organismo a las enfermedades u otras muy diversas situacio-
nes.

e La poblacién tiene, y mantiene, una distribucién de edades estables. Re-
nunciamos también a considerar efectos estacionales.

e Las hembras encuentran al macho con fines reproductivos siempre en la
misma proporcién, incluso con densidades bajas. En cambio, en muchas
especies las dificultades de encontrar pareja (densidad baja) impide a la
poblacién llevar a cabo toda la reproduccién potencial, pudiendo incluso
producirse una mayor tasa de mortalidad que de natalidad. Este fenémeno
suele ser denominado efecto Allee y, como veremos en la préxima seccion,
es facil tenerlo en cuenta en posteriores modificaciones del modelo.

e La capacidad de soporte del medio es independiente del tamaifio de la
poblacién en el pasado.

De todos modos, y con sus limitaciones, es un modelo de prueba que ha sido
ampliamente utilizado. Ademds, se ha ensayado con total éxito para ajustar
las curvas tedricas obtenidas a los datos de crecimiento real de determinadas
poblaciones de organismos simples en laboratorio. Asi, Gause (1934) lo consi-
guié con un cultivo de Paramecium caudatum, Lotka experimenté con colonias
de bacterias E. Coli y poblaciones de Drosophila, Odum (1959) ajusté con este
modelo un cultivo de hipulo. ..

2.4 El efecto Allee: modelos despensatorios

Hay pocas especies que cuyo crecimiento se ajuste correctamente al de un modelo
logistico. De hecho la variacién de una poblacién en la naturaleza rara vez es
tan suave y tan continuo como sugieren las curvas sigmoides. Ello nos sitia
en la necesidad de estudio de otros modelos que recojan ésta y otras de las
caracteristicas a las que antes haciamos referencia.

No obstante, resultados de carédcter experimental demuestran que muchas
especies se ajustan a un modelo de crecimiento cuya tasa de caracter absoluto,



72 Capitulo 2. Modelos unidimensionales
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Figura 2.8: Modelo de compensacién. Estabilidad de los puntos de equilibrio.

Zo K T

Figura 2.9: Crecimiento absoluto asociado a un modelo despensatorio.

sin llegar a corresponder a una parabola, mantiene su caracteristicas bésicas:
funcién céncava, creciente que alcanzar un valor determinado y decreciente a
partir de él. La diferencia fundamental es que no se trata de representaciones
simétricas. La idea a la que nos referimos se recoge en la figura 2.8 y los modelos
que se cinen a ella reciben el nombre de modelos de compensacion. Podriamos
describir estas curvas como parabolas “inclinadas” hacia la derecha o hacia la
izquierda, recogiendo asf el hecho real de tasas de crecimiento absoluto menores
para valores pequefios de poblacién que las que se obtienen para un modelo
logistico.

Para el fenémeno conocido como efecto Allee se proponen también otras cur-
vas f(z) que, si bien no tienen una expresién analitica clara, se determinan a
partir de datos experimentales recogidos de la observacién de individuos de la
especie objeto de estudio. Asi, el hecho de que la capacidad de reproduccién sea
pequeiia para valores donde la densidad de poblacién es escasa, puede aparecer
reflejado en curvas como la de la figura 2.9, de tipo despensatorio, en las que
aparece un punto de inflexién, indicando un valor en que la poblacién ya es sufi-
ciente para que dejen de aparecer dificultades a la hora de encontrar pareja para
la reproduccién. Hay un cambio cualitativo importante en el comportamiento
de la curva de crecimiento absoluto.

En cualquiera de los dos casos anteriores es 1til observar que aparecen siem-
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Figura 2.10: Modelo critico de crecimiento despensatorio. Ndtese la necesidad
de un nivel minimo de poblacién para que la especie no se extinga.

pre dos valores de equilibrio para la poblacién z = 0 y z = K, que resultan ser
estables, estudiando las lineas de flujo sobre la recta de fases (esto es, el sentido
de las flechas), andlogamente a como procediamos con el modelo logistico.

Sin embargo, para ciertas especies, es incuestionable la presencia de un de-
terminado nimero de individuos Kj para que la poblacién no esté destinada
extinguirse. Este peligro de desaparicién afecta, por ejemplo, a determinados
mamiferos como los osos panda, los rinocerontes y las grandes ballenas. Fun-
ciones que recogen esta caracteristica tienen una representacion del tipo 2.10
y reciben el nombre de curvas (o fenémenos) de despensacion critica. En esta
situacién aparece un nuevo valor de equilibrio z = Ko, inestable, mientras que
el origen se describe ahora como un valor estable.

Asi, una curva de tipo logistico se ajusta bien en especies que poseen me-
canismos para asegurar el encuentro con fines reproductivos, como los delfines
que aseguran el apareamiento mediante llamadas sonoras en la época de celo,
para su localizacién exacta. En términos generales, se ajustan bien a especies
correspondientes al medio marino o a los mamiferos.

Las curvas de tipo despensatorio modelan la evolucién de poblaciones en las
que no existe facilidad de encuentro para que la poblacién subsista, por ejemplo,
ciertas especies migratorias.

2.5 Andalisis de la tasa de crecimiento relativo

Ademés de estudiar la curva y = f(z) de crecimiento absoluto de la poblacién,
puede resultar de interés analizar la tasa de crecimiento relativo de la especie
en virtud de que el efecto Allee considerado sea mayor o menor.

Partimos de la ecuacién & = f(z), la tasa de crecimiento relativo de la especie
viene descrita por el cociente f—(zﬂ Observando, por ejemplo, la figura 2.11
vemos que para un valor cualquiera de poblacién z, el cociente —f:— = ﬂzﬂ marca
la tangente del dngulo a(z), limitado por el origen de coordenadas y el punto

(z, f(2))-
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Qo = f’(O)

Figura 2.11: ;C6mo analizar la tasa de crecimiento relativo a partir de las curvas
de crecimiento absoluto?.

y=rz(l-%)

0 T T2 3 K < 0 Ty T2 T3 Rz

Figura 2.12: Tasa de crecimiento relativo en un modelo logistico.

Queremos representar, a partir de las curvas y = f(z), el crecimiento relativo
de la poblacién z(t) o, lo que es lo mismo, y = tan a(z). Puesto que la funcién
tangente es mondtona creciente en el intervalo [—%, g] (en el que aseguramos su
continuidad), podriamos reducir nuestro anlisis al estudio de la curva y = a(z),
puesto que el cardcter cualitativo de esta iltima gréfica coincide con el de su
tangente y, por tanto, con la funcién de crecimiento relativo. Cémo se realiza
este proceso aparece ilustrado en la figura 2.11 para un modelo descrito por una
curva de crecimiento absoluto arbitraria f(z).

Analicemos ahora, més precisamente, la obtencién de estas curvas para los
modelos de crecimiento que estamos estudiando. De esta forma, asociado al
crecimiento logistico, la curva de crecimiento relativo se reduce a una recta de
expresién y = r (1 — &), como aparece reflejado en la figura 2.12.

No obstante, aunque no tengamos una expresién analitica para la funcién de
crecimiento relativo siempre podemos deducir su comportamiento cualitativo.
De este modo, para modelos de tipo compensatorio, la gréfica 2.13 se puede
describir como una funcién monétona decreciente que parte de un determinado
valor inicial—marcado por f’(0) la pendiente de la tangente en el origen—y, a
partir de ahi, va disminuyendo hasta anularse cuando el tamaifio de poblacién
coincide con la capacidad de soporte maxima del medio, aunque esta disminucién
no es lineal como antes.
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0 z1 = z3 K T 0 = z z3 K 7T

Figura 2.13: Tasa de crecimiento relativo para un modelo asociado a un creci-
miento compensatorio.

y = tan a(z)

z — z
0 T To T3 K T zox3 K

Figura 2.14: Tasa de crecimiento relativo en un modelo despensatorio.

y = tan a(z)

Figura 2.15: Evolucién de la tasa de crecimiento relativo para la despensacién
critica.
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Las gréficas 2.14 y 2.15 ofrecen la evolucién del crecimiento relativo de la
poblacién para modelos de tipo despensatorio. Ambas curvas son crecientes has-
ta alcanzar un valor maximo asociado a un determinado tamafo de poblacién,
y a partir de ahi disminuye hasta hacerse cero cuando la especie se desarrolla
al alcanzar la capacidad de soporte méxima del medio. La tnica diferencia
consiste en que para el caso despensatorio no critico el crecimiento relativo es
siempre positivo, mientras que, si la despensacion es critica, hasta no llegar a un
determinado nivel el crecimiento relativo no comienza a tomar valores positivos.

En temas posteriores, haremos uso de las gréficas de crecimiento relativo que
hemos ido deduciendo en esta seccién.

2.6 Analisis dependiente de parametros: el mo-
delo de Ludwig

2.6.1 Descripcién del modelo

Utilizaremos ahora un modelo concreto como ejemplo para estudiar de forma
general una situacién dependiente de parametros, donde aparecen cambios en la
estabilidad de los puntos de equilibrio produciéndose fenémenos de bifurcacién
y catdstrofes. Estas circunstancias pueden aparecer, con cierta frecuencia, en el
analisis dindmico de un problema y su interpretacién suele tener una importan-
cia determinante.

Modificaremos una situacién que se ajusta a un modelo logistico. En ciertas
ocasiones, una poblacién que se ajusta a un crecimiento de este tipo puede verse
afectada negativamente por la presencia de otros individuos que no tienen su
existencia ligada a la de los primeros pero que, de alguna manera, se aprove-
chan de su presencia. Un modelo de este tipo fue propuesto en 1978 por D. A.
Ludwig, y desarrollado en el trabajo referenciado como [24], para estudiar una
poblacién de larvas que estaban desfoliando ciertos bosques de abetos canadien-
ses. Estas larvas, junto con otras, sirven de alimento a determinados pajaros.
Estos tltimos no tienen su vida ligada a aquellas larvas, pues potencialmente
pueden migrar con facilidad en busca de otro alimento, aunque en su presencia
son sus depredadores naturales. Ludwig propuso el siguiente modelo para la
poblacién z(t) de las larvas,

(:1—3; =ry (1 - %) — p(x) (2.6)
donde r es la tasa de reproduccién potencial de las larvas y K es la capacidad
de soporte del medio, que en este caso depende de forma natural de la densidad
del follaje disponible en los drboles. El término p(z) es considerado el término
de depredacién por parte de los pajaros y tan solo puede ser descrito en ba-
se a consideraciones cualitativas. En la situacién planteada son plausibles las
siguientes afirmaciones.

e Si z(t) es nulo o préximo a cero los pajaros no pueden alimentarse de las
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y=p(x)

Figura 2.16: Término asociado a la depredacién por parte de los pdjaros en el
modelo de Ludwig.

larvas y se buscan otro alimento o se van del bosque en cuestion. Parece,
por tanto, razonable que p(0) = 0.

e Los pajaros empiezan a acudir al bosque a partir del momento en que
ello les “sea rentable”, es decir que se alcance cierto valor critico z. en la
poblacién de larvas. Esto nos lleva a postular que la funcién z p(z) tiene
un punto de inflexién préximo o igual a ., donde la derivada (la velocidad
a la que acuden los pajaros) pasa de ser creciente a ser decreciente o al
revés (i.e. la intensidad con la que acuden cada vez es mayor o menor).

e Suponiendo que la poblacién de larvas fuese muy grande, dado el tamano
de los péjaros y dado que éstos tienen una capacidad limitada de depre-
dacién, la aplicacién z — p(z) debe ser una funcién acotada (luego la
intensidad con la que acuden cada vez es menor).

Naturalmente existe una infinidad de funciones con las propiedades descritas
anteriormente. En base a este tipo de consideraciones y a otras similares, se
pueden proponer varias’. Nosotros consideraremos como funcién tipo en la
expresién (2.6)

bx?

PE) =

cuya gréfica aparece en la figura 2.16.
En consecuencia el modelo de Ludwig se describe mediante la ecuacién

dz T bz?
= (1—E)___a2+x2' (2.7)

7Como aparecen recogidas en la pagina 137.
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Figura 2.17: Posiciones relativas entre h(z) y k(z).

2.6.2 Reduccién de pardmetros: adimensionalizacién

La idea inicial serd, como siempre, la determinacién de los estados de equilibrio
de la ecuacién para deducir a partir de ahi la evolucién a largo plazo de la
poblacién de larvas y, por tanto, su crecimiento o disminucion.

Para empezar, escribimos la ecuacién (2.7) en la forma

T=g T—E——bx— = xgy{2)
a K a+z2)” "%

lo que ya sefiala el origen como un primer punto de equilibrio. Queremos ahora
estudiar las raices de la ecuacién g(z) = 0. Para ello expresamos g(z) como
diferencia de dos funciones g(z) = h(z) — k(z), donde

h(z)=r(1—%),

Bl = e B,
a“+zx T
El anélisis se reduce, pues, a estudiar los puntos de corte entre ambas funciones:
la grafica de h(z) es una recta con pendiente negativa y la de k(z) es una
representacién de los valores de las pendientes de las rectas tangentes a la curva
p(z) en cada punto. Como se puede observar en la figura 2.17% para cada
pareja de pardmetros a y b existen tres posiciones relativas distintas entre ambas
funciones. Un estudio analitico es complicado ya que exige determinar las raices
de polinomios de tercer grado que dependen de cinco pardmetros, asi que nos

limitaremos a realizar un estudio de cardcter grafico.

8 Aqui para la escala de colores es diferente ya que, al no distinguir un eje para representar
cada uno de los puntos de corte, asociamos distintos tonos de grises—de mas claro a mds oscuro
en el orden que se indica— para los valores de equilibrio que se deducen de la interseccién
entre y = h1(z), y = h2(z) e y = ha(x) con la curva y = k(z).
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Dada la complejidad de la ecuacién es habitual el usar un método que per-
mita disminuir el ntimero de pardmetros significativos de la ecuacién. Uno de
los métodos mas utilizados es el de la adimensionalizacién del sistema. Este
proceso consiste en buscar una serie de cambios de variables (esto es, cambios
de escala), tales que el sistema pueda ser descrito en términos sin dimensién,
que no se expresan en ninguna unidad de medida.

Su base consiste en definir nuevas constantes y variables a partir de las
anteriores y de ciertos pardmetros predeterminados teniendo en cuenta como
idea fundamental, que s6lo se pueden sumar magnitudes de la misma dimensién.
Como notacién, utilizaremos los corchetes (-] para indicar la dimensién de una
determinada magnitud. Razonemos, entonces, como construir los cambios de

escala en (2.7).
== (- ) = [F5].

Igualando la primera y la tltima expresién de esa cadena de igualdades, y te-
niendo en cuenta la observacién anterior, se puede deducir que

Por otro lado,

Si escribimos

x
u=—, 7=-1
a a

resulta que [u] = [7] = 1, con lo que ahora tanto las variables independientes
como las dependientes no tienen dimensién.
Efectuando todos esos cambios, la ecuacién anterior se escribe

2
3—2 =su (l—g) — —— =g(u; 8,9).

1+ u?

donde s y ¢ son dos nuevos pardmetros que quedan determinados a partir de
los anteriores.

§ = — q=— (28)

Nétese que hemos pasado del estudio de una ecuacién con cuatro parametros
(r, a, b, K) a otra con tan sélo dos (s, g). Ademas, es inmediato comprobar que
estos dos nuevos parametros carecen, como todos los términos de la ecuacién,
de dimensioén.
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Figura 2.18: Representacién gréfica de a(u) y B(u), respectivamente.

2.6.3 Estabilidad de los puntos de equilibrio

El estudio cualitativo de las soluciones de esta ecuacién comienza, de nuevo,
estudiando los posibles puntos estacionarios. Aparte de la solucién u = 0, las
demés soluciones satisfacen la igualdad

B(u) = . (2.9)

En este caso la ecuacién resultante seria una ecuacién algebraica de tercer
grado cuyas raices son dificiles de expresar y de analizar. Trataremos pues de
representar las grificas de las funciones a(u) y A(u). El problema se ha reducido
bastante ya que la funcién a no es sino una recta que corta los ejes en los puntos
(¢,0) y (0, ), mientras que 3 no depende de ningiin pardmetro y es una funcién
cuya gréfica aparece en la figura 2.18. Nos servird de referencia, en lo que

sigue, el punto (3,9) = (\/ﬁ, ?) correspondiente al inico punto de inflexién
presente en la curva y = (u), o més exactamente la pareja de pardmetros (8, q)

correspondientes a los cortes con los ejes de coordenadas de la recta tangente a
B(u) en ese punto.

Se observa inmediatamente que, dependiendo de las constantes s y g, pueden
existir uno, dos o tres puntos de corte entre las graficas de las funciones y = a(u)
ey = fB(u) y, por tanto, el mismo niimero de soluciones de la ecuacién (2.9).

Estudiando el signo de la derivada en torno a los puntos de equilibrio po-
demos determinar la estabilidad o inestabilidad de dichos puntos, deduciendo
facilmente que en el caso de la aparicién de un tnico punto de corte, éste es
siempre estable, mientras que en los demds casos siempre aparece uno que es
inestable.
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y=ai(u)
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Figura 2.19: Posiciones relativas de a(u) y B(u), correspondientes a la existencia
de uno o tres puntos de corte. Estabilidad de los puntos de equilibrio.
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Figura 2.20: Posiciones relativas de a(u) y B(u) correspondientes a la existencia
de dos puntos de corte. Estabilidad de los puntos de equilibrio.
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Figura 2.21: Divisién del plano de los parémetros en regiones determinadas por
el niimero de puntos de equilibrio que se asocian a cada pareja (g, s) correspon-
diente al modelo de Ludwig adimensionalizado.

2.6.4 Bifurcaciones y catastrofes

Es ademés de utilidad conocer cémo varian los puntos de equilibrio existentes
en funcién de los valores de los parametros. Para ser capaz de disefiar el espacio
asociado al correspondiente esquema de bifurcacién, tenemos que determinar
previamente la regién del plano SQ (de los pardmetros s y q) donde podemos
determinar la existencia de uno, dos o tres puntos de equilibrio. La informacién
que podemos recoger aparece descrita en las siguientes afirmaciones:

e Sig> Gy s> 3, el punto de equilibrio es tnico.

e Si ¢ < §, para cualquier s € R™, también aparece tan solo un punto de
equilibrio.

e En la regién rectangular limitada por los valores ¢ > ¢y 0 < s < 3,
pueden encontrarse uno, dos o tres valores de equilibrio en funcién de los
parametros.

Para precisar atin mas debemos observar que para que unicamente existan

dos puntos de corte o ha de ser, necesariamente, la recta tangente a [ en uno
de ellos. Sea (a,b) el punto de tangencia, entonces

Luego la recta tangente resulta

DI a+1_a2 (u—a)
V= 1+a 1+ a? ’
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ue(Q) ue(q) ue(")
B(q)

s1(q) s2(q) s s s
(a) Sig>gq... (b) Sig=4q... (c) Sig<g...

Figura 2.22: Cortes correspondientes al diagrama de bifurcacién asociado al
modelo de Ludwig.

y como esta recta ha de coincidir con o,

I —2a3
1—a?’
2a°
q = 227
(14 a?)

obtenemos un lugar geométrico en coordenadas paramétricas que representa la
existencia de dos puntos de corte, tal y como se recoge en la figura 2.21. Las
dos ramas y = s1(q) e y = s2(g) que aparecen en la gréfica, se asocian a los
intervalos 1 < a < V3 y a > /3, respectivamente. En la porcién de plano
limitado por estas curvas se determinan las parejas de pardmetros para las que
existen tres puntos de equilibrio. Fuera de esa regién, se asegura solamente la
existencia de un punto de equilibrio.
La interseccién entre estas dos curvas es un punto cuspidal, esto es,

ds dq _

da = da
y la tangente a ambas ramas es la misma en dicho punto. Podemos intuir el
comportamiento de estas curvas en el espacio SQ sefialando el comportamiento
de s(a) y q(a) cuandoa =+ 0y a — 1.

La zona rayada corresponde a los valores de los pardmetros para los que
existen tres puntos de corte, mientras que la punteada (incluido el punto P)
indica la existencia de un tnico punto de equilibrio. Las curvas frontera marcan
las combinaciones de pardmetros que seiialan la aparicién de tan solo dos puntos
de corte.

Para concebir mejor la génesis de la regién anterior conviene interpretar el
problema de la siguiente forma. Si en el espacio QSU representamos los puntos
(q,5,u.(q,s)), donde u,(g, s) son los valores sefialados por las soluciones estacio-
narias de la ecuacién (2.9), aparecerfa una superficie tridimensional que puede
presentar pliegues correspondiendo a la existencia de varios puntos de equilibrio
para un mismo par de pardmetros. Para dibujarla, necesitamos ir conociendo
los diagramas de bifurcacién planos cuando varia s para un determinado valor

0, paraa= V3
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de q fijo, o viceversa. Estos esquemas estn realizados en la figura 2.22 y llevan
asociados la superficie del diagrama de bifurcacién tridimensional 2.23.

Asi, si fijamos ¢ > G, aparecen uno—si s < s1(q) y s > s2(g), dos—si
s = s1(q) o s = s2(g), o tres puntos de equilibrio—si s1(q) < s < s2(q),
como se recoge en la figura 2.22(a). En cambio, hay unicidad del valor de
equilibrio para q = §, figura 2.22(b), o ¢ > ¢, figura 2.22(c), variando tan solo
el comportamiento del nivel de equilibrio a medida que crece el pardmetro s:
crece hasta alcanzar un maximo y, a partir de ahi, decrece hasta 3(g), o bien va
aumentando hasta 3(q), respectivamente.

Obsérvese que la proyeccién de la zona “plegada” sobre el plano base QS
es precisamente la regién sombreada, por la existencia de tres puntos de corte,
en 2.21. Es decir, una aguja vertical sobre esta zona cortaria a la superficie en
tres puntos. Naturalmente, aparecen singularidades en la frontera de la regién
sombreada (que corresponderia a dos soluciones de la ecuacién (2.9)). Este tipo
de singularidad se denomina catdstrofe ya que se relacionan con un aumento o
disminucién repentina de los niveles de equilibrio de la poblacién de larvas con
una variacién minima de los valores de los pardmetros.

Es un disefio complicado, con un punto P = (3,4, ue(8,q)) que aparece
asociado al punto cuspidal obtenido en el diagrama de bifurcacién, y que, de
alguna forma, es el origen del pliegue de la superficie de puntos de equilibrio.
Se trata de la versién tridimensional de un fenémeno de histéresis tal y como lo
describiamos en la seccién 1.11.2 del capitulo anterior.

2.6.5 Control del modelo

Desde el punto de vista del control de plagas, la pregunta que tenemos que
responder en este modelo seria, jqué deberia hacerse para intentar mantener la
poblacién en un valor de refugio en lugar de permitirle alcanzar una situacién
de plaga?.

Sabemos que el comportamiento a largo plazo de las soluciones de la ecua-
cién (2.9) tiende siempre a algun valor estable de equilibrio de la poblacién.
Cuando ese punto es unico, no tenemos ninguna duda; ahora bien, si existen
dos posibilidades, el tamafio de la poblacién de larvas se aproximard a uno u
otro en funcién de la cantidad de individuos presente en el instante en que
comenzamos a describir el proceso.

Otra aproximacién al problema seria intentar describir cémo varian los ni-
veles estacionarios en funcién de los pardmetros. Estos valores, adimensionales,
q vy s dependen de los pardmetros a, b, r y K, originales del modelo que, a su
vez, describen circunstancias concretas de la situacién planteada en el bosque.

Supongamos que los pardmetros ¢ y s aparecen asociados a un tinico punto
de equilibrio, por ejemplo, la situacién descrita por el punto A en la figura 2.25.
Veamos qué ocurre si, por cualquier circunstancia (debida a cambios estacionales
u otra situacién externa), la tasa s crece progresivamente, manteniéndose el valor
de ¢ constante, y superior al valor de referencia ¢, como aparece recogido en la
figura 2.25.
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Figura 2.23: Puntos de equilibrio correspondientes al diagrama de bifurcacién
del modelo de Ludwig. La proyeccién de esta superficie sobre el plano de los
pardmetros @S es, como ya hemos dicho, la figura 2.21.
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Figura 2.24: Otro punto de vista de la superficie anterior. La parte inferior del
pliegue se denomina equilibrio de refugio y la superior se denomina equilibrio de
estallido o plaga.

A B

Figura 2.25: ;Cémo podemos controlar la cantidad de larvas presente en el
bosque?.
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En primer lugar, la pareja de pardmetros se localizaria en la regién som-
breada, una vez que atravesamos el valor B aunque, inicialmente, el punto
de equilibrio seguirfa evolucionando de forma continua de forma que el punto
(g, 5,uc(g, s)) esté en el “pliegue inferior” de la superficie de la figura 2.25. Sin
embargo, si s sigue creciendo y rebasa, en C, la frontera de la regién sombreada
hasta que, al alcanzar los valores asociados al punto D, volvemos a tener un
{inico punto de equilibrio en torno al cual la poblacién se estabiliza correspon-
diendo a la parte superior de la gréfica. Por tanto, al atravesar el punto C, se
produce un salto brusco en este valor de estabilizacién. En relacién al mode-
lo inicial, el nimero de larvas crece fuertemente al sobrepasar los parametros
ciertos valores, produciéndose una catastrofe en el bosque.

Si, por el contrario, partimos de unos pardmetros asociados al punto D vy,
progresivamente, el pardmetro s va disminuyendo, los correspondientes pun-
tos de equilibrio van disminuyendo también de forma que los correspondientes
valores en la superficie recorran la parte superior. Sin embargo, si con esa dis-
minucién de s llegamos de nuevo hasta A, pasando por (', el valor en que la
poblacién se estabiliza cambia bruscamente al pasar por B’, estabilizdndose en
un valor B mucho mds bajo que el que tenia antes.

Desde el punto de vista, antes planteado, del control de las larvas, la dis-
cusién anterior puede servir para estudiar la pauta a seguir para que la plaga
desaparezca. Expresdndonos informalmente, podriamos decir que existe plaga
si los pardmetros y el punto de estabilidad hacen que el punto de estabilidad
caiga en la parte superior de la superficie. Si esto ocurre, pretenderiamos que ese
punto pase a estar en la parte inferior, que corresponderia a una situacién con
un nimero de larvas mucho més pequefio y soportable por el bosque. Para con-
seguir esto, hay que actuar cambiando los pardmetros s y q que intervienen en
ol sistema. Para estudiar el modo de cambiarlos hay que acudir a las ecuaciones
(2.8). Asi, por ejemplo, para un valor de a constante, el pardmetro ¢ disminuye
si K decrece (esto ocurre si dispersamos el follaje, por ejemplo), el pardmetro
s disminuye si hacemos disminuir r (introduciendo larvas estériles...) o si au-
mentamos b. La estrategia 6ptima depende de diversas circunstancias, que han
de ser estudiadas cuidadosamente, pues cualquier cambio podria tener efectos
secundarios indeseables (efectos de rebote).

El modelo presentado puede servir de ejemplo para el estudio y posible con-
trol a corto plazo de la poblacién de larvas. En el estudio de Ludwig se toman
en consideracién, parcialmente, fenémenos como la dispersién de las larvas y
problemas de reforestacién. Obsérvese que el principal afectado, el bosque, no
ha intervenido directamente en el modelo.

2.7 EIl modelo de Gompertz

El modelo que tratamos de describir a continuacién ha sido ampliamente usado
para describir el crecimiento de ciertos tumores sdlidos. Su base descansa en el
conocimiento, de cardcter experimental, de que la tasa de crecimiento relativo
de la masa del tumor z(t) decrece exponencialmente con el tiempo (y no con la
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Figura 2.26: Curva solucién al modelo de Gompertz.

masa del tumor como podria esperarse), por lo que la ecuacién obtenida es no
auténoma, esto es, depende directamente de ¢.

i(t) = re Mz
La solucién de esta ecuacién se obtiene directamente, por separacién de varia-
bles, y resulta

z(t) = zoef(l"‘-u)

La representacién gréfica de esta solucién aparece es una curva de caracter
sigmoide del tipo de la que aparece la figura 2.26. Para t = 00, z(t) = Too =
zoeX, con lo que la curva alcanza un estado estacionario. Los pardmetros 7 y A
son caracteristicas ligadas al tumor y al tejido donde se desarrolla, de los que
podemos obtener més informacién en la referencia [8].

Se observa claramente que la curva tiene dos partes: la primera de ellas
asociada a un crecimiento exponencial decreciente y la segunda correspondiente
a una zona en meseta, con mayor o menor pendiente. Ambas separadas por
un punto de inflexién que supone, de algin modo, un instante determinado de

tiempo, t. = —Qg—r en el que se produce un cambio cualitativo en el crec1m1ento
r=1
a partir de que el tumor alcance un tamaiio determinado z. = zoe™>

Existen razones de cardcter médico que justifican este enlentec1m1ento: la
presién fisica del medio, problemas de nutricién o de acumulacién de catabo-
litos (a medida que crece el tumor), la actuacién de mecanismos inmunitarios,
que hasta entonces eran ineficaces para retardar o detener el crecimiento tumo-

ral. .. En cualquier caso, se sabe que en su primera etapa casi todas las células
estdn en multiplicacion, mientras que después muchas de ellas han pasado a un
estado quiescente. Esta es la etapa de diagnéstico clinico, pero sélo las células
activas son sensibles a tratamientos de radioterapia y quimioterapia con lo que
los resultados obtenidos de esta forma no son muy buenos. Si se extirpan to-
das las células tumorales, hay curacién terapéutica, pero, técnicamente esto se
puede realizar en muy contadas ocasiones. De todos modos, si se extirpa gran
parte de la masa tumoral, las células que quedan comienzan de nuevo a crecer
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Figura 2.27: Talla frente a crecimiento: modelo de von Bertalanffy.

de forma exponencial y las condiciones son ideales para la radioterapia y la
quimioterapia. De ahf la importancia de conocer en qué fase se encuentra un
tumor para aplicar el tratamiento correcto.

La dependencia de la tasa de crecimiento relativo %:v como funcién de t puede
parecer un poco extrafia pues a primera vista se podria suponer que el hecho de
que esa tasa disminuya no depende tanto del tiempo sino de razones de espacio,
de nutrientes, de la distancia al vaso sanguineo més préximo, etc. A pesar de
la légica de este razonamiento, el modelo funciona muy bien en la practica y
es, realmente, muy utilizado; basta comprobar cualquier libro de medicina de
caracter general.

2.8 Modelos de crecimiento de von Bertalanffy

Hasta ahora los modelos que hemos estudiado se centraban en la evolucién de
la densidad de poblacién de una especie determinada, a partir de un tamafio de
poblacién conocido. Tratamos aqui de describir el crecimiento, pero entendido
como crecimiento somético, de un individuo particular de dicha especie, bien en
lo que se refiere a la talla media, L(t), bien en lo que se refiere al peso medio,
v(t).

dL dv

F =D F= vf(v)

La funcién f(L), respectivamente f(v), es llamada habitualmente funcién de
crecimiento de von Bertalanffy®.

El modelo que describiremos inicialmente se atribuye al bidlogo austriaco
Ludwig von Bertalanffy, [24], aunque sus origenes se encuentran en trabajos de
Piitter en la década de los veinte. Debido a su simplicidad ha sido uno de los

9En inglés, von Bertalanffy growth function, siglas que elegimos para referirnos a ella en
el resto del capitulo.
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Figura 2.28: Representacién de la talla de un individuo en funcién de su edad.

més usados aunque precisamente es su sencillez el principal obstéculo para que
aparezcan recogidos determinados detalles que contribuirian a que el ajuste se
realizara de forma més realista. A pesar de ello, comenzaremos estudiando estas
ecuaciones tanto en lo que se refiere a crecimiento en tamano como en peso.

2.8.1 Un modelo de crecimiento VBGF: talla-edad

Basandose en experimentos controlados con ciertas especies, se observé clara-
mente que un modelo lineal, una recta de regresién como la esbozada en 2.27,
ajusta de forma adecuada la variacién de la talla de un individuo con respecto
a su edad. La funcién de crecimiento de von Bertalanffy es, en este caso, una
recta de pendiente negativa.

De este modo, si L(t) representa la longitud del individuo como funcién de
su edad, el modelo se deduce a partir de la ecuacién diferencial

dL
— =a-bL
a ’

que dotamos de la condicién inicial L(tg) = 0, eligiendo el valor to para que
verifique esta igualdad. La solucién de este problema de Cauchy viene dada por
la expresion

L(t) = Les (1 - e_b(t—to))

con Lo, = §. Los parametros Leo, b y to determinan por completo la grafica y
se calculan a partir de métodos y procedimientos estadisticos.

Gréficamente el resultado aparece recogido en la figura 2.28. El aumento de
talla del individuo es continuado hasta alcanzar una edad determinada (paso de
la infancia a la madurez) a partir de la cudl continia creciendo pero tendiendo
ya a la estabilizacién, hasta alcanzar el valor L, talla tedrica del individuo
adulto (literalmente, la talla de los infinitamente viejos).
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La falta de un punto de inflexién en la gréfica es lo que simplifica de forma
considerable el modelo. Es la facilidad estructural y de computacién que pre-
senta y su amplia difusién en los estudios realizados sobre pesquerias, lo que
ha posibilitado que sea el modelo més utilizado. No obstante, precisamente por
ello, no debemos olvidar las limitaciones que se deducen de €l, y que se recogen
en la préxima seccion.

2.8.2 Un modelo de crecimiento VBGF: volumen-edad

Otro posible modelo consiste en considerar la idea de que el crecimiento lleva
consigo un aumento de volumen, y estudiar qué funcién serfa la que ajusta de
forma mas eficaz esta variacién del volumen. Para determinar su expresién nos
centraremos en ciertas hipétesis de tipo energético.

¢ El individuo obtiene la energia mediante la alimentacién: usa parte para
mantenerse y el resto para el crecimiento.

¢ El individuo toma la energia a través del mundo exterior y depende de su
superficie (0 de la de sus membranas). Sea V' el volumen del individuo, S
su superficie y r su radio (medio), es 16gico considerar a V' proporcional
a3y S ar? Portanto S es proporcional a V3. Este argumento no
tiene validez universal pero es admisible para individuos que crecen de una
manera isométrica, es decir, manteniendo sus proporciones (sin cambiar
de forma).

e La energia de mantenimiento es proporcional al peso (y por tanto al vo-
lumen) del individuo.

En consecuencia, si v(t) representa el volumen del individuo, el modelo se ex-
presaria
b = av*/® — B,

donde a y 3 son constantes. Inmediatamente se observa que el individuo deja
3
de crecer cuando © = 0. Esto ocurre para el valor v, = (%) ;

La ecuacién anterior,de tipo Bernouilli con exponente %—, se integra facilmente
escribiendo v(t) = u3(t). Nétese que, con ese cambio de variable, u(t) sera del
orden de la longitud del individuo. La ecuacién transformada es

; 1
1= z(a—pPu
3(@ - fu)
con lo que, suponiendo como dato inicial u(to) = 0, la solucién resulta ser

u(t) = 5 (1-e7400)

y se obtiene la misma gréfica, solucién del modelo anterior.

Ya que v(t) = u(t)® podemos deducir su representacién grafica como aparece
en la figura 2.29, apareciendo ahora un punto de inflexién mas o menos cercano
al origen.
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Figura 2.29: Representacion del volumen de un individuo en funcién de su edad
utilizando un modelo VBGF.

h

Figura 2.30: Funcién de crecimiento absoluto y curvas solucién correspondientes
al modelo de Gompertz para el aumento en longitud de un individuo a lo largo
de su vida.

La diferencia con la situacién anterior es evidente, ya que en este caso a 'y 3
son tasas intrinsecas de la especie y se construyen a partir de magnitudes tales
como la eficiencia en la conversidn (la cantidad de energia, o alimento, necesario
para “crear” un kilo de animal), el peso especifico, la energia de mantenimiento
(por cada kilo y hora), la tasa de consumo de la superficie del animal (energia
por m? y hora), etc. Son pardmetros deterministas y no se deducidos a partir
de procesos estadisticos mediante muestreos de poblacién.

2.9 Otros modelos que no son del tipo VBGF

Pero, ;jpor qué el modelo de crecimiento de von Bertalanffy no es siempre
valido?. Hay muchas razones, pero recogemos aqui las mas importantes.

e Las limitaciones en su validez.
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Este modelo es incapaz de describir el comportamiento sigmoidal que apa-
receria al considerar la presencia de un punto de inflexién, como un ins-
tante de cambio en la vida de los peces. La existencia de este valor es
importante para especies de vida corta y cuya explotacién ocurre a una
edad temprana.

Otro problema es que, a menudo, L es sobrestimado. Esto ocurre cuando
peces viejos de crecimiento lento no entran en los muestreos ya que son
demasiado pequefios para ser capturados, como ocurre en determinadas
especies africanas de agua fria.

Otra cuestion es que hay autores que ponen en duda el concepto de tamano
asintético maximo, negandolo como una ficcidn matemdtica.

o La necesidad de determinar una “correcta” fecha de nacimiento.

Hay que computar to para que el instante de nacimiento coincida con la
media en la temporada de maduracién de los huevos, lo cual no es una
tarea sencilla en determinadas especies.

o Ajuste de los pardmetros.

Es importante sefialar la importancia en la construccién y eleccién de
métodos estadisticos correctos para determinar valores ajustados a la me-
dia en la especie, a partir de las muestras consideradas (ver, por ejemplo,
[27]).

De todos modos, el ajuste del modelo no es sélo un proceso estadistico:
necesita que se decidan qué datos son ttiles y cuéles no. De hecho, por
muy buenos y adecuados que sean los métodos estadisticos utilizados, no
sirven de nada si se utilizan datos inadecuados o que no son correctos.

Todos estas ideas son la causa fundamental de que se propongan otros mode-
los de crecimiento que, aunque no son tan utilizados, funcionan bien con algunas
especies. En general, todos ellos corresponden a la ecuacién diferencial

dL
< =laL - J(D)]

1. Curva de crecimiento logistica, asociada a la ecuacién diferencial

drL .
= =al — b,

que ya hemos estudiado, y que corresponden a curvas solucién que pre-
sentan un punto de inflexién en su desarrollo.

2. Curva de Gompertz, asociadas, por ejemplo, a una ecuacién del tipo

dL

— =aL—-0bLlogL,

dt
cuyas soluciones son curvas con dos asintotas, una superior y otra inferior,
y un punto de inflexién pero de forma que la curva se vea dividida en dos

mitades que no resultan antisimétricas como se observa en la figura 2.30.
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La eleccién de una curva u otra depende de muy diversos motivos. Nos
remitimos a las referencias [27], [26], [25] y [32] para posteriores lecturas sobre
este tema.

2.10 Ejercicios

1. ;Eres capaz de deducir las ecuaciones diferenciales de orden uno que describen
las siguientes situaciones y resolverlas?

(a)

(d)

La presencia de toxinas 7' en un medio concreto destruye determinadas
bacterias y(t) a una velocidad directamente proporcional al nimero de
bacterias presente y a la cantidad de toxina. Llamamos a a esta constan-
te de proporcionalidad. Si no hubiera toxinas en el medio, las bacterias
crecerian de forma proporcional a la cantidad de bacterias presentes. Lla-
memos b a esta constante de proporcionalidad. Supongamos ademas que
la cantidad de toxinas aumenta a una velocidad constante ¢ y que su
produccién comienza en el instante ¢ = 0.

En una habitacién que contiene 300m? de aire limpio se va a celebrar una
fiesta. En un instante determinado t = 0, algunas personas comienzan
a fumar de modo que el humo comienza a invadir la habitacién a una
velocidad de 3.048¢m?®/min, conteniendo un 4% de monéxido de carbono.
Al mismo tiempo, abrimos una ventana por la que entra aire fresco a la
misma velocidad. ;Cudndo deberfa una persona prudente abandonar la
fiesta considerando que el monéxido de carbono comienza a ser peligroso
con una concentracién superior al 0.012%?

Supéngase que un estudiante portador de un virus de influenza o gripe
regresa a un campus universitario aislado que tiene 1000 estudiantes. Si se
supone que la rapidez con que el virus se propaga es proporcional no sélo al
niimero z de estudiantes contagiados sino también al nimero de alumnos
no contagiados, determinar el nimero de personas enfermas después de
seis difas, si sabemos que tras cuatro z(4) = 50.

Cuando un rayo vertical de luz pasa a través de una sustancia transparente,
el grado con que su intensidad I disminuye es proporcional a I(t), en donde
t representa e espesor medio, en cm. En agua de mar limpida, la intensidad
inicial a 90c¢m bajo la superficie es 25% de la intensidad inicial Io del rayo
incidente. ;Cudnta es la intensidad del rayo a 4.5m bajo la superficie?

Dos sustancias quimicas A y B se combinan para formar una sustancia
quimica C. La rapidez o velocidad de la reaccion es proporcional al pro-
ducto de las cantidades instantdneas de A y B que no se han convertido
en la sustancia quimica C. Inicialmente hay 40gr de A y 50gr de B y por
cada gramo de B se usan 2gr de A. Se observa que se forman 10gr de C
en 5min. ;Cuanto se forma en 20min? ;Cudl es la cantidad limite de C
después de un tiempo largo? ;Cuénto queda de las sustancias quimicas A
y B después de un tiempo largo?
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2. Supongamos que la poblacién de los Estados Unidos de América obedece la
ley de crecimiento logistica. Calcula entonces la capacidad maxima que soporta
el medio y la poblacién en el afio 2000, usando los siguientes datos:

ANO | POBLACION
1950 | 150697361
1960 | 179323175
1970 | 203184772

3. Un factor genético, de concentracién g y producido por una determinada sus-
tancia S, es autocatalizado y degradado linealmente de acuerdo con la ecuacién
cinética

—— —kag = fg:9)

donde k; y k2 son constantes positivas y s = [S] es una concentracién dada.

(a) Demuestra que para s =0, hay dos valores de equilibrio positivos si k>
2k, y determina su estabilidad.

(b) Dibuja la tasa de cambio de g, f(g;0).

(c) Si consideramos ahora la funcién f (g;8), s > 0, demuestra que existe un
valor critico s, tal que el valor de equilibrio pasa a tener un valor superior
para todo s > sc.

(d) En consecuencia, demuestra que g(0) = 0 y que s aumenta desde s =0
hasta un valor suficientemente grande y luego decrece hasta cero de nuevo.
;En qué instante aparece un punto de inflexién en esa figura?

4. Hallar las ecuaciones diferenciales para la red marcada en la figura que sigue.
£H

5. Supongamos que la depredacién P(NN) sobre una poblacién determinada N (¢)
es muy rapida. En ese caso, el crecimiento de la especie presa viene dada por
la ecuacién

dN N N2
— — o AT
t_RN(l K) P(l e A), D<egk1

donde R, K, P y A son constantes positivas.

(a) Demuestra, mediante la adimensionalizacién adecuada, que dicha ecuacién
es equivalente a

d u2
E% =ru(l —u) — (1 - e‘T)
con r y g constantes positivas.

b) Demuestra graficamente que pueden aparecer tres puntos estacionarios
g
(distintos de cero) si r y g verifican que rq > 4.
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(c) Si representamos para cada pareja de pardmetros (p,q) el (o los) puntos
de equilibrio asociados, en un sistema de ejes en el espacio (como hicimos
en el modelo de Ludwig), se producirian fenémenos parecidos?.

6. El método SIRM (Sterile Insect Release Method) para el control de plagas
introduce un nimero determinado de insectos estériles en una poblacién. Si esa
poblacién de n insectos estériles se mantiene en cantidad constante, el modelo
més simple posible, llamando N (t) a la poblacién de insectos fértiles, es

dN _[ N
dt ~ |N+n

donde a, b y k son pardmetros con valores constantes y positivos.

—b] N —kN(N +n),

(a) Discute brevemente la base en la que se apoya este modelo, esto es, c6mo
evolucionaria la especie N(t) si no se considera la introduccién de las larvas
estériles. ;Cudl es, en esta situacién, el nimero méximo de individuos que
soporta el medio?.

(b) Analiza, de forma gréfica, los puntos de equilibrio del sistema. ;Cual es
el valor minimo de insectos estériles que hay que introducir para erradicar
la plaga (esto es, para que los insectos tiendan a desaparecer)?. Deduce
la estrategia grafica y analiticamente.

(c) Demuestra que esta cantidad es inferior a la cuarta parte de la capacidad
de soporte maxima del medio.

7. Un modelo para una poblacién que es suceptible de sufrir una epidemia se
puede construir a partir de una ecuacién logistica

p=ap—bp’
y crece hasta un valor determinado @ < #. Para este valor de poblacién, la

epidemia estalla y aparece descrita por la expresion

p = Ap - Bp’
donde @ > %. La poblacién cae hasta el valor ¢, donde % < q < @, punto en
el cual la epidemia cesa y la poblacién vuelve a estar de nuevo controlada por
la primera de los modelos, y asi sucesivamente.

(a) Dibuja las curvas p(t) para ilustrar las variaciones de la poblacién a medida
que pasa el tiempo.

(b) Demuestra que el tiempo T} que tarda la poblacién en aumentar del valor
q al Q esta dada por la expresién

1 Qw—bm]
—log | —=| .
a g[ﬂa-bQ)

(c) Encuentra el tiempo T que le lleva a la poblacién caer de Q@ a g bajo la

influencia del segundo modelo y deduce a partir de aqui el periodo de un
ciclo tipico de la poblacién.

T =



Capitulo 3

Explotacion de recursos
renovables

Existen diversos modos en los que el hombre utiliza a otros seres vivos: agricul-
tura, ganaderfa, pesca, uso de la masa forestal, tratamiento de aguas residuales,
control de enfermedades, etc. En algunos de estos casos, ejerce un fuerte con-
trol sobre los organismos implicados para conseguir sus fines (por ejemplo, en
la ganaderfa o en la produccién de antibi6ticos). En otros, se trata de un apro-
vechamiento mas o menos intensivo de la produccién natural de ciertas especies
y nos reducimos, por tanto, a la accién de “cosechar”. La mineria es otra for-
ma de explotacién pero, a diferencia de las anteriores, los recursos mineros son
limitados y no pueden ser renovados. Nuestro campo de estudio se ajustard
al primero de estos aspectos y nos referiremos a €l bajo el término general de
ezplotacidn de recursos renovables. Para fijar ideas, nos centraremos dentro de
este capitulo en la modelizacién del tema pesquero, aunque modelos similares
podrian ser obtenidos para otras actividades.

La pesca tiene dos aspectos bien diferenciados pero con notables influencias
mutuas: el puramente bioldgico y el comercial y, a su vez, cada uno de estos
puntos de vista aparece afectado por pardmetros muy diversos. En el aspecto
biolégico intervienen tanto circunstancias intrinsecas a la especie que se pretende
pescar como otras extrinsecas, relativas a individuos que interaccionan con ella.
En el econdémico, sin embargo, influyen argumentos del tipo del coste de las
capturas, los mecanismos de precios, el estado general del mercado, etc.

La biologfa pesquera comenzé a ser estudiada a principios del presente siglo,
pero fue el fenémeno de la sobre-pesca! el que produjo un fuerte incremento de
interés en el estudio de estos temas, sobre todo a partir de los afios 50. Esto llevd
a la construccién de modelos para predecir cudndo se produciria sobre-pesca,
explicar el porqué se produce este fenémeno y, en definitiva, tratar de establecer
mecanismos de control sobre él.

Iremos, a continuacién, presentando los modelos, cada vez mas complejos,

1En inglés, overfishing
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que han supuesto una mayor influencia.

3.1 Poblaciones ajustadas a modelos logisticos

Supongamos que cierta poblacién de peces habita en una determinada zona del
océano pero que éta s6lo admite una cantidad limitada de peces, es decir, el
medio presenta una capacidad de soporte finita para tal especie. En primera
instancia, parece razonable aceptar que el crecimiento de la poblacién obedece
a una ley logistica

& =rz (1 o —I”%) = f(z) (3.1)

donde los parametros r y K poseen los significados descritos en el capitulo
anterior.

Si dicha poblacién es comercialmente explotada, hay que tener en cuenta
el efecto de la pesca sobre el crecimiento. Bajo esta éptica, consideraremos
la poblacién, z(t), como una magnitud medida en toneladas. El término de
explotacién h, o tasa de capturas (cuya dimensién seria Tn/ giq)> supondrd
l6gicamente una disminucién de la tasa de crecimiento absoluto y la ecuacién
que regiria el modelos pasaria a ser

z=f(z)—h

La forma que adopte la funcién adicional h depende del modo en que se efec-
tue la explotacién. En primera instancia podriamos distinguir dos estrategias
diferentes de pesca:

e Pesca especifica
Este seria el caso en que los pescadores conocen dénde se encuentran
los peces y deciden la cantidad diaria (h) que quieren pescar en funcién
de determinados parametros (mercado, precios, capacidad del barco,...).
Una vez fijadas estas consideraciones, no tienen problemas para conseguir
el cupo fijado. La tasa de capturas es, por tanto, una funcién constante y
la ecuacién del modelo resultaria

L= (1 - %) — h. (3.2)
A pesar de su simplicidad el modelo ofrece resultados que no difieren
demasiado de los que se obtienen utilizando un modelo mds elaborado.

e Pesca a ciegas o de arrastre
Este serfa el caso en que los pescadores despliegan sus redes y atrapan los
peces que encuentran. La tasa de capturas serd, por tanto, proporcional
a la cantidad de peces presente en la regién que se considere.

h(z) = kz

La constante de proporcionalidad dependerd del tipo y dimensiones medias
de las redes utilizadas, del tiempo de pesca, de la velocidad media de
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los barcos, ete. Especifiquemos algo més sobre esta funcién h(z). Suele
escribirse utilizando tan sélo dos pardmetros, a saber, el esfuerzo pesquero,
E, medido en nimero de barcos de tipo medio, y la tasa de capturabilidad
q, medido en Tn/ i, . barco> Aue viene a indicar el grado de dificultad para
la pesca de la especie en funcién de si la especie se mueve en bancos o no,
por ejemplo®. El modelo cldsico que liga estos parametros estd basado en
la hipétesis de que

— = qx

E q
es decir, la captura por barco es igual a la tasa de capturabilidad de la
especie por la densidad de peces. El modelo matemético se escribiria
entonces mediante la ecuacion

T

i =rz (1 = 1?) — qEz. (3.3)

En ambos casos nos centraremos en el estudio del efecto de la pesca sobre
el crecimiento de la poblacién, el problema de maximizar las capturas y el
problema de la estabilidad de las poblaciones, es decir, el riesgo de exterminio
de la especie.

3.1.1 Pesca con tasa de capturas constante

Examinemos ahora el modelo (3.2) correspondiente a la pesca de una cierta
especie de forma que anualmente se fija la cantidad, las toneladas, de capturas
a obtener. En este caso interesa saber qué le ocurre a la poblacion, hacia dénde
evoluciona, y para averiguarlo estudiamos los posibles puntos de equilibrio del
sistema dindmico (3.2). Resolvemos, por tanto, la ecuacién

f(m)—h:rz(l—%)—h:O

Las rafces de esta ecuacién se corresponden con las abscisas de los puntos de
T .
corte entre la pardbola y = rz (1 — E) y la recta horizontal y = h.
En la figura 3.1° podemos observar claramente tres posiciones relativas dis-

tintas, segiin existan uno, dos, o ningin punto de corte. Las distintas posibili-
dades se recogen en la siguiente tabla:

2Qtros autores, o en otros contextos, denominan esfuerzo pesquero simplemente a la cons-
tante de proporcionalidad k = ¢E que aparece si consideramos una pesca de arrastre. Esta
constante se construye a partir de cantidades tales como el tamafio de la malla de la red,
la velocidad del barco, el tiempo que dura el periodo de pesca, la amplitud de la zona de
capturas, etc.

3En esta figura, y en el resto del capitulo salvo indicacién en contrario, mantenemos la
notacién ya utilizada que hace corresponder el simbolo o a puntos de equilibrio inestables,
mientras que con e marcamos los asociados a valores de carécter estable.
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y = h3(z)

y = ha(z)

y = hi(z)
2_‘—5;(:{# O—

€ =

Figura 3.1: Estudio de la evolucién de una especie regida por un crecimiento de
tipo logistico sometida a pesca con tasa de capturas constante. Diferentes casos
en funcién del valor de dicha constante.

INTERVALO EQUILIBRIO ESTABILIDAD
K
h e (0, 14—> 2 Uno estable y otro inestable
h = Z‘% 1) Inestable
K
he (TT oo) 0

e En el primer caso, los puntos de equilibrio serian z1 y 2, 1 < Z2 (ver
grafica 3.1 correspondiente al eje numerado 3). En el analisis de estabilidad
realizado, observamos que para puntos situados a la izquierda de z1, la diferencia
f(x) — h es negativa, luego < 0 y, por tanto, la poblacién tiende a decrecer
(la linea de flujo “sale” en el punto). A la derecha de ese punto, en cambio,
f(z)—h > 0y, en consecuencia, la poblacién aumenta. Este estudio de las lineas
de flujo determina la inestabilidad del punto z;. Del mismo modo se puede
deducir que el punto z> es una solucién de equilibrio estable. La evolucién
del sistema depende pues del tamaifio inicial de la poblacién. Asi, si en el
instante inicial z(to) > z1, la poblacién de peces tiende a estabilizarse en el valor
T, ligeramente inferior a la capacidad de soporte maxima del medio K. Sin
embargo, si en el instante inicial estoy por debajo de esta cantidad z(to) < z1,
la poblacién tiende a extinguirse.

e En el segundo caso, la recta y la pardbola se cortan en un dnico punto
T = _12g Aunque f'(z1) = 0y el criterio de estabilidad lineal no concluye nada,
el analisis del flujo permite afirmar que este punto es inestable pues las lineas
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de campo apuntan siempre hacia la izquierda. En consecuencia, si comenzamos
el estudio con un tamafio de poblacién inferior a z;, la especie sometida a
pesca tiende a extinguirse, mientras que si la cantidad inicial de individuos es
superior a esta cantidad, la poblacién tiende a estabilizarse en el valor z;, aunque
pequenas fluctuaciones en cualquiera de los parametros del sistema pueden hacer
que la poblacién se extinga.

e En el tercer caso la recta y la pardbola no se cortan, no existen puntos fijos,
pero del andlisis del flujo se concluye inmediatamente que, con independencia
de las condiciones iniciales, #(t) = f(z(t)) < 0 y la poblacién decrece hacia el
valor 0, es decir, tiende a extinguirse.

Por tanto, la tasa de capturas maxima posible, sin que la poblacion se ex-
tinga, corresponde al maximo de la pardbola, esto es h = %. Obsérvese que,
debido a la inestabilidad de ese valor, pequefias variaciones de h pueden hacer
tanto que la poblacién desaparezca como que se estabilice en un valor ligera-
mente superior que %

De todos modos, la hipdtesis que se plantea en esta situacién no es siempre
aplicable ya que a medida que la poblacién decrece, es més complicado mantener
la tasa de capturas constante ya que la pesca presenta una mayor dificultad y
este problema no se aparece recogido en el modelo.

3.1.2 Pesca con esfuerzo constante

En este caso, el término correspondiente a la pesca, k = h(z), es lineal y viene
representado por una recta que pasa por el origen de coordenadas y, por tanto,
siempre corta a la pardbola de crecimiento de la poblacién en al menos un punto
(el origen). Las diversas posiciones relativas aparecen recogidas en la figura 3.2.

Podemos razonar analogamente al caso anterior para determinar la estabili-
dad de los puntos de equilibrio que aparecen en cada caso. El resultado de este
analisis aparece recogido en la tabla

INTERVALO | EQUILIBRIO ESTABILIDAD
E € (0,E*) 2 Uno estable y otro inestable
E > E* 1 Estable

donde el valor E* corresponde al esfuerzo pesquero para el que la recta es la
tangente en el origen a la pardbola.

La conclusién répida de este estudio es que si E < E* la poblacién tiende a
estabilizarse en z1, que se hace més pequefo (se puede aproximar a cero todo
lo que se desee) a medida que va aumentando el esfuerzo pesquero. Ahora bien,
si sobrepasamos el valor E*, el origen, zo, pasa de ser un punto fijo inestable
a convertirse en el dnico punto de equilibrio, y ademds estable. El régimen
de pesca a que estamos sometiendo la poblacién en este caso es tal que, de
mantenerse, llegaré a provocar la aniquilacién de la poblacion.

Otra forma de realizar este estudio comienza por reescribir la ecuacién (3.3)
como una ley logistica tipo (3.1) pero con pardmetros diferentes.
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®

Figura 3.2: Estudio de la evolucién de una especie regida por un crecimiento
de tipo logistico sometida a pesca con esfuerzo constante. Diferentes casos en
funcién del valor de dicha constante.

7 = (r—qE)x( _%)_qblj(zz
_ (,_,,E)x<1--;——;((f—£_j‘fﬂ;—))

c=o8 (- 7525

K(r — ¢E)

z=(r—qE)x <1 ) = g(z), Kg = (3.4)

x
Kg
Esta ecuacién presenta dos posibles puntos de equilibrio zg =0y 21 = Kg.
Se verifica que g'(z) = (r — ¢E) — 2%z y, por tanto, g'(zo) = r — ¢E. En
consecuencia, el punto zg es estable si r < gE y es inestable en caso contrario.
Paralelamente dado que ¢'(z1) = —(r—¢E) = —g'(z0), €l criterio de estabilidad
se invierte en el caso de z,. El caso r < ¢F corresponde a una sobrexplotacién
que implica la desaparicién de la especie. En otro caso, la poblacién se estabiliza
en un valor Kp < K.
La ventaja de este procedimiento con respecto al anélisis del flujo que reali-
zamos antes es evidente, al ofrecer una expresién analitica para los puntos de
equilibrio en funcién de los parametros del sistema.
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ﬂ
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BE(E) =gEKpg

E* E

5l

Figura 3.3: Representacion grafica de la renta estabilizada de capturas o curva
de sustento.

3.2 Beneficios econémicos obtenidos por la pes-
ca

Dado que el esfuerzo de pesca se supone constante, la tasa de capturas h(z)
para el valor K tiende a estabilizarse en

BE =qEKE =qEK (1 - q—‘rE-)

Este valor B representa, para cada valor de E, la tasa de capturas a la que
se tenderfa con el tiempo permaneciendo constante el esfuerzo de pesca. A esa
funcién Bg la llamaremos renta estabilizada de capturas o modelo de Schaefer.
De alguna manera, ese valor representa el sustento (el beneficio, en términos
econémicos) que proporciona la pesca. La gréfica de esa funcién es una curva
en el plano EBg, llamada curva de sustento (en inglés, yield-effort). En el caso
de poblacién logistica que nos ocupa, se trata basicamente de una pardbola
invertida que alcanza su valor maximo en el punto £ = {—q y que se continia
con la funcién constantemente igual a cero para valores de esfuerzo superiores
a un determinado valor critico, E > E*, con E* = L

En base a su gréifica podriamos plantearnos el problema de cémo conseguir,
a lo largo del tiempo, el méximo de capturas con el minimo de esfuerzo y, por
supuesto, sin esquilmar la poblacién; en otras palabras, pretendemos dar una
respuesta a la pregunta jc6mo debe elegirse E para maximizar Bg a lo largo
del tiempo?.

Observando la gréfica 3.3 concluimos inmediatamente que Bpg toma el valor
mAximo Bpmaz precisamente cuando se adapta el esfuerzo al valor Epqz = ﬁ,
es decir Byaz = %{i. Conviene notar, mirando la grafica 3.2 que aumentando £
respecto de Epmq, se podrian conseguir momenténeamente més capturas (mayor
nimero de peces), pero esto provocard una disminucién de la poblacién y, a la
larga, la tasa de capturas disminuiria.
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E, Ey, E; E

Figura 3.4: Renta real de beneficios.

3.2.1 Pesquerias abiertas: una mala politica

De todos modos, al realizar este estudio de beneficios, estamos despreciando una
parte importante del problema ya que en ningiin momento hemos considerado el
coste que lleva aparejado poner un barco en el mar. Tendriamos que estudiar,
pues, mas que el valor de la renta estabilizada de capturas, la renta real de
beneficios. Esta cantidad se define como

PgEKE — cE,

donde el pardmetro p representa el precio por unidad obtenido en el mercado
por las capturas realizadas. Para simplificar nuestro estudio lo supondremos
constante (suposicién, a todas luces, poco realista pues no podremos colocar en
el mercado, con la misma facilidad, una que cien toneladas de un producto). El
parametro ¢ es una nueva constante que determina el coste que supone para el
armador fletar un barco.

Imaginemos ahora que queremos pescar una especie determinada en una
zona de pesqueria abierta, esto es, una zona donde no existen leyes (fuera de
los argumentos puramente econémicos) que impidan a los barcos acudir. La
representacién tanto de la curva de ganancias (curva homotética a la curva de
sustento ya analizada) como de la recta de costes, ofrece un punto de corte, de
abscisa Eo, en el que no hay ni beneficios reales ni pérdidas y, por tanto, no
interesa a los armadores.

e Si E < Ej, la renta real es positiva. Los barcos que alli acuden obtienen
beneficios. En consecuencia, al no existir ninguna regulacién politica que
lo impida, siguen acudiendo cada vez en mayor niimero a pesar de que el
margen de beneficios sea cada vez menor.

e Si E > E,, la renta real es negativa y, por tanto, el negocio produce
pérdidas. Los barcos van abandonando la zona en busca de otras en las
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que sean capaces de obtener beneficios y, para los que quedan, las pérdidas
son cada vez menores.

La conclusién a la que llegamos es sencilla: en pesquerias de acceso abierto,
motivos econémicos hacen tender el esfuerzo hacia el valor Eq y, para ese valor,
no hay beneficios ni pérdidas (la renta real es nula). Ningin pais con recursos
pesqueros esta interesado en este tipo de politica pesquera que provoca pérdidas
econémicas y, a menudo, sobrexplotacién de la propia especie. Para evitar
este tipo de situaciones que se produjeron con bastante frecuencia en los anos
50, surgi6 la idea de fijar un nimero de millas de mar alrededor de las costas
donde sélo pueden pescar barcos de una nacionalidad determinada, impidiendo
asi las pesquerias abiertas. En estas zonas es un tnico pais el que tiene los
derechos de explotacién y, en consecuencia, puede poner en marcha, sin depender
del comportamiento de otros, una politica de beneficio éptimo controlando la
posibilidad de extincién de la especie y por tanto que el caladero se agote.

3.2.2 El peligro de la extincién

Las posibilidades de extincién de especies han sido analizadas anteriormente
segtin el tipo de pesca que se realice. Los aspectos estudiados aparecen recogidos
en las graficas 3.1 y 3.2, correspondientes al caso h constante y E constante,
respectivamente. La conclusién es clara, si la tasa de capturas es constante la
poblacién acabara por desaparecer para densidades iniciales bajas, mientras que
si la pesca es de arrastre este fenémeno no llega a producirse, en las mismas
condiciones de desarrollo de la poblacién. Ya que el modelo de crecimiento
asociado a la especie es en ambos casos el mismo, esta diferencia se debe por
completo al método de pesca.

Sin embargo, aunque recoge algunas de las primeras cuestiones relacionadas
con la explotacién de una pesqueria, se trata de un andlisis bastante “tedrico”.
Los méviles de los armadores se reducen casi siempre a consideraciones pura-
mente econdémicas y, sin embargo, se producen paradojas bastante curiosas. Un
ejemplo de esto, aunque no demasiado tipico en las pesquerias, aparece en el
libro de Clark [10]. Ahi se analiza un modelo de pesca para la ballena azul del
Antértico. Se puede suponer, de modo bastante razonable, que el crecimiento de
este mamifero sigue una ley de tipo logistica con tasa de crecimiento intrinseco
r — 0.05 anual. Se estima que la capacidad de soporte maxima del habitat que
ocupan es de unas 150000 ballenas. Esto ofrece un sustento maximo posible
es de 2000 ballenas por afo, que corresponde a una poblacién estabilizada de
75000 ballenas. Si el beneficio medio obtenido por la venta de una ballena en el
mercado es de un millén de pesetas, anualmente la pesca se venderia en 2000 mi-
llones de pesetas. Sin embargo, desde un punto de vista puramente econémico,
esta podria no ser una opcién suficientemente atractiva. Los armadores podrian
decidir pescar la mitad de todas las ballenas posibles, es decir 75000 ballenas,
(suponiendo que ello fuera posible y que el mercado no se alterara por la pesca
masiva) la totalidad de la captura se venderia por 75000 millones de pesetas. Si
esta cantidad se invierte en unos fondos que proporcionen un interés del 5 por
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Figura 3.5: Diferentes posiciones relativas de la recta de tasa de capturas cons-
tantes con los modelos de tipo compensatorio, despensatorio y de despensacion
critica.

ciento anual (interés bastante modesto, por cierto) el beneficio anual, e indefini-
do, seria de 3750 millones de pesetas anuales, casi el doble de lo que se obtendria
siguiendo la politica de pesca citada al principio. Luego, pese a que hemos re-
ducido de golpe la poblacién, ésta tiende a estabilizarse de nuevo hacia el valor
de soporte maximo del medio y, ademds, obtengo con esta politica mayores
beneficios que aplicando la tasa de capturas 6ptima que hemos calculado.

Légicamente sigue siendo un ejemplo bastante tedrico puesto que el mercado
se rige por la ley de oferta y demanda y, por tanto, resulta bastante ilusorio
suponer que puedo introducir en el mercado 75000 ballenas y mantener después
el precio.

El ejemplo anterior muestra las notables implicaciones entre los aspectos
econémicos y los de dindmica de poblaciones que aparecen en el mundo pesquero:
un buen modelo deberia incorporar ambos aspectos. Ademads, los armadores,
més que en la cantidad de peces o en el peso de éstos, estdn interesados en el
dinero que pueden conseguir con la pesca. Asi, aunque ciertos pescadores fijen
un régimen de pesca 6ptimo, la competencia con otros pescadores de la misma
o de distinta nacionalidad provocaria que no pueda mantenerse esa politica.
El problema global es, por tanto, supranacional y requiere fuertes medidas de
control desde muy diversos dngulos.

3.3 Compensacién y despensacion sujetas a pes-
ca con capturas constante

En el tema anterior ya hemos analizado otras gréficas de crecimiento absoluto
para determinadas especies que se ven influencias por el efecto Allee. Nos intere-
sa saber ahora cémo se modificard su comportamiento si actian otros términos
que influyen en su desarrollo. Nos limitaremos, como hemos hecho en el modelo
logistico, a realizar el estudio de los puntos de estabilidad de estas poblaciones
cuando se las somete a una explotacién determinada, bien suponiendo una tasa
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Figura 3.6: Evolucién de una poblacién compensatoria sometida a una explota-
cién con esfuerzo constante.

de capturas constante o que resulta proporcional a la densidad de individuos
presentes.

Supongamos pues que una especie cuya ley de crecimiento corresponde a uno
de los tipos anteriores, es sometida a pesca.

Si la politica seguida supone una tasa de capturas constante, el estudio a
realizar es andlogo al que hicimos en el apartado correspondiente de la seccién
anterior y los resultados, con el correspondiente estudio de la estabilidad, apa-
recen recogidos en la figura figura 3.5. Es inmediato notar que no se deducen
consecuencias distintas de las ya observadas para el modelo logistico.

3.4 Modelos compensatorios sometidos a pesca
con esfuerzo constante

Si, por el contrario, suponemos una explotacién con esfuerzo pesquero constante,
la nueva ley de crecimiento seria

i = F(z) — qEx.

Pretendemos, como antes, analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio
que aparecen y las correspondientes curvas de esfuerzo-beneficio. Observemos
que los nuevos puntos fijos corresponden a las abscisas de los puntos de corte
entre la curvay = F(z) y larectay = ¢gEz. El punto 2o = 0 es en cualquier caso
un punto estacionario. No obstante, hay otro valor fijo que aparece siempre que
0 < gE < gE*, donde qE* es la pendiente de la tangente a la curva y = F(z)
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BE(E) = quE

Figura 3.7: Curva de sustento para un modelo de tipo compensatorio.

en el origen de coordenadas. En estas condiciones, el andlisis de cada uno de
los casos posibles se recogen en las figuras 3.6, 3.8 y 3.10.

Si nos referimos a un modelo de compensacién sélo aparece un punto de
equilibrio estable zp < K. El sustento correspondiente seria Bp = qEzg =
F(zg). La curva esfuerzo-beneficio tiene aproximadamente la de la figura 3.7.
Obsérvese la similitud de esta gréfica con la obtenida en el caso del modelo
logistico.

La grafica presenta un maximo, denominado mdzimo sustento sostenido, y
a partir de él, al aumentar E, B decrece hasta anularse cuando E = E*. A
la constante gE* = F'(0) se la denomina tasa de crecimiento intrinseca de la
poblacién.

3.5 Modelos despensatorios sometidos a pesca
con esfuerzo constante

Segtin podemos observar en la figura 3.8, podemos distinguir varios casos.

1. Si E > E* el tinico punto fijo es el zo = 0 que es estable. La poblacién es
conducida a su extincién si se la somete a una pesca con esfuerzo constante
mayor que esa cantidad limite.

2. Si E* > E > E** = F'(0)/q, xzo = 0 es estable pero aparecen otros dos
puntos fijos zy y zg el primero inestable y el segundo estable.

e Siz(0) > zy, z(t) — zg para t — oo.

e Siz(0) <z, z(t) — 0 para t — oo.
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Figura 3.8: Posiciones relativas de la recta de esfuerzo constante con un modelo
de tipo despensatorio. Estudio de la estabilidad.

3. Si E** > E > 0 entonces zp = 0 es inestable, pero aparece otro punto
fijo zp, que si es estable. La poblacién, independientemente de su tamario
inicial tiende a estabilizarse en torno a este valor.

3.5.1 Analisis de beneficios para modelos despensatorios

Si pretendemos analizar el sustento correspondiente a esfuerzo E, es decir re-
presentar la curva esfuerzo-sustento (figura 3.9), observamos que para valo-
res de E en el intervalo [0, E*) el beneficio sostenido tomaria siempre el valor
Bg(E) = ¢Ezp = F(zg), siendo zg el nico punto de equilibrio estable que
dedujimos anteriormente. Para esfuerzos comprendidos entre E* y E** el be-
neficio sostenido puede tomar dos posibles valores, ya que existen dos puntos
de equilibrio asociados, dependiendo del tamafio inicial de la poblacién z(0).
En este caso, el beneficio sostenido serfa nulo si z(0) < zr y alcanzaria el valor
F(zg) si z(0) > z;. Representamos ambos puntos sobre la curva de sustento
utilizando el trazo continuo. Para completar la grafica, dibujamos una linea de
trazo discontinuo ligada a la existencia de un punto de equilibrio inestable en el
intervalo [E*, E**].

Se observa pues que si una poblacién, gobernada por un crecimiento de
tipo despensatorio, es sometida a un esfuerzo pesquero que va paulatinamente
aumentando, el beneficio o sustento estabilizado va creciendo hasta alcanzar
un méximo y poco después anularse rdpida y bruscamente, al cruzar el valor
E**. Bste tipo de politica pesquera recibe la denominacién de catastrdfica pues
produce una catdstrofe en la poblacién de peces.

Se puede llegar incluso a una situacién en la que, con sélo alterar un poco el
valor de E (de forma que pasemos de la izquierda a la derecha de E**), podemos
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Figura 3.9: Gréfica esfuerzo-sustento para un modelo de despensacion.

hacer que la poblacién pase de ofrecer una cantidad “razonable” de capturas
a extinguirse por completo. Si, “arrepentidos de nuestra avaricia”, pensamos
ahora en volver a disminuir el esfuerzo pesquero observamos que puede haber
problemas para conseguir la reaparicién de la pesca. De hecho, para ello, hemos
de limitar el esfuerzo a una cantidad inferior al valor E* una vez que la poblacién
se haya estabilizado en torno a su capacidad de soporte maéxima del medio. A
partir de entonces volvemos a obtener de nuevo capturas ya que la poblacién se
estabiliza de nuevo en torno a un valor distinto del origen. Esta situacién incluso
nos permite entonces aumentar el esfuerzo pesquero con tal de no sobrepasar el
fatidico valor E**, para obtener un beneficio superior.

3.6 Despensacién critica: Anélisis de la estabi-
lidad y beneficios obtenidos

En el caso de depensacién critica, tendriamos que distinguir tan sélo dos casos
segin que E sea mayor o menor que Eg. En la primera opcién, el Unico punto
fijo estable es el zop = 0 y, por tanto la poblacién tiende a ser aniquilada. Con
la segunda posibilidad, aparecen como puntos fijos el zo = 0, que es estable, el
zy inestable, y el zx estable. La evolucién de la poblacién dependerd, pues, de
su tamario inicial.

e Si z; > z(0) > 0 entonces z(t) — 0 para t — co.
e Si z(0) > = entonces z(t) = g para t — oo.
La correspondiente curva esfuerzo-beneficio puede ser obtenida de forma

similar a la del caso de depensacién y su representacién aparece en la figura
3.11. La interpretacién sigue las pautas del modelo anterior con la diferencia de
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Figura 3.10: Posiciones relativas de la recta de esfuerzo constante con un modelo
de despensacidn critica. Estudio de la estabilidad.

que si llegamos a sobrepasar E,, se produce una catéstrofe en la poblacién de
peces que no puede ya ser recuperada.

3.7 TUna situacion real

La captura de muchas especies ha producido fenémenos catastréficos como los
que venimos estudiando. Podriamos poner muchos ejemplos pero pocos han
sido tan espectaculares como el desarrollo de las pesquerias de anchoas peruanas
(Engraulis ringens).

A resultas de la, cada vez mayor, demanda de pescado (no para su consumo
directo sino para la fabricacién de piensos para ganado), se fue incrementando
las tasas de capturas totales de esta especie, que llegd a estar en torno a los 10
millones de toneladas a finales de los afios 60. Esta cantidad suponia el 15% de
toda la captura mundial. De hecho, para prevenir la destruccién de la pesqueria,
el gobierno peruano introdujo fuertes medidas de control restringiendo los pe-
riodos de pesca. De todos modos, muchos bilogos advirtieron que la situacién
era Umite y que las capturas corrian el riesgo de desaparecer por completo al
menor cambio que se produjera en las condiciones habituales.

Y ese cambio se produjo. En las navidades del ano 1973, llegd a las costas
peruanas una corriente marina de aguas superficiales calidas que recibe el nom-
bre de “El Nifio” (que hace su aparicién cada pocos anos). A pesar de las voces
que se oyeron advirtiendo el posible colapso de la pesqueria, la presién de los
armadores fue superior y la temporada de pesca se abri6 a comienzos de afio. A
finales del mes de marzo las capturas recogidas no fueron mas de un 40% de lo
que venfa hasta entonces siendo habitual. Afios posteriores fueron testigos de
una cada vez mayor disminucién en las capturas. La pesqueria habia llegado a
una situacién de catdstrofe y no parece, por ahora, que pueda ser recuperada.
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Figura 3.11: Curva de sustento en un modelo de despensacion critica. Nétese
que en esta situacién la grafica obtenida no es sino un caso limite de la deducida
para el caso anterior.

A efectos gréficos, nos estdbamos moviendo en tasas de capturas muy altas en
las figuras 3.11 (o 3.9), correspondientes a valores de esfuerzo pesquero cercanos
al valor E* (o Ep). Un cambio en las condiciones hizo que paséramos a recorrer
la parte inferior de las curvas con lo que la tasa de capturas de la renta de
capturas estabilizada paso a ser inapreciable y esa situacién no variard si no
es disminuyendo (casi) por completo el esfuerzo pesquero y dejando pasar un
intervalo de tiempo suficiente.

De hecho, atin no se sabe si algtin dia esa pesqueria volverd a ser recuperada.

3.8 Utilidad de la politica de paros ecolégicos

Como vimos en el capitulo anterior, a partir de la correspondiente gréfica de cre-
cimiento podemos representar la evolucién de la poblacién a lo largo del tiempo.
La aplicacién del llamado método de las isoclinas para curvas de despensacion
critica, por ejemplo, conduce a representaciones graficas del tipo que aparecen
en la figura 3.13.

Supongamos ahora que en un determinado instante tp, la poblacién de la
especie es z(tg). Esa especie es sometida a pesca durante un cierto periodo
de tiempo de forma que su poblacién se reduce a z(to + At) (atravesando el
valor K;). En ese momento llega una temporada de paro ecoldgico, la pesca
se interrumpe, asi que la poblacién se recupera (ver figura 3.13). Una nueva
caida corresponderia con un nuevo periodo de pesca y, de este modo, podemos
ir dibujando una linea pseudo-poligonal que indica la variacién de la poblacion.
Las conclusiones son sencillas: si el tamafo de la poblacién se va moviendo
entre K, y K, el esfuerzo pesquero no tiene excesiva importancia ya que en los
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Afio  N° barcos N° dias pesca Capturas (millones tns)

1959 414 294 1.91

1960 667 279 2.93

1961 756 298 4.58

1962 1069 294 6.27

1963 1655 269 6.42

1964 1744 297 8.86

1965 1623 265 7.23

1966 1650 190 8.53

1967 1569 170 9.82

1968 1490 167 10.26
1969 1455 162 8.96

1970 1499 180 12.27
1971 1473 89 10.28
1972 1399 89 4.45

1973 1256 27 1.78

1974 795 na 3.58

1975 785 . na 3.08

1976 556 na 3.86

1977 514 na 0.79

1978 504 na 1.19

1979 484 na 1.36

1980 403 na 0.72

1981 na na 1.23

1982 na na 1472

1983 na na 0.12

1984 na na na

Fuente: Instituto del Mar del Peru

Figura 3.12: Tabla de datos sobre la pesqueria de anchoas peruanas.
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Figura 3.13: Método de las isoclinas para un modelo de despensacion critica.
Anélisis de la poblacién para una determinada politica que alterna las tempo-
radas de pesca con los paros ecoldgicos.

paros la poblacién tiende siempre a recuperarse. Por el contrario, si en una de
las campaias ocurre que el nimero de peces alcanza valores inferiores a Ko, la
poblacién ird disminuyendo irremediablemente hasta su aniquilacién.

Como podemos observar, en estos casps de sobrezplotacion, se vuelve inttil
toda la politica de paros pesqueros.

3.9 Modelo de Beverton-Holt

Comencemos buscando un modelo relativamente simple que describa el creci-
miento de una poblacién teniendo en cuenta que el individuo, en los primeros
estadios de su desarrollo, atraviesa un periodo larvario antes de convertirse en
alevin e incorporarse a la poblacién adulta.

Como hemos indicado anteriormente, el modelo logistico no incorpora es-
tructura de edades. Su base descansa, tan sélo, sobre la tasa de crecimiento
por individuo 7 y la capacidad de soporte del medio K. A pesar de ello, se
ha probado su eficacia para peces que se desarrollan lentamente, tanto de for-
ma individual como en términos de poblacién. Este es el caso de los grandes
mamiferos marinos, por ejemplo. Sin embargo, la mayoria de los peces (no
mamiferos) no pueden ajustarse a este modelo ya que producen grandes canti-
dades de huevos (entre 10* y 10° anualmente) y no se ajustan por tanto a un
régimen lento de crecimiento, su vida es mucho mds corta de lo que fijaria el mo-
delo logistico (entre cinco y diez afios) y los efectos estacionales (que en los casos
anteriores no se consideraban) no son en absoluto despreciables. Pretendemos
ahora establecer un modelo que resulte adecuado a esta situacién.
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Dado que la mortalidad de las larvas en las primeras semanas de vida es
enorme, el pardmetro del nimero (medio) de huevos que produce cada individuo
no es significativo. La primera idea es reconocer que dado que una cierta fraccién
media de estas larvas sobrevive (por ejemplo, podriamos llegar a establecer que
sobrevive una de cada 5000), la fertilidad deberfa considerarse como fertilidad
efectiva, y mantener vélido el modelo logistico aunque con parametros diferentes.
Sin embargo, las larvas y los adultos siguen unas pautas vitales diferentes y es
preferible tratarlas de forma diferente.

En 1957, Beverton y Holt, [5], propusieron el siguiente modelo, que contem-
pla parcialmente esta situacién. Supongamos P(t) es la cantidad de individuos
adultos P(t) y que L(t) son las larvas producidas por las hembras de esa pobla-
cién que estan suficientemente desarrolladas para desovar. Esta larvas tienen
una duracién limitada y sélo las que superan esta etapa deben ser tenidas en
cuenta para la poblacién de peces, son los alevines o reclutas (en inglés recruits),
que representaremos por A(t). El modelo de Bevertony Holt pretende establecer
la relacién entre el stock P de adultos y el de alevines A, obteniendo como tésis
que el nimero de peces después del periodo larvario es bastante independiente
de la cantidad inicial de larvas, situacién que coincide con las comprobaciones
experimentales. La base, la hipétesis del modelo, expresa la tasa de mortalidad
relativa de las larvas de forma linealmente dependiente de su nimero.

—i—(%) =p+ql(t), pe>0 (3.5)
donde el pardmetro p viene a describir la tasa de mortalidad relativa de la es-
pecie mientras que ¢ es un término que indica tanto la depredacién a que se
ven sometidas las larvas como la lucha entre ellas por la comida. Es inmedia-
to observar que, si suponemos los valores de p y g constantes, el modelo que
obtenemos es de tipo logistico. No obstante, en general, tanto p como gq seran
funciones del tiempo, dependerén, por ejemplo, de si hay un aumento de la
temperatura o varia el caudal de los rios. En este caso, la ecuacién (3.5) que
aparece no es auténoma y, por tanto, no podemos utilizar métodos graficos para
su estudio. Sin embargo, analiticamente podemos resolverla ya que corresponde
a una ecuacién tipo Bernouilli. Imponemos para ello de forma natural una con-
dicién inicial sobre la poblacién de larvas L(t) = Lo. Hacemos pues el cambio
de variables z = L™, que transforma (3.5) en la ecuacién lineal

o = ~(pz+0)

cuya solucién viene dada por la expresion
t
z2(t) = e~5M (—/ eSG)g(s)ds + z(O))
0

t
donde S(t) = / p(s)ds y z(0) = fl— Sea 7', como hemos dicho, el tiempo
0

0 i ’
transcurrido entre la eclosién del huevo y su transformacién en alevin. Des-
haciendo el cambio e imponiendo la notacién L(T) = A, obtenemos, haciendo
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ol

aP
1+bP

Figura 3.14: Representacién gréfica de la funcién que describe el nimero de
alevines a partir tanto de la poblaciéon como del niimero de larvas.

operaciones, la expresién

A—LLO— con {a -
T 1+bLy’ b = — [ eSOq(s)ds.

S(T)
¢ (3.6)

Funcién que representa el nimero de alevines teniendo en cuenta el tamario ini-
cial de la poblacién de larvas. De otra forma, si queremos relacionar el nimero
de alevines con el tamafo de la poblacién adulta sélo tenemos que introducir un
nuevo pardmetro a, que representa la tasa de fertilidad efectiva de la poblacién
(ntimero de huevos viables por individuo y afio). La cantidad de larvas produ-
cidas resulta proporcional al tamaifio de la poblacién Ly = aP y, por tanto, la
ecuacion
_akp

1+bP’
cona=aay b = b, describe esa relacién.

Las ecuaciones (3.6) y (3.7) ofrecen una relaciones hiperbdlicas (ver figura
3.14). La influencia de los pardmetros es tal que la curva correspondiente crece
répidamente y después se estabiliza, de forma que la cantidad de alevines resulta
bastante independiente del stock de individuos fértiles. Obsérvese que si g > 0,
como resulta légico de su significado real, entonces

(3.7)

P
a <2

A=TP 5%

y que, por ello, el nimero de alevines no puede superar ese valor que no de-
pende del ntimero inicial de larvas producidas. La forma de la curva tiene un
importante efecto préactico pues mitiga parcialmente los efectos de una eventual
pesca masiva. La cantidad de alevines varfa poco con P, si esta cantidad es
suficientemente elevada. Sélo en casos muy severos de mortalidad, debida, por
ejemplo, a un problema de contaminacién, se llega a la zona con inclinacién
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POBLACION ADULTA

Incorporacién al CArdumen// Tasa de fertilidad
RECLUTAS @ HUEVOS

Fertilidad efectiva
Depredacién constnnte

ALEVINES

Beverton-Holt

LARVAS

N

Figura 3.15: Etapas en el desarrollo de un pez, ciclo vital.

fuerte de la curva y, entonces, tendriamos serios problemas para recuperar la
poblacién.

Analicemos con algo més de generalidad la situacién planteada en la ecua-
cién (3.5). Sabemos que, para t € [0,T], la variacién de larvas es una funcién
decrec1ente y supongamos que, en un intervalo de tiempo t € [t1, 2], se cumple

< —qL?(t), con ¢ > 0 (podrfa ocurrir, por ejemplo, que en ese intervalo
(?— e tiempo los depredadores acudan a las zonas donde existan gran cantidad de
larvas). La desigualdad anterior implica, entonces, que

[
o L*  L(ti) L(t2) ~ ==

Por tanto,
1 1 1+ gAtL(t;)
> + At = ————
Lt) = L&) L(t2)
o lo que es lo mismo,
L(t1)
Lt2) < 1 aAtL(t)

Asi, podemos deducir que la limitacién en el nimero de alevines es inver-
samente proporcional tanto a la fuerza del periodo critico durante el cual se
produce una mortandad correspondiente al término de depredacién como al
término ¢, que representa de algiin modo la voracidad de los peces depredado-
res. El producto ¢At puede variar fuertemente de un afno a otro dependiendo
de las circunstancias ambientales.

3.9.1 De alevines a reclutas

Los peces van pasando de forma gradual del estado larvario al recluta, segin la
estructura marcada en el gréafico 3.15.



118 Capitulo 3. Explotacién de recursos renovables

;Cudles son las leyes que regulan el paso entre las diferentes etapas?. Co-
rrespondiendo a la figura 3.15 y leyéndola recorriendo el ciclo en el sentido
de las agujas del reloj, describimos ahora el paso entre las diferentes fases de
crecimiento en la vida de un pez.

1. El ntimero de huevos, Hu, es una funcién proporcional al tamano de la
poblacién. La tasa de fertilidad « nos permite expresar Hu = aP, siendo
P el tamaiio de la poblacién adulta de la especie en la zona objeto de
estudio.

2. La cantidad de larvas, por tanto, también se puede describir como una
porcién de la poblacién original. Ahora el factor de proporcionalidad
recibe el nombre de tasa de fertilidad efectiva y tiene en cuenta la gran
cantidad de huevos que son devorados antes de su eclosién.

3. Tras este periodo de tiempo, de longitud T, esta universalmente aceptado
que la relacién entre el nimero de larvas y la poblacién de alevines se
ajusta al modelo de Beverton-Holt, que ya conocemos y hemos analizado
en la seccién anterior.

4. Hasta que los peces se convierten en reclutas (transcurrido un tiempo 7"
desde que salieron del huevo), y pueden seguir al banco de peces—los
alevines no lo hacian—el término de depredacién entre ellos es casi nulo.
Podemos considerar entonces que la mortalidad que se genera proviene,
tan sélo, de factores ajenos a los individuos®. Esta situacién es facil de
representar con el problema de valores iniciales siguiente:

dz _

at = ¥
z(0) = A
z(T'-T) = R

siendo A el tamaifio de la poblacién de alevines y R la cantidad final de
éstos que se convierten en reclutas.

5. La tltima etapa consiste ya en la incorporacién de los reclutas a la pobla-
cién adulta, pues ya son capaces de seguir al banco de peces.

La solucién a esa ecuacién diferencial viene dada por la expresién

z(t)=-pt+ A

4Pensemos, por ejemplo, en una situacién parecida a la que le ocurre a peces como el
salmén: suben los rios para desovar, alli se crian las larvas para volver al mar cuando ya
son peces jévenes capaces de soportar el esfuerzo. La mortalidad de estos peces cuando
bajan las corrientes puede ser elevada, pero la tasa que corresponde a la depredacién puede
ser considerada constante (esto es, los depredadores no acuden a buscarlos sino que se los
“encuentran”).
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R R=P
Ry
Ry
Rs3
] z3 :'z:f Jd

Figura 3.16: Posiciones relativas entre la curva de reclutas en funcién de la
poblacién y la recta de ésta. Los puntos de corte indican los valores maximos y
minimos viables para el desarrollo de la poblacién.

Aplicando las condiciones iniciales a esa familia de soluciones y restando las
expresiones resultantes obtenemos

R=A-p(T -T)
=8

Luego, si suponemos para la etapa anterior una situacién en la que es valido con-
siderar un modelo de Beverton-Holt, la curva de reclutamiento aparece descrita
mediante la ecuacién

aL aP

=1+bL—c o bien R =

R = _
1+0bP

c (3.8)

Gréficamente si estudiamos ahora la posicién relativa entre la curva R, dada
por 3.8 y la recta R = P (figura 3.16%), observamos que pueden existir uno,
dos o ningin punto de corte segin los valores de la constante c. Estos valores
representan las cantidades minimas y méximas de soporte de la poblacién ya
que indican las cantidades de reclutas que irian renovando la poblacién adulta
generando luego los correspondientes modelos de tipo compensatorio o despen-
satorio.

3.10 Modelo de Brock-Riffenburgh

Algunas especies de peces, especialmente la familia clupeidae (anchoas, sardinas
y arenques) son caracteristicos por moverse y vivir formando inmensos bancos

5La clave de colores, en este caso, representa tan solo cuéles son los puntos que van aso-
ciados al corte de la recta R = P con las curvas R1, R2 y R3.
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o cardimenes®. Los biélogos suponen que las ventajas de este comportamiento
son fundamentalmente la facilidad en la bisqueda de comida, el entrenamiento
de los alevines, solucién al problema del emparejamiento, técnicas de navega-
cidn més sencillas, etc. El modelo que vamos a seguir no recoge, en un primer
momento, ninguna de estas razones pero si se deduce de él la proteccion frente la
depredacidn que, de hecho, estas especies obtienen de su comportamiento. Ve-
remos, pues, que se deduce una disminucién progresiva en la tasa de mortalidad
a medida que el banco de peces aumenta de tamafio (aunque quiza resulte un
poco contrario a la intuicién). Un estudio muy interesante de esta situacién fue
llevado a cabo en 1963 por Brock y Riffenburgh, [9], basadndose en las siguientes
consideraciones:

1. Un depredador tiene un rango de deteccién finito (aproximadamente unos
60 metros, dependiendo de factores como la calidad del agua, por ejemplo).

2. Un depredador tiene apetito finito; una vez saciado, no contintia comiendo.
3. El ntimero de depredadores es fijo.

4. La especie objeto de estudio no es el unico alimento de los depredadores.
Si consideramos este caso obtendriamos un modelo bidimensional, que
estudiaremos més adelante. De este modo la hipétesis enunciada en tercer
lugar es més realista ya que no depende tanto de las reacciones habituales
entre el depredador y la presa.

Esta es la situacién a modelizar. Supongamos, para comenzar, que el banco
de peces adopta forma esférica. Sea z el nimero de individuos en la formacién,
y ¢ el radio medio de una esfera ocupada por un pez, entendiendo asi que el
volumen del banco de peces se puede expresar como

Vi= é7rc3:1:,

3

o lo que es lo mismo,
4
V= gw(cx%)s,

esto es, el volumen que ocupa el cardumen lo asociamos a una esfera de radio
cz3.

Llamemos r al rango de deteccién visual del depredador”. Un depredador
detecta pues al cardumen si se encuentra en la esfera de radio cz'/® 4+ r. Lla-
maremos a esta esfera, esfera visual®.

4
Volumen de la esfera visual = §1r(car:3}Y +1)3

SEn inglés, school.

7r viene a ser del orden de 60 metros en agua de mar clara y, ademds, es esencialmente
independiente del tamarfio del objetivo visual.

8Esto es, la regién en la que el depredador puede detectar la presencia del banco de peces.
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c=Radio medio del pe

r=rango deteccién depredador

z(t)=Numero de peces del banco en el instante ¢

Figura 3.17: Banco de peces o cardumen y esfera de deteccion visual.

La ley que describe la variacién de la poblacién z(t), se enuncia conside-
rando que la tasa de depredacién es proporcional al volumen visual ocupado
por el cardumen. Suponemos, pues, que la tasa de mortandad de la especie es
proporcional al volumen visual del cardumen.

dz 4 1

— = —kV = —k=m(czs +71)%.

dt 3 ( )

Otra forma de escribir el modelo, para que las operaciones resulten mas sencillas,
seria

dz 1
e d(z) = —c1(caz’ +1)° = ~¢()
siendo ¢; = %r:’ yer =&

Estudiemos la tasa de mortalidad relativa que se deduce de la ecuacién an-

terior,
$(z) 1
‘)

~ ;(1 - Cgm%)s.

olz)=
Elegimos por ejemplo, c; = £ = 0.01° y ¢; de modo que o(z), pueda considerarse
igual a la unidad para un tamafio de poblacién estabilizado en torno al valor
z = 108. De esta forma, podemos observar qué es lo que va ocurriendo a medida

9En realidad, estos datos no tienen porqué tener sentido real ya que los utilizaremos sim-
plemente a titulo comparativo. En este caso estoy suponiendo que el radio medio ocupado
por el pez es una centésima parte del radio de deteccién del depredador.
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que aumenta el tamano del cardumen. Haciendo una pequeiia tabla

z 102 10 | 10* | 10° | 10% | 107 | 10®

¢() |6381.29 | 741.26 | 100 | 17.48 [ 4.45 | 1.74 | 1

z

Luego la tasa de mortalidad relativa disminuye ostensiblemente a medida
que aumenta la poblacién. O sea, el hecho de ir en formacién es una buena
técnica de supervivencia ya que evita que la depredacién sea mayor.

3.11 Ejercicios

1. Supongamos el modelo logistico sometido a explotacién con tasa de capturas
proporcional a la densidad de poblacién

dz T
-(E = Trr (1 =% }{—) — qE.’C,
z(0) = .

(a) Determina la solucién z(t) de forma explicita.

(b) Comprueba, a partir de la forma de la solucién,

Si gE < 1 = limyo0 2(t) = K (1 - 9£) .

P

Si gF > r=> limg0 2(t) = 0.

(c) En este modelo, jcome varia la tasa de capturas a medida que pasa el
tiempo?

2. Encuentra el tamafio de poblacién que maximiza la tasa de capturas (cons-
tante) de forma que sea sostenible con la no extincién de la especie para una
poblacién cuya crecimiento se ajusta a la ley de Gompertz

dr 1 K

7 =T og -

Asimismo esboza el comportamiento de la curva de esfuerzo-beneficio suponien-
do ahora, claro estd, que la captura es proporcional a la densidad de poblacién.
; Cuanto vale E*, valor critico de esfuerzo asociado a una catéstrofe?

3. Considera la ecuacién logistica modificada

dz x

— =rz® (I—E), a>0.

Dibuja las curvas de crecimiento absoluto de la especie en funcién del valor del
pardametro o, o 2 1y discute cémo resultarian las correspondientes curvas de
esfuerzo-beneficio.
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4. Analiza el modelo

donde 0 < Ko < K.

5. En algunos casos, la tasa de capturas con esfuerzo constante es mas realista
si se representa mediante la funcién h = qEz”, con 0 < B < 1. Estudia el efecto
de elegir esta expresién de la curvas de esfuerzo-beneficio.






Capitulo 4

Modelos depredador-presa

Hasta ahora hemos analizado la evolucién de poblaciones sujetas a diversos fac-
tores. Sin embargo, muchas veces, no se puede analizar de forma independiente
el crecimiento de una determinada especie ya que su variacién depende no s6lo
de factores “externos” sino de la evolucién de una segunda especie. En este
capitulo, y también en el préximo, consideraremos modelos que describen las
vidas de dos poblaciones que aparecen, indefectiblemente, ligadas.

Sea z(t) e y(t) el tamaifio, densidad de poblacion o concentraciéon de dos
especies de existencias interactuantes. En general, el sistema que describe esta
situacién corresponderd a uno del tipo

dz

élt = f(=,y) i)
vy _

i 9(z,y)

Consideraremos tan solo el caso de sistemas auténomos, esto es tales que las
funciones f y g (que describen el crecimiento de cada una de las especies) no
dependen de forma explicita del tiempo sino del tamario de cada poblacién en
un instante determinado de tiempo. Por esta causa, el origen de coordenadas,
que corresponde a la ausencia de individuos de ambas especies, es siempre un
punto de equilibrio para ese sistema. Ademas, dada la expresién de (4.1), si en
un determinado instante una de las especies desaparece, la funcién que define
su crecimiento absoluto se anula.

Como consecuencia de las afirmaciones que acabamos de realizar, es obvia
la necesidad de imponer como hipétesis general para las funciones f y g, que
definen la interaccién entre las especies, que satisfagan las condiciones

f(oiy) = 0 y€R+>
g(z,0) = 0, zeRF,

que ya engloban el hecho de que f(0,0) = g(0,0) = 0, esto es, las funciones
idénticamente nulas son soluciones estacionarias de la ecuacién (4.1).
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A partir de este momento comenzaremos a utilizar determinados conceptos
(trayectorias, plano de fases, diagramas de flujo, puntos de equilibrio, estabili-
dad, soluciones estacionarias...) con los que ya hemos trabajado pero siempre a
partir de su cardcter unidimensional. Resultara de vital importancia una buena
comprensién de la generalizacién de estas ideas para el caso bidimensional. De
este modo, antes de comenzar el andlisis de las diferentes situaciones, aconse-
jamos el repaso de las secciones 1.3, 1.8 y 1.9.1, en el caso de que se presenten
problemas de indole conceptual.

4.1 Un modelo clasico de Lotka-Volterra

A mediados de los afios 20, inmediatamente después de la Primera Guerra Mun-
dial, el bidlogo italiano Umberto D’Ancona, observo en el Mar Adriatico—en
una comunidad dominada por dos especies, una presa y otra depredadora—
una alta densidad de la especie depredadora! con relacién a la especie presa.
La situacién se consideré sorprendente pues resultaba légico pensar que, tras
la considerable disminucién de la pesca a causa de la movilizacién de los pes-
cadores, ambas poblaciones aumentarfan, al quedar eliminado un factor que
limitaba su crecimiento. La teorfa de D’Ancona sélo mostraba este hecho pero
no explicaba porqué una menor tasa de explotacién era mds beneficiosa para los
depredadores que para las presas.

Tras agotar todas las posibles causas de caracter biolégico de este fendmeno,
consulté al matematico italiano Vito Volterra?, que habia comenzado a estudiar
temas ecoldgicos y fue capaz de formular un modelo matematico para responder
a la pregunta formulada por D’Ancona.

El modelo lleva también el nombre del quimico inglés Lotka que, por en
19252, llegé a un modelo andlogo pero deducido a partir del estudio de cierta
reaccién quimica en la que aparecia un comportamiento periédico en las con-
centraciones de los reactivos y los reactantes.

Pero pasemos ya a describir cudles son las leyes que rigen esta situacién y
cémo se traducen en ecuaciones matematicas.

Supongamos pues dos especies (cuyas densidades de poblacién vienen deter-
minadas por z(t) e y(t), respectivamente) que conviven en un mismo medio. La
especie z(t) tiene una fuente de alimentacién por la que no compite y(t), pero
en cambio ésta tiene a z en su dieta. De esta forma, z(t) representard el nimero
de presas en el instante ¢, mientras que y(t) indica la cantidad de depredadores
en ese mismo momento. Consideremos las hipétesis mds simples que la légica
ofrece en una primera visualizacién del problema.

1De la clase Seldceos como los tiburones o Batoideos, rayas, etc.

2Matematico y fisico italiano nacido en D’Ancona el 3 de mayo de 1860. Ocupé diversas
catedras en las universidades de Pisa, Turin y Roma y realizé numerosos trabajos en el campo
de la teorfa funcional, calculo infinitesimal, fisica matematica, mecdnica racional y cuerpos
eldsticos. Sus tltimos trabajos se centraron en el estudio de la evolucién de especies que
interactian.

3Podemos consultar la referencia [35]
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e Las presas, en ausencia de cualquier depredacién (y=0), evolucionan de
forma natural siguiendo un modelo continuo unidimensional. Supongamos
pues el caso mas simple posible (modelo malthusiano) en que crecen con
tasa de crecimiento relativo constante e igual a a > 0.

z'(t) = az(t)

e El efecto de la depredacién se traduce en la reduccion de dicha tasa de
crecimiento per capita en una cantidad proporcional a la poblacién de
depredadores en cada instante.

z'(t) = az(t) — bz(t)y(t)

e En ausencia de presas (x=0), los depredadores mueren con tasa de mor-
tandad relativa constante ¢ > 0.

y'(t) = —cy(t)

e La contribucién de las presas a la tasa de crecimiento relativa de los de-
predadores es proporcional a la cantidad de presas en dicho momento.

y'(t) = —cy(t) +dz(t)y(?)

En base a las hipétesis anteriores el modelo de Lotka-Volterra? resultaria un
sistema de ecuaciones diferenciales auténomo del tipo

dx

— = ar -— bxy

g; (4.2)
w - W + dzy

donde los pardmetros a,b,c y d son constantes positivas. En este y otros contex-
tos, los sumandos donde aparece el producto z(t)y(t) pueden ser interpretados
desde el punto de vista del balance de energia como términos que representan
la conversién de la energia de una fuente a otra.

— bzy equivale a la energia que se resta a las presas para darsela a los
depredadores.

— Con el término dzy ocurre lo contrario, esto es representa la energia
que obtienen los depredadores de las presas.

Como se vera méas adelante, este modelo presenta serios inconvenientes, desde
el punto de vista de su aplicabilidad. Sin embargo, a pesar de ello, recoge algunas
caracteristicas y ciertos tipos de comportamiento que sirven de paradigma para
otros modelos mds realistas.

4Volterra recogié las hipétesis y conclusiones de este modelo en un trabajo que aparece
referenciado como [38] y que pasamos a continuacién a desarrollar en funcién del esquema de
anélisis que venimos planteando en toda la obra.
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Figura 4.1: Orbitas para un modelo Lotka-Volterra asociadas a la ausencia de
una de las especies. El primer cuadrante es una region invariante.

4.2 Andlisis de dicho modelo

4.2.1 Soluciones triviales

Prescindiendo, de momento, de las condiciones iniciales del problema (z(0),
y(0)) intentaremos estudiar el comportamiento cualitativo de las posibles solu-
ciones. Las més sencillas, que aparecen ademds de forma inmediata, las obtene-
mos fijando la evolucién de una de las especies y analizando el comportamiento
del sistema para la otra poblacién.

e Si suponemos que no estan presentes individuos de ninguna de las dos
especies involucradas en el modelo, z(t) = y(t) = 0, t € R, tendriamos,
pues, que la érbita de la solucién trivial se reduce a un sélo punto: el
origen.

e Si suponemos que la poblacién de presas se reduce a cero, z(t) = 0, el
sistema ligado al modelo se transforma en una ecuacién lineal y corres-
ponde a un modelo de crecimiento de tipo exponencial decreciente, con lo
que y(t) = y(0)e~, t € R, siendo y(0) una constante mayor que cero que
indica el tamaiio inicial de la poblacién de depredadores. Légicamente
de este resultado se deduce que, en ausencia de sustento, la poblacién
de depredadores tienden a desaparecer. La trayectoria solucién sobre el
plano de fases describirfa el segmento situado sobre el eje de ordenadas,
recorrida con origen en el punto y(0) y hacia abajo, tendiendo a llegar al
origen.

e Si, por el contrario, estudiamos como evolucionaria el modelo en ausencia
de depredadores, y(t) = 0, observamos que la evolucién de la poblacién
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e e e e e e — ————
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Figura 4.2: Comportamiento de las érbitas en torno al origen en el modelo de
Lotka-Volterra considerando a, b, ¢ y d iguales a la unidad.

de presas se ajustaria a un modelo malthusiano de crecimiento. O sea, en
una situacién del tipo depredador-presa, para y = 0, la poblacién de la
especie que es objeto de la depredacién tiende a aumentar. De este modo
las funciones, z(t) = z(0)e?, y(t) = 0, t € R, son la pareja de soluciones
del sistema diferencial planteado, siendo z(0) > 0 el tamaiio inicial de la
poblacién de presas. La trayectoria recorrida sobre el plano de fases es
una semirrecta localizada esta vez sobre el eje de abscisas, cuyo origen es
el punto z(0), y que se recorre en el sentido positivo de dicho eje.

Como vemos, la interpretacién de estas soluciones es muy sencilla. Las
4rbitas correspondientes son, respectivamente, el origen de coordenadas, el eje
Y y el eje X. Estas trayectorias delimitan el primer cuadrante del semiplano
R?H que es claramente el dominio donde tienen sentido los valores de = e y
interpretandolos como concentracién, densidad o ndmero de individuos de una
poblacién. Ya que se verifica el teorema de existencia y unicidad de solucién
en K%, por cada punto de esa regi6n tan sélo pasa una trayectoria con lo que
se tiene asegurado que las érbitas de dos soluciones diferentes no pueden tener
ningin punto en comin (el sistema (4.2) es de carécter auténomo) y, por tanto,
una vez dentro de esta regién ya no se puede escapar de ella. Se dice pues que
la regién R3. es invariante.
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4.2.2 Puntos de equilibrio

Analizamos ahora los puntos de equilibrio del sistema (4.2). Estos puntos son,
como sabemos, aquéllos en los que la variacién en la densidad de las poblaciones
es nula. Para calcularlos de un modo efectivo nos es suficiente considerar las
soluciones del sistema no lineal

za—by) = 0,
{ y(de —c) = 0. (4.3)
Por tanto, los tnicos puntos de equilibrio son el O =(0,0)yel P= (%, %) =
(z,9)-

El siguiente paso, de forma habitual es un estudio del caracter de estos
puntos, basdndonos para ello tanto en el anélisis de los signos de las derivadas
alrededor de ellos como en el estudio de los autovalores de las matrices de los
sistemas lineales asociados (aplicando el teorema 1.7.1). De esta forma, somos
capaces de determinar cémo se comportan las érbitas asociadas al modelo (4.2)
para poblaciones iniciales que no coinciden con ninguno de los valores de equi-
librio.

Centrémonos, para comenzar, en el origen de coordenadas. El sistema lineal
asociado tiene la expresién

!

= az : : a 0
, y la matriz asociada
y = -ay 0 —c

Ya que la matriz del sistema es diagonal, sus autovalores resultan a > 0y
—c < 0 y en consecuencia, segin la clasificacién realizada en el primer capitulo,
el origen es un nodo inestable (de hecho es un punto de silla).

Sin recurrir al signo y caracter de los autovalores, podemos también “razo-
nar” cudl es el recorrido de las érbitas alrededor de este punto y, a partir de
ahi, deducir su estabilidad o inestabilidad. Veamos, por tanto, el sentido de las
trayectorias del sistema linealizado alrededor del origen. De este modo, fijando
una situacién inicial que parte de valores para = e y suficientemente pequenos
(cercanos al origen) se observa que z' > 0 (esto es, la poblacién de presas tiende
a aumentar), mientras que y' < 0 (y, por tanto, la cantidad de depredadores
tiende a disminuir). Las trayectorias evolucionan, pues, hacia abajo y a la de-
recha como aparece recogido en la figura 4.2. De este modo, podemos deducir
la inestabilidad del origen: de hecho, podemos describir su condicién de punto
de silla ya que hay trayectorias que “entran” y trayectorias que salen de dicho
punto.

Implicitamente seguimos haciendo uso del teorema de estabilidad lineal, mas
sencillo que el de Hartman-Grobman, y que nos asegura que, salvo en el caso de
un centro, las trayectorias del sistema original se comportan cualitativamente
en torno al punto de equilibrio inicial de la misma forma que las trayectorias del
sistema linealizado lo hacen alrededor del origen de coordenadas. En nuestra
situacién, y para el origen de coordenadas, ambos puntos de equilibrio coinciden.
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Nada nos impide seguir utilizando este resultado para estudiar el cardcter
del otro punto de equilibrio P. Para empezar, es sencillo caer en la cuenta de
que al realizar el cambio de variables

u = r -
(4.4)
v = Yy -

IO

en el sistema (4.2) para situar el origen de coordenadas en el punto P, obtenemos
unas nuevas ecuaciones

L = —bSv - buw

gt d (4.5)
N R )

dt b

de forma que, ahora, el estado de equilibrio aparece asociado al valor (0,0).
Linealizamos el sistema anterior, siendo ahora la matriz de coeficientes

g ~b
L d
g 0

Los autovalores de esa matriz se obtienen como soluciones del polinomio de
segundo orden A2 + ac = 0, y resultan de forma evidente los valores complejos
A = +y/ac i. No estamos pues en las hipétesis adecuadas para deducir, a
partir del teorema 1.7.1 o del teorema de estabilidad lineal, el carédcter del
punto de equilibrio P—una vez deshecha la traslacién que indica el cambio de
variables (4.4).

; Qué hacemos entonces para deducir el comportamiento de las drbitas del
modelo para tamaifios iniciales no triviales?. Tenemos que recurrir a otro tipo
de analisis.

4.3 Soluciones no estacionarias del modelo de
Lotka-Volterra

Vamos a demostrar que las 6rbitas alrededor de P son lineas cerradas (asociada
a soluciones periddicas) que lo rodean, recorriéndose en sentido contrario a las
agujas del reloj.

Existen varios procedimientos que nos llevarian a deducir este resultado y
describir el comportamiento indicado. El que vamos a examinar se basa en
reducir el sistema de ecuaciones diferenciales (donde t es la variable indepen-
diente y = e y son las variables dependientes) a una tnica ecuacién en la que y
es una variable que tan solo depende de forma explicita de z. Las curvas y(z),
soluciones de esta ecuacién, vendrén asociadas a las érbitas del sistema y de su
representacién grafica deduciremos las condiciones que antes hemos enunciado.
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Figura 4.3: Superficie tridimensional, y curvas de nivel asociadas a ésta, definida
a partir de las soluciones del sistema de Lotka-Volterra considerando a, b, c y d
iguales a la unidad.

Si dividimos,pues, la segunda ecuacién del sistema (4.2) por la primera, para
eliminar la dependencia temporal, obtenemos la ecuacién diferencial

dy y(dz—c)
dz ~ z(a—by)
Esta ecuacién es de variables separables y puede integrarse de forma inme-
diata.
by —alogy = dz —clogz + C

Y, por tanto, tomando base exponencial en dicha expresién

a c
¥y & _.0_ C
eby edz

Esta familia uniparamétrica representaré, como ya hemos dicho, todas las érbitas
del sistema (4.2).

Puede probarse que estas curvas son lineas cerradas en el plano de fases para
cualquier valor de la constante C' de forma bastante intuitiva: son curvas de nivel
alrededor del punto P (donde se anulan las derivadas parciales de primer orden
y, en consecuencia, se sitiia un extremo relativo) para la superficie tridimensional
z = z¢y%e~ (425 tal y como aparece representado en la gréfica de la izquierda
de la figura 4.3. La de la derecha, por el contrario representa diferentes cortes
de esta superficie con valores de z constante. Esto es, las soluciones del sistema
diferencial asociado al modelo de Lotka-Volterra corresponden a las curvas en
las que z = 0.

En las figuras 4.4 y 4.5 podemos observar con detalle las curvas que dibujan
las soluciones ligadas a determinadas condiciones iniciales. En la primera de
ellas aparece algunas de las érbitas representadas en el correspondiente plano
de fases. En la segunda, se analizan dichas soluciones pero en funcién de su
dependencia temporal. No obstante, las 6rbitas de 4.4 son las asociadas a las
curvas de 4.5, siendo la mds interna la ligada a la de menor amplitud y asi
sucesivamente.
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Figura 4.4: Diagrama de fases asociado a un modelo cldsico de Lotka-Volterra
considerando a, b, ¢ y d iguales a la unidad.

4.4 Algunas conclusiones interesantes

Como ya hemos dicho, la amplitud y la frecuencia de las oscilaciones anteriores
dependen de las condiciones iniciales. Sin embargo, veamos cémo los valores
medios de las poblaciones, en cada periodo T, coinciden con las poblaciones que
ofrece el estado de equilibrio no nulo del sistema. En efecto, se tiene la expresion

xl

d
;—a(lnx)—a—by,

de cuya integracion resulta

T:I:' T
/ Zdt =lnz(T) — Inz(0) = aT — b/ y(t)dt.
o T 0

Teniendo ahora en cuenta que la solucién es periédica de periodo T' (depen-
diente de los datos iniciales), esto es, z(T') = z(0), entonces

i a _
T/o y(t)dt—z—y-

De forma totalmente anéloga puede probarse que el valor medio de la po-
blacién de presas coincide con la cantidad que ofrece el estado de equilibrio.

s R c

En consecuencia, aunque las poblaciones no se sitien en un estado de equi-
librio, los valores de # e § tienen importancia como valores medios de tamano
de poblacién.



134 Capitulo 4. Modelos depredador-presa

Doy
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Figura 4.5: Cardcter periédico de las trayectorias asociadas a la solucién de un
modelo de Lotka-Volterra para distintos tamarios iniciales de poblacién, consi-
derando a, b, ¢ y d iguales a la unidad.

4.4.1 Critica al modelo de Lotka-Volterra

Este modelo clasico de Lotka-Volterra constituye un esquema simple para des-
cribir la interaccién de dos poblaciones que siguen un comportamiento del tipo
depredador-presa, dando lugar a comportamientos de caracter oscilatorio en las
poblaciones.

En primera instancia, este fenémeno parece totalmente légico pues si la po-
blacién de presas crece, se fomenta el crecimiento de los depredadores, mientras
que con un mayor nimero de éstos tltimos la cantidad de presas disminuye.
Consecuentemente, si hay menos alimento para los depredadores, su poblacién
tiende a decrecer pero cuando ésta es lo suficientemente pequena las presas no
se ven tan mermadas en nimero debido al término de depredacién y, por tanto,
su poblacién tiende a aumentar. Y el ciclo comienza de nuevo. Estos compor-
tamientos ciclicos est4n ampliamente difundidos y reconocidos en muy diversas
situaciones del mundo real.

En realidad, este tipo de modelos es de escaso valor para representar po-
blaciones reales en sus aspectos cuantitativos, debido al cardcter exponencial

del crecimiento que afectaria a ambas especies a no ser por la interaccién de
sus existencias. Sin embargo, a pesar de esta dificultad suele utilizarse para

predecir posibles comportamientos y /o peligros para las especies, en un aspecto
puramente cualitativo.
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4.5 Aplicaciéon de la solucion

Después del analisis general de este modelo y una vez entendida la supuesta
contradiccién que se venia produciendo, Volterra propuso las siguientes conclu-
siones para explicar el fenémeno concreto que ocurria en el mar Adridtico.

Para empezar, veamos qué ocurre si sometemos un modelo clasico depredador-
presa, como éste, a algin tipo de la explotacién. Esta situacién, considerando
pesca de arrastre-proporcional al nimero de individuos presentes, reduce la ta-
sa de crecimiento tanto de las presas como los depredadores. De este modo, se
pasaria de un valor a a una tasa efectiva menor, a — k, siendo k la constante de
proporcionalidad asociada a la pesca de la especie presa. Asimismo, se produce
un aumento en la tasa de decrecimiento de los depredadores, es decir, se pasa
de ¢ a una constante mayor, ¢ + h, siendo h el factor de proporcionalidad co-
rrespondiente a la explotacién externa que sufre la poblacién de depredadores.
No obstante, al menos en lo que se refiere a la pesca, las tasas restantes, que
regulan la interaccién entre las dos especies, b y d, no varian.

(—((}% = (a—k)x — bzy
vy _ _ —
i (c+ h)y dzy

La poblacién media de presas para cualquier pareja de datos iniciales pa-
sa, segin lo visto en el apartado anterior, a tener un valor de 915—’3 mientras
que la cantidad media de depredadores resulta ahora de “—;'5 Resumiendo, y
paradéjicamente, con la pesca disminuye la presencia media de la especie de-
predadora, mientras que aumenta la de la poblacién media de presas. Cuando
disminuye o cesa la pesca el efecto es el contrario.

Este principio (conocido como principio de Volterra), obtenido a partir del
propio modelo, parece poner en tela de juicio la validez del mismo, ya que
resulta claramente contradictorio. De hecho, aunque el modelo es imperfecto,
esta consecuencia, que se deriva de él coincide con los datos manejados por
D’Ancona, y los explican en buena parte.

Dejando a un lado esta referencia al tema de la regulacién entre distintas
especies de peces sometidas a explotacion, debemos indicar que es posible aplicar
este principio relacionando, por ejemplo, la interaccién entre insectos (que harfan
el mismo péapel que los peces presas), pajaros (sus depredadores naturales, que
dependen de los primeros para sobrevivir) y los insecticidas (asociado a la pesca,
un efecto negativo sobre ambas especies). La comparacién es vélida ya que, de
hecho, la mayoria de los insecticidas son inespecificos, actian de la misma forma
sobre cualquier especie animal, y, por tanto, no s6lo deterioran la poblacién
de insectos que plagan las plantas, sino que también afectan a sus enemigos
naturales, los pdjaros.

Trasladando a esta situacién la conclusién a la que llegamos antes, se deduce
que, de la utilizacién de insecticidas para proteger un cultivo determinado, se
observa como, a medio plazo, aumenta el nimero de insectos que causan la plaga
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mientras que disminuye el de los pajaros. Esto es, provocamos exactamente el
efecto contrario al que buscabamos.

En [8] podemos encontrar la descripcién de otros fendmenos que se solucio-
nan a partir de razonamientos analogos a los que venimos realizando.

4.6 Un modelo depredador-presa méas general

A continuacién veamos cémo, en modelos algo més realistas que el recogido en
el sistema (4.2), la aparicién de ciclos limites, y en consecuencia de trayectorias
peri6dicas, es un fenémeno bastante comtn. Como hemos dicho, uno de los
aspectos que hacen que el modelo cldsico de Lotka-Volterra se adapte poco a
la realidad es que, en ausencia de depredacién, el nimero de presas creceria de
forma indefinida. Para tratar de estudiar modelos mds plausibles es necesario
considerar funciones f y g que barajen otras hipétesis.

Para empezar, la funcién f deben incluir términos que garanticen la existen-
cia de una capacidad de soporte méxima del medio. Esta circunstancia aparece,
como sabemos, en la ley de crecimiento logistica. Ademas ha de indicarse tam-
bién la depredacién sobre esa especie, indicando respuesta del depredador a la
variacion de las presas.

La ecuacién relativa a los depredadores también deberia ajustarse més a la
realidad que la ofrecida por el modelo (L-V) cldsico. De este modo, en lugar

de considerar la funcién lineal g(z,y) = —d + cz, es bastante mds 16gico tomar
funciones que presenten cierto grado de saturacién limitado por el nimero de
presas.

De este modo, un sistema generalizado debe ajustarse a una expresién del
tipo

= r(l—i)—yFl(z,y),

dt K
o o_ o - (4.6)
dt - y 2 iy )

donde las expresiones asociadas a las funciones Fy(z,y) y Fa(z,y) aparecen
recogidas en la figura 4.6°.

Para ilustrar un ejemplo y estudiar cémo se ven alteradas las soluciones con
respecto a las ya conocidas para el modelo clasico, consideremos

Az
Fi(z,y) = 7+ B’
h
Fy(z,y) = s(l—%’).

Veamos cuéles son las bases ecolégicas en las que fundamentamos esta eleccién.
Para empezar una exigencia inmediata que podemos hacer sobre el término

5En el capitulo “Plant-herbivore systems”, contenido en la referencia [31] se utilizan mode-
los generalizados del tipo depredador-presa para describir la interaccién de especies correspon-
dientes a diferentes cadenas tréficas. Es interesante observar como la clasificacién que realiza
utiliza e interpreta practicamente todas las funciones recogidas en la figura 4.6.
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Fi(z,y) =ax Lotka-Volterra no saturada

Fi(z,y)=A Tasa de ataque constante

Holling tipo II, para invertebrados

Funcién de Holling.

Holling tipo II, para invertebrados

Funcién de Ivlev.

Holling tipo II, para invertebrados

Funcién de Watt.

Fi(z,y) = ;’éi—% Holling tipo III, para vertebrados
ep?yl-t Holling tipo III, para vertebrados

Fiwy) = A0 -e"™)  Riién de Wait,

Fl(z:y) = xf-}.zB
Fi(z,y) = A(1 - ™)

Fi(z,y) = A(1-e'™)

Fy(z,y) = -b+ Pz Lotka-Volterra
Fy(z,y) = ~b+ BFi(z,y) F, y F, relacionados linealmente
F(z,y)=s (1 - %f) Logistico, soporte ligado al alimento

Figura 4.6: Funciones asociadas a un modelo de Lotka-Volterra generalizado.

de depredacién Fi(z) es que es independiente de la cantidad de depredadores
presente y, de forma andloga a como lo hacfamos en el modelo de Ludwig,

1. Si z = 0, el tamaifio de la poblacién de presas fuera cero, el valor asociado
a ese término de interaccién tendria que ser también cero, Fi(z,y) =
Fy (I) = (.

2. En esta expresion, tiene que estar presente de algin modo cierto grado
de saturacién, el apetito o la capacidad de depredacién es limitada aun
cuando haya abundancia de presas. Esta hipétesis no ha sido considerada
en absoluto en el modelo de Lotka-Volterra estudiado, ya que suponiamos
implicitamente que el apetito de los depredadores era ilimitado.

Naturalmente, existen infinidad de funciones Fy(z) con esas caracteristicas,
aunque las més utilizadas para describir este fenémeno son del tipo

Az Az?

Re)=38F Z+8

A(1 - e79%), (4.7)

cuya representacién gréfica aparece en la figura 4.7.
De este modo, la ecuacién referida a la variacién de presas quedaria descrita
por una expresién del tipo
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R R R

—————‘//; 7

z | z N

Figura 4.7: Curvas de interaccién entre depredadores y presa para una genera-
lizacién de un modelo de Lotka-Volterra.

utilizando la primera de las formas posibles para el término de interaccion.

En lo que se refiere a F>(z,y), una posibilidad serfa suponer que los depre-
dadores tienen una tasa de crecimiento absoluta ajustada a una ley logistica
pero en la que la capacidad de soporte maxima es dependiente de la cantidad
de alimento, esto es, aparecerian expresiones del tipo

mm=(hﬁﬂ, (43)

donde h y k son constantes positivas. La ecuacién del término que describe la
variacién de la poblacién de depredadores, con esta hipétesis, quedaria

hy
b —
y—sy<1 z)'

Asi pues, el modelo generalizado que abordaremos en detalle se describe con
una expresién del tipo

dz T ky

dt x(r(l—f)_az—l—D)’
dy hy

dt ys(l z)’

donde r, K, k, D, s y h son valores constantes, cada una de ellos con el signifi-
cado fisico ya sefnialado.

Il

(4.9)

4.7 Simplificacién del modelo: adimensionaliza-
cién de las ecuaciones

Con objeto de reducir el nimero de pardmetros que aparecen en (4.9) es conve-
niente realizar una adimensionalizacién de las ecuaciones. Para ello utilizaremos
el mismo tipo de argumentos que describimos en el modelo de Ludwig. Esto
es posible, por ejemplo, relacionando las variables con la constante K, que re-
presenta la capacidad de soporte méxima para las presas en la circunstancia de
que el medio esté libre de depredadores. De esta forma tenemos

(K] = [¢] = [B]
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y, también,

[y][A] = [yA] = [:1:'] = L.’L'_] — [A] _ _[Qi

Si observamos que

y que, por otro lado, se verifica de igual forma que

[h%]:“:»[h]:%

resulta natural definir las nuevas variables, ya sin dimensién, como

_hy

z
T =rt, u(r) = X’ v(T) = ¥

Haciendo el cambio en las ecuaciones del sistema (4.9), y haciendo operacio-
nes, podemos llegar a definir tres nuevas constantes, también adimensionaliza-
das:

k s D
o=gp b=p =R
El sistema en estas nuevas variables se escribiria como
du auv
— = ul-u)- = F
dT u( U) u+ d (u’ v) (4 10)
&8 bv (1 - E) = G(u,v) l
dr u N g

Con los cambios efectuados, se reduce de seis a tres el nimero de pardmetros.

4.8 Soluciones asociadas a un modelo generali-
zado

4.8.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

Los estados estacionarios se obtienen, como siempre, resolviendo el sistema de
ecuaciones

F(u,v)

G(u,v)

De la resolucién de este sistema se deduce que

Il

0
0
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Figura 4.8: Puntos de equilibrio y andlisis de los signos de las funciones f y g
para el modelo 4.10.

F=0 & _ (1-u)(u+d)
v a
v
G=0 & {
v u

Recogiendo todos los casos posibles se pueden distinguir cuatro situaciones
diferentes.

1. Siu =0y v =0, entonces Qo = (0,0) es el primer punto de equilibrio que
encontramos para el sistema (4.10).

2. Siu =0y v =u, volvemos a obtener el mismo punto.

3. Siv= (1;"%(3"—‘” y u = 0, entonces se obtienen como puntos de equilibrio
del sistema el Q; = (1,0) y el Q2 = (—d,0).
4. Si
v = (1—u)(u+td)
9 3 (4.11)
=
igualando ambas expresiones y resolviendo la ecuacién de segundo grado
que se plantea, se obtiene los puntos Py = (i1,%1) y P> = (@2, i2) con

(1-a-d)++/(1-a-d)?+4d
2

(1-a-d) —/(I-a-d?+4d
2
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Zona 7

Qo @1 u

Figura 4.9: Andlisis de la direccién y el sentido del flujo para cada una de las
zonas que aparecen delimitadas sobre la figura anterior.

Luego aparecen cuatro puntos estacionarios, de los que se sitdan uno Qo
sobre el origen de coordenadas; dos de ellos Q1 y Q2 sobre el eje v = 0; P, en el
primer cuadrante; y P, en el tercero. Descartamos a Q2 y a P» porque, aunque
resultan puntos de equilibrio en un sentido puramente matematico, no tienen
ningin significado en nuestra interpretacién del problema. A efectos préacticos,
el tinico punto de equilibrio del sistema (4.10) que se encuentra localizado en el
primer cuadrante y que, por tanto corresponde a situaciones de interés, resulta
ser P, = (@,%;) (a partir de ahora notaremos @ = ; y, por tanto, Pi =
(,@)). Mientras que Qo y Q1 no son sino situaciones limites que se producirian
cuando no hay depredadores y, en consecuencia, el tamafio de la poblacién de
presas evoluciona sin estar ligado a ninguna otra especie, segin un modelo de
crecimiento logistico.

. Qué estd ocurriendo desde un punto de vista geométrico?. Las correspon-
dientes intersecciones entre las curvas que aparecen en la figura 4.8 representan
los puntos de equilibrio antes descritos. Logicamente nos centraremos en el
primer cuadrante por ser éste nuestro campo de accion.

Pero, ;qué movimiento describe una particula situada inicialmente en una
posicién cualquiera del primer cuadrante?. Interesa para ello representar el
flujo de este sistema o, lo que es lo mismo, el campo de velocidades. Para
hacerlo de forma metédica, estudiamos primero el sentido del a lo largo de
las rectas y la parabola que determinan los puntos de equilibrio, para después
centrarnos en cada una de las regiones que son delimitadas por estas curvas. El
resultado aparece recogido en la figura 4.9, segin las circunstancias recogidas
en la tabla 4.10.

Luego parece que las trayectorias se mueven en torno al punto de equilibrio
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S1GNO DE F(u,v) | SIGNO DE G(u,v) u v
ZONA 1 F(u,v) <0 G(u,v) >0 decrece | crece
ZONA 2 F(u,v) <0 G(u,v) <0 decrece | decrece
ZONA 3 F(u,v) >0 (u,v) <0 crece | decrece

G

ZONA 4 F(u,v) >0 G
ZONA 5 F(u,v) =0 G
G

G

G

(u,v) >0 crece crece
(u,v) >0 0 crece
(u,v) <0 0 decrece
(

(

ZONA 6 F(u,v) =0
ZONA 7 F(u,v) >0
ZONA 8 F

u,v) =0 crece 0
u,v) = decrece 0

Figura 4.10: Casos posibles en la determinacién del sentido del flujo en el siste-
ma (4.10).

Py, aunque no tenemos determinado en absoluto de que forma lo hace (podria
ser espirales que se acercan o se alejan del punto o, simplemente, trayectorias
cerradas que giran a su alrededor). Nuestro objetivo en lo que sigue serd de-
terminar el tipo y la estabilidad tanto de éste como del resto de los puntos de
equilibrio a que nos referiamos anteriormente.

Estabilidad de Qo y @1

Imaginando particulas que, inicialmente, aparecen situadas en el eje u = 0,
basta observar el sistema (4.10) para darse cuenta de que estos puntos resultan
ser singularidades del sistema y, en consecuencia, las ecuaciones, simplemente,
no estén definidas para esos valores. A pesar de ello, el estudio que se realiza es
puramente formal y, por tanto, las entenderemos como caso limite. Asi, aunque
las flechas dibujadas en la figura 4.9, no tengan del todo sentido, podemos
deducir que las trayectorias siguen una linea recta que se dirige hacia el origen
de coordenadas. Por otro lado, observamos el sentido de las trayectorias de las
particulas inicialmente localizadas cerca del origen (ver figura 4.9), lo que nos
permite asegurar la inestabilidad del nodo Q2. Més ain, en un sentido grafico,
debido a que se distinguen tanto drbitas que entran en el punto como otras que
salen de él, podemos reconocer Qo como un punto de silla.

Si nos centramos ahora en estudiar la evolucién de particulas que inician
su movimiento desde puntos localizados sobre el eje v = 0 es facil deducir la
inestabilidad del punto Q; (se tratarfa nuevamente de un punto de silla) ya que
aunque sobre dicha recta parece que todas las érbitas “entran” en el punto, nos
basta situarnos en un punto de partida bajo la pardbola y por debajo de la
bisectriz del primer cuadrante (ver figura 4.9) para encontrar trayectorias que
se alejan de él.
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Estabilidad de P,

Para terminar, sélo nos queda determinar el comportamiento de las trayectorias
alrededor de P,. Por métodos grificos no podemos precisar més de lo que ya
lo hemos hecho: esto es, que las érbitas “giran”, en algiin sentido, en torno a
dicho punto. Recurrimos entonces a procedimientos de tipo analitico.

El estudio lineal de la estabilidad se efectiia a través de los autovalores de
la matriz jacobiana del sistema, evaluada en P;. Tenemos que exigir que los
autovalores que aparezcan tengan parte real no nula para estar en las hipétesis
del teorema 1.7.1 y, equiparar de forma cualitativa el comportamiento de las tra-
yectorias en torno al origen en el caso lineal con el comportamiento en el caso no
lineal. Si ademés la parte real de los autovalores es negativa podemos asegurar
la estabilidad de dicho punto de equilibrio. En cualquier caso, las érbitas serian
espirales que se acercan a P, (estables) o se alejan de él (inestables).

Una condicién algebraica que resume esta condicién, dada una matriz A
cuadrada y de orden dos cualquiera, es exigir que Tr(A) < 0y det(4) > 0. En
el caso en que tratamos, consideramos como matriz del sistema linealizado la
jacobiana del sistema (4.10).

J<ﬁ’ﬂ)=<‘:5§(ﬁ’ﬁ) @ ) _ (o(ate-1) @
%(ﬁ,ﬁ) W(ﬁ,ﬁ) b b

E imponiendo que ha de satisfacerse la condicién anterior deducimos las
desigualdades
au
| ——5—1)<b
((ﬂ +d)? )

au?
14 (17, n d)2 >0;

Esta segunda desigualdad, dado que los pardametros a y d son siempre po-
sitivos, se cumple siempre. Reducimos entonces el andlisis de la estabilidad o
inestabilidad del punto P; a la verificacién de la primera desigualdad. No olvi-
demos la dependencia de @ de a, by d. De este modo, la desigualdad en cuestion
puede ser escrita en la forma h(a,d) — b < 0, siendo

h(a, d) :a(zﬂ—%—l).

Esta expresién no es sino el interior del recinto limitado por la superficie de
ecuacién h(a,d) = b y los planos coordenados, en el espacio de pardmetros adb.

Para la representacién gréfica de esta superficie, utilizamos la expresién (4.11),
y escribimos la funcién de la forma

h(a,d) = ———-4=
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Inestable

b=1/a =

1/2 d=

Figura 4.11: Dominio de los pardmetros que determina la inestabilidad del punto
de equilibrio P;.

- Eha-a-@+a)=
= 1;ﬁ(1—2ﬁ—d)

o bien, gracias a la expresién analitica del valor de equilibrio 4, la funcién que
limita la superficie en el plano de los pardmetros viene dada por

h(a,d)=(a—\/(T_a_d)2+4d)(1+a+d—\/(2];1—a_d)2+4d).

En la figura 4.11 se ofrece la representacién gréfica de esta superficie tridi-
mensional. Légicamente, nos centraremos sélo en valores de los parametros a,
by d positivos. Para dibujarla, iremos considerando los cortes con cada uno de
los planos d = 0 y b = 0 (teniendo en cuenta que los argumentos de las raices
cuadradas sélo pueden ser nimeros positivos). En consecuencia, la curva de
interseccién con el plano d = 0 resulta

2a—1 si0<a<l1
blao=1 1 g1<a
. <

y denotando d = d(a) la de corte con b = 0 resultaria

a=v(1-a—-dp)?+4d = dm(a) = dlp=o = Va® +4a — (1 +a).

Se trata pues de una funcién mondtona creciente y acotada, que se aproxima de
forma asintética a la recta d = 1.

Para las intersecciones con cada uno de los planos a = cte, conseguimos
los cortes marcados en la figura 4.11. Asi, los puntos situados en el interior
de cada una de estas curvas generan puntos de equilibrio de caricter inestable.
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Figura 4.12: Buscamos una regién invariante que me permita asegurar la exis-
tencia de un ciclo limite.

Por tanto, si estamos por encima de la superficie h(a,d), podemos asegurar
la estabilidad del punto de equilibrio P;. En consecuencia, las lineas de flujo
definen una espiral, o foco, estable en torno al punto estacionario, produciéndose
el fendmeno inverso en otro caso.

Si, en una situacién de estabilidad, someto el sistema depredador-presa a
pesca (de arrastre, que merma tanto la poblacién de presas como la de depre-
dadores), pasamos a suponer valores tanto de u como v bastante mas pequenos.
Por otra parte, como las trayectorias son espirales estables tendemos a volver a
la situacién anterior, a no ser que atravesemos alguna de las lineas limite y, por
tanto, cambia el carécter cualitativo de la solucién.

4.8.2 Comportamiento asintético del sistema en caso de
inestabilidad

;. Qué ocurre, por el contrario, si P, es inestable? ;Hacia dénde evolucionan las
trayectorias? Sabemos, gracias al teorema 1.9.7, que en un sistema de ecuaciones
diferenciales las 6rbitas han de

e acercarse hacia un punto fijo,
e evolucionar hacia un ciclo limite estable, o bien

e escaparse hacia el infinito.

Esta tltima situacién no es valida en nuestro caso, puesto que un rectangulo
cualquiera de lados paralelos a los ejes (como el que aparece representado en
la figura 4.12) es una regioén invariante en el sentido que definimos antes y, por
tanto, las érbitas que tienen como punto de partida algin valor de este recinto
permanecen han de permanecer siempre en su interior.
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S ae

B

.
o

Figura 4.13: Recinto definitivo que permite deducir la existencia de una solu-
cién periédica (ciclo limite) para valores de los parametros que determinen la
inestabilidad de P;.

Por otro lado, como no hay en ese cuadrante (excluidos los ejes de coor-
denadas) més punto fijo que el P;, trataremos de demostrar la existencia de
ciclos limites estables. El teorema 1.9.7 nos reduce la prueba a investigar si
existe algiin recinto del plano uv tal que todas las trayectorias que pasan por
los puntos de esa regién apuntan hacia su interior.

Como regla genérica para este tipo de sistemas es conveniente trazar las
lineas de campo sobre las curvas que hacen que %% =0y %% =0, o lo que es
lo mismo, mirando la ecuacién (4.10), F(u,v) = 0y G(u,v) = 0. Si el sistema
no es muy complejo suele resultar relativamente facil construir una poligonal
cerrada con las caracteristicas deseadas.

Comenzamos tomando como base el rectangulo dibujado anteriormente en la
figura 4.12. Con él demostramos que las trayectorias no pueden escaparse hacia
el infinito pero no nos sirve para demostrar la existencia de un ciclo estable,
pues aunque el origen sea un nodo inestable hay drbitas que entran en el punto
y, por tanto, no podriamos eliminar este punto como atractor de las soluciones.
Para evitar esta posibilidad, la primera idea a la que recurrimos es marcar un
rectdngulo dentro del anterior que no contenga a los ejes. A pesar de ello, hay
aun un fragmento de su frontera donde las lineas de campo no apuntan al interior
del recinto. Esto no ocurre, sin embargo, con el area limitada por la poligonal
ABCDEA marcada en la figura 4.13, y construida modificando el rectangulo
anterior, eligiendo sobre el lado superior un punto E de modo que el flujo en él
se dirija hacia el punto A, que resulta del corte de la pardbola F(u,v) =0y el
segmento que limita el flanco izquierdo del recinto. De este modo, teniendo en
cuenta las direcciones del flujo, que éste varia de forma continua y G(u,v) es
una funcién decreciente en la variable u.

Dentro de una regién de este tipo podemos ya asegurar la evolucién de las
orbitas del sistema hacia un ciclo periédico estable. Asi, cualquier rama que



4.8. Soluciones asociadas a un modelo generalizado 147

. 3
& =2z(1—2) ~ gzr000

Y i;:%y(l—‘:‘)

T

/ /_\ (0.1,0.1)

Figura 4.14: Comportamiento de las érbitas en torno al ciclo limite en un modelo
de Lotka-Volterra generalizado.

nazca dentro de la zona limitada por esta curva tiende a acercarse, como una
espiral, hacia el ciclo limite (enrrolléndose desde dentro); mientras que, si el
inicio de la érbita se encuentra fuera de esta zona, evoluciona de un modo
similar hacia el ciclo estable (aunque, esta vez, desde fuera). Las diferentes
érbitas se pueden estudiar sobre la figura 4.14.

Se trata, pues, de modelos de caracter oscilatorio ya que los tamarios de las
poblaciones de depredadores y presas van alterndndose como en el caso cldsico de
Lotka-Volterra. No obstante, a diferencia de éste, se trata de una situacién muy
estable ya que, independientemente de las densidades iniciales de las especies
depredadora y presa, el comportamiento asintético de las érbitas tiende hacia
un determinado ciclo limite de caracter estable.

Se trata de un modelo mucho més ajustado a fenémenos de tipo real. De
hecho, este tipo de ciclos aparecen en multitud de fenémenos de interaccion
entre dos especies en la naturaleza. Por ejemplo, Tanner (1975) utiliz6 ecuacio-
nes del tipo Lotka-Volterra generalizadas para describir el comportamiento de
herbivoros y depredadores, nutrias y visones en Norteamérica, liebres de nieve
y linces al norte de Canada. ..
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Inestable a > 1 Inestable
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Figura 4.15: Regiones de inestabilidad para el punto P, del modelo (4.10) para
valores del parametro a superiores e inferiores a la unidad.

4.9 Propiedades de bifurcacién de este modelo

Este modelo, al igual que la mayoria de los sistemas que poseen un ciclo limite
exhibe propiedades de bifurcacién al variar los pardmetros. En efecto, si fi-
jamos un valor de a tal que a > %, la regién de inestabilidad viene marcada
aproximadamente, en funcién de los pardmetros b y d, por la figura 4.15.

Imaginemos pues unos valores iniciales para los que obtenemos la estabilidad
en el sistema. A continuacién, los hacemos variar de forma que entremos en la
zona sombreada en 4.15, que se encontraria por debajo de la superficie. Los
puntos que constituyen la linea a partir de la cual los puntos de equilibrio
estables cambian de cardcter y, por tanto, aparecen ciclos limite como solucién,
reciben el nombre de puntos de bifurcacién. En concreto se trata de un fenémeno
de bifurcacion de Hopf, figura 4.16, como los que hemos descrito en los capitulos
anteriores.

Veamos ahora qué informacién produce el hecho de que una variable sin di-
mensién dé lugar a una bifurcacién sobre los correspondientes pardmetros con
dimensién. Sabemos que b = £, esto es, este valor es la razén entre la tasas de
crecimiento lineal en los depredadores y las presas. Si el estado estacionario es
estable, cuando la tasa de crecimiento de los depredadores decrece suficiente-
mente, sin que varie mucho la de las presas, existen grandes posibilidades de que
aparezcan comportamientos oscilatorios (es decir, de pasar a una situacién de
inestabilidad). Por otro lado si la situacién planteada es justo la contraria, esto
es, se produce el aumento de la tasa de crecimiento de las presas y el manteni-
miento de la de los depredadores, entonces b crece, reduciéndose la posibilidad
del comportamiento oscilatorio. De todos modos la situacién es mucho mads
compleja ya que si r decrece entonces a crece con lo que ese comportamiento es
mucho més probable.

Baste este ejemplo para darse cuenta de que el andlisis completo de las
bifurcaciones es bastante complicado ya que el espacio de parametros iniciales
(donde los resultados tienen un sentido fisico real) tiene dimensién seis, mientras
que el de pardmetros adimensionalizados es, tan solo, tridimensional.
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& =2(1-z)— 2% & =z(l-z)— 202
y =025y (1- %) y ¥ =025y (1-%)

nC 7

(20),y(0)) = (1,0.5) (2(0),%(0)) = (1,0.5)

Figura 4.16: Un fenémeno de bifurcacion de Hopf en un modelo de Lotka-
Volterra generalizado. La variacién tan solo de una centésima en uno de los
pardmetros provoca el cambio en la estabilidad del punto de equilibrio asociado.

4.10 Ejercicios

1. Considera las ecuaciones depredador-presa con correcciones logisticas

dz

r ol z(l -y - az)
dy

% = y(l-z—ay)

donde 0 < a < 1. Demuestra que, en el punto de equilibrio no trivial, el centro
que existe para a = 0 se transforma en un foco estable si 0 < a < 1. Realiza
un esquema del plano de fases.

2. Un modelo depredador-presa para describir la interaccién de herbivoros H y

plancton P es
e rP (K - P- L] )

Il

dat C+P
dH P
" = DH(c—:ﬁ-AH>

donde r, K, A, B, C y H son constantes positivas.
(a) Describe de forma breve las suposiciones ecoldgicas del modelo.

(b) Adimensionaliza el sistema de forma que pueda ser descrito de la forma

dp h >
9= B e B s
dr p( P75

o dh (-—p—— » ah>

dr 1+p
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(c) Dibuja las curvas de pendiente horizontal y vertical y observa los cambios
cualitativos que se producen con la variacién del pardmetro k. En con-
secuencia, demuestra que existe un estado de equilibrio positivo (po, ho)
para cada a > 0, k > 0.

(d) ;Qué tipo de estrategia seguirias para determinar la estabilidad de este
estado de equilibrio?.

(e) Utilizando el teorema de linealizacién 1.7.1 alrededor del punto fijo, de-
muestra que

(i) si k<1, (po,ho) es un punto fijo estable.

(ii) si k > 1 y a es suficientemente pequefo, (po,ho) es un punto fijo
estable o inestable.

(f) En consecuencia, demuestra que una condicién necesaria para la existencia
de una solucién periédica es que los parametros a y k permanezcan en el
recinto limitado por las curvas

A(k-1)

a=0 a—m.

Maés atn, demuestra que si a < 547, hay todo un abanico de valores de k
para los que son posibles las soluciones periédicas.

3. Un caso especial para un modelo depredador-presa (debida a Tanner, 1975)
tiene la forma

dH _ 1, ( H) 10HP
dt 5 11 2+3H’
dP P(B+ H)

T - P(l S >

donde H y P son las poblaciones de herviboros (presas) y depredadores, res-
pectivamente. Los valores 3 y <y son constantes positivas. Dibuja las lineas de
tangente horizontal y vertical y sugiere cémo podemos elegir estos pardmetros
para que el sistema tenga

(a) cero puntos de equilibrio.
(b) un tnico punto de equilibrio.
(c) dos puntos fijos no triviales.

;Qué podemos decir del punto fijo deducido en (b) con respecto a la posicién
relativa de las curvas H =0y P = 0?

4. La interaccién de dos poblaciones de densidades /V; y Ny se modela mediante
las ecuaciones

dN N
-Et—l = rnh (1 - I—é) = aN1N2(1 — e‘le)
dN,

W = —dN, +N26(1—6—bN1)
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donde a, b, d, e, 7 y K son constantes positivas.

(a) ;Qué tipo de interaccién existe entre Ny y N5?.;Qué implican, en sentido
ecolégico, cada uno de los términos anteriores.

(b) Adimensionaliza el sistema mediante el cambio

J—vi, v:ﬂz, T =irt, a:g, 5=é, B =0bK.
K r r r

u =
(c) Determina los puntos de equilibrio no negativos y senala cualquier restric-
cién para los pardmetros.

(d) Analiza la estabilidad lineal de dichos valores de equilibrio.

(¢) Demuestra que existe un valor de N> (de equilibrio, se supone) distinto de
cerosi 8> . =In(1- —g).

(f) Describe brevemente el fenémeno de bifurcacién que se produce si a me-
dida que 8 aumenta con 0 < g— < 1.

5. Tomemos como base el problema sobre el método SIRM para el control de
plagas que introdujimos en el capitulo anterior.

(a) Supongamos ahora que los insectos estériles tienen la misma tasa de mor-
talidad que los fértiles. Escribe un sistema adecuado que describa esta
situacién para N (t) y n(t) y demuestra que no es posible eliminar la plaga
con una tnica liberacién de insectos estériles en la poblacién original.

(b) Si una fraccién «y de los insectos nacidos son estériles se puede sugerir el
siguiente modelo

dN ~aN

T = (N+n—b)N—k(N+n),
dn

a = ’)’N—-b’l’l

Determina una condicién suficiente sobre v para asegurar la erradicacién
de la plaga y discute brevemente el realismo de las conclusiones.

6. Consideremos los siguientes modelos de interaccién entre dos especies Hy

P
% = (a1 —C1 P)H
4P p Modelo de Lesley
—a; = (az — C2 _ﬁ) P
dH

E = ((11 = b1H - Clp)H

dP o B . Modelo de Gower
dt . 2T "H



152 Capitulo 4. Modelos depredador-presa

P representa la poblacién de parésitos que habitan en una poblacién anfitrio-
na determinada H. Ambos conjuntos de ecuaciones tienen en cuenta el probable
efecto de la tasa de crecimiento relativo de los parasitos en los tamaios relativos
de las poblaciones que interactian. Elige uno de esos conjuntos de ecuaciones
y responde a las siguientes preguntas:

(a) Determina el tipo de interaccién entre las especies H y P, entre anfitriones
y parésitos, analizando el comportamiento de una de ellas en ausencia de
la otra y la importancia de los términos de interaccién. ;Cémo influye
la presencia de la fraccién %? ;Cudl es la diferencia fundamental entre
ambos modelos?

(b) Determina los puntos de equilibrio.

(c) Realiza un diagrama de fases, determinando la estabilidad de los valores
de equilibrio si ello es posible.

(d) ;Es posible desarrollar algin procedimiento analitico para determinar la
estabilidad o inestabilidad de los puntos fijos que atin no hayan podido ser
clasificados en funcién del comportamiento de las érbitas a su alrededor?

7. Consideremos el siguiente modelo (ecuaciones de Holling-Tanner) de interac-
cién entre dos especies H y P:

dH wP

i (“"”H"m)’f = F(H,P)
dP P

'd—t = (T—C-E)P = G(H,P)

(a) Interpreta el sistema y determina el tipo de interaccion que existe entre
ambas especies. ;Sabes dar un sentido a la presencia de los pardmetros
que aparecen? ;Cudl es la diferencia fundamental con el modelo de Gower,
planteado en el ejercicio anterior?

(b) Determina los puntos de equilibrio a partir de la interseccién en el plano
de fases de las curvas F(H,P) =0y G(H,P) =0.

(c) Decide la estabilidad de dichos puntos, bien mediante un andlisis del flujo
del sistema, bien a partir de la linealizacién de éste alrededor de los valores
de equilibrio.

(d) ;Existen valores de los pardmetros para los que podemos deducir la exis-
tencia de un ciclo limite estable?

(e) ¢Se produce algiin fenémeno de bifurcacién?



Capitulo 5

Otros modelos de
interaccion de especies

En el capitulo anterior hemos analizado en detalle el comportamiento de un
ecosistema simple del tipo presa-depredador. Las relaciones en la Naturaleza
son mucho més complejas y variadas. Estudiaremos aqui, siempre de manera
sencilla, otras relaciones que pueden describir la interaccién de dos especies que
conviven en el mismo medio.

En un primer momento nos situaremos en explicar el fenémeno que ocurre
entre dos especies si el desarrollo de cada una de ellas depende de la otra,
ya que se produce entre ellas cualquier relacién de modo que el crecimiento
de una inhibe el crecimiento de la otra. Esta competicién puede representar,
por ejemplo, la lucha directa por conseguir el alimento de una misma fuente
comtn que no es interminable sino que, por el contrario, se encuentra limitada.
También se puede entender como una batalla por el dominio de los territorios
donde se encuentra dicho alimento.

Del modelo que presentaremos se deducird uno de los principios ya clasicos
de la ecologia: el de ezclusidn competitiva, 0 lo que es lo mismo, que dadas dos
especies que compiten por un mismo recurso, de caracter finito, siempre hay una
de ellas que tiende a extinguirse. El concepto de nicho ecoldgico resume todos
los factores que determinan cémo una especie vive en su habitat. El principio
de exclusién competitiva desde esta dptica afirma que dos especies no pueden
ocupar el mismo nicho.

Pero no siempre es cierto que el encuentro de dos especies animales sea, por
regla general, perjudicial para alguna de ellos. También hay numerosos ejem-
plos en la naturaleza en los que la interaccién produce ventajas y beneficios para
ambas especies. Este comportamiento se conoce como simbiosis 0 mutualismo y
juega, de hecho, un papel crucial en el desarrollo de muchas comunidades tropi-
cales e incluso en la existencia de muchas especies: las plantas y la dispersién de
sus semillas es un ejemplo. Se trata de una relacién que, dentro de la ecologia
tedrica, ha sido relativamente poco estudiada aunque su importancia es similar



154 Capitulo 5. Otros modelos de interaccién de especies

a la de los modelos depredador-presa o a los fenémenos de competicién de espe-
cies. La razén, en parte, se debe a que modelos del tipo Lotka-Volterra, como
los que usaremos, producen resultados un tanto “ingenuos” en lo que respecta
a este fenémeno.

Existen otras situaciones distintas que describen cémo las especies tienen su
vida ligada entre si. Fenémenos como el comensalismo, en el que la primera
especie se beneficia de la segunda mientras que a ésta no le afecta su presencia;
el amensalismo, en el que la interaccién sélo afecta de forma negativa a la se-
gunda (competicién a una sola banda)...Una buena referencia al nivel que nos
situamos para estudiar otros modelos, asociados a diversas situaciones de com-
portamiento entre especies, la encontramos en el libro editado por May, [31], que
recoge una coleccién de catorce articulos sobre distintas formas de interaccién
entre especies.

5.1 Ecuaciones de competicion entre distintas
especies

El principio de exclusién competitiva fue inicialmente enunciado por Darwin en
1859. Presentaremos en esta seccién la formulacién y el andlisis de las ecuaciones
que describen este fenémeno.

Notaremos como z;(t) y x2(t) a las dos poblaciones del modelo en cuestién.
En ausencia de cualquier tipo de interaccién entre ellas supondremos que se
desarrollan siguiendo un modelo de tipo logistico. Esta variacién en el tamafnio
de las especies se ve afectada en cada caso por un término negativo (llamado
término de competicion) que resulta proporcional al nimero de encuentros entre
los individuos de ambas especies. De esta forma, el modelo més simple de
competicién posible queda descrito con el sistema de ecuaciones diferenciales

dz s
_dtl = <1 = k-i) - hziz,
dz x
d—t2 = T2X2 (1 == -é) = hlexg.

Si hacemos h; = ﬂflﬂ y hy = 92,;‘212 la misma ecuacién resultaria

i S £ T .. |
dt = 141 kl 12":1 )
(5.1)
% = T l—z—2—a 'x_l
dt 2T2 P 21k2 .

Las constantes que aparecen en el sistema son todas positivas, r; y r2 son las
tasas lineales de crecimiento de cada una de las especies, k1 y ko representan,
como ya viene siendo habitual, las capacidades de soporte del medio para las

poblaciones respectivas en ausencia de interaccion. Los coeficientes ap9 J @]



5.1. Ecuaciones de competicién entre distintas especies 155

miden el efecto de competicién de zo sobre z1 y de z; sobre o, respectivamente.
Generalmente no son iguales *.

El punto de partida de este sistema es, por tanto, la ecuacién logistica. Esto
hace que las ecuaciones del tipo Lotka-Volterra adquieran un cardcter mucho
més realista, aunque el hecho de considerar términos de crecimiento de tipo
exponencial simplificarfa el estudio.

5.1.1 FEcuaciones adimensionalizadas

Para el estudio del sistema anterior, y para eliminar alguno de los parametros,
es conveniente estudiar una adimensionalizacién del sistema. Una de las formas
més cémodas para efectuar ese cdmbio es utilizar las correspondientes capaci-
dades de soporte méximas. Para ello hacemos,

I _.'L'z
k17 y'—k2a

variables que representan, de algin modo, el grado de ocupacién del medio por
los individuos de cada una de las especies. La nueva variable temporal serd

T =

T=r1t

Realizando este cambio de variables, (5.1) pasa a ser

R Ny
dr k1 y
dy 72 az ki
dr - le(l y kz m)

A partir de estas nuevas ecuaciones es f4cil deducir la presencia de tres nuevos
pardmetros (sin dimensién, como las variables anteriores)
T2

p bio=a k2 bo1 = as 3
= — 12 = @127~ 21 = G217 -
7‘1’ k1’ ka

El primero de ellos representa la razén entre las tasas de reproduccién de
cada una de las especies y los otros dos decriben, de algin modo, los pardmetros
que cuantifican los términos de competicién.

Con los cambios anteriores, el sistema transformado resultaria

g; = :1,‘(1 e blzy) = f(x,y)
& (5.2)
o = ml-y- baiz) = g(z,y)

y, de este modo, pasamos de un sistema dependiente de seis pardmetros a otro
que tan solo dependerd de tres.

17,05 coeficientes de competicién se suelen estimar en funcién del tamano del nicho que
es ocupado por la especie. Como se deducird del modelo, el solapamiento de los nichos no
conduce necesariamente a competicién a no ser que la fuente de alimento que se requiere sea
escasa.
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5.2 Soluciones estacionarias de un modelo de
competicion

Siguiendo los pasos habituales en un estudio de tipo dindmico de este modelo,
el préximo paso es encontrar los puntos de equilibrio del sistema.

Tt = 0
f(zo,%) =0 = l-z
V' T
(5.3)
y =0
9(zo,%0) =0 = - A=
Tz =
ba1

Todas las combinaciones de las ecuaciones anteriores nos permiten obtener
cuatro puntos. Al menos tres de ellos estdn localizados en el primer cuadrante
del plano de fases (F; = (0,0), F» = (1,0), y F53 = (0,1)). El punto de equilibrio

( 1 - b12 1 - b21 )

F. 4= )

1 —bizba1 1 — bi2bn

tiene sentido real sélo si el producto bijabe; # 1y si, ademds, Fy se encuentra en
el primer cuadrante; no olvidemos que representan valores de poblacién y, por
tanto, cantidades positivas. De hecho, necesitamos que b2 < 1y ba; < 1 pues,
en caso contrario, no consideraremos Fj como un punto de equilibrio vélido para
el sistema.

Si representamos en el plano de fases también los puntos por los que pasan
érbitas con tangente vertical u horizontal (esto es, los puntos para los que la
funcién f, o bien la funcién g, se anulan) obtendremos, aparte de los ejes z = 0
e y = 0, las rectas definidas en (5.3).

Existen diferentes posiciones relativas entre estas cuatro rectas que se recogen
en la figura 5.1. Los puntos de equilibrio aparecen, grificamente, como el corte
de estas lineas.

El préximo paso en nuestro estudio serd, légicamente, el andlisis de la es-
tabilidad de los puntos de equilibrio localizados. Para ello, podemos recurrir
tanto a métodos de tipo analitico como a otros de tipo gréafico. Como en este
caso tenemos expresiones explicitas para las funciones f(z,y) y g(z,y), la prime-
ra intencién serd recurrir a los procedimientos analiticos descritos en el primer
capitulo. En consecuencia, se tratard de estudiar los autovalores de la matriz
jacobiana en cada uno de los puntos en cuestién, ya que si constatamos que
dichos autovalores tienen parte real estrictamente negativa tenemos asegurada
la estabilidad del punto.

_ ( 1—2z0—b12%0 —b1270 > (5.4)

(20,%0) —pba1%0 p(1—2yo—b2120)
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(a) Sibi2<lyba1 <1 (b) Sibiza >1yba >1

(c) Sibia <1lyba >1 (d) Sibiz2 >1yba <1

Figura 5.1: Localizacién de los puntos de equilibrio en un sistema de competicién
de dos especies.
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PUNTOS DE EQUILIBRIO MATRIZ JACOBIANA ESTABILIDAD
-1 0
F; =(0,0) ( 0 ) Inestable
_ -1 —b1o Estable si by; > 1
F=(1,0) ( 0 p(1=bs) ) Tnestable 8 by < 1
. 1-b2 O Estable si bjo > 1
F3 - (0, 1) ( —[)b21 —p ) Inestable si b12 <1

Figura 5.2: Andlisis de la estabilidad en un modelo de competicicn.

En la figura 5.2 aparece recogida la expresién de los autovalores de la ma-
triz (5.4) aplicada sobre los puntos F1, F»> y F3. El andlisis de la estabilidad
correspondiente, que también se recoge en la tabla en cuestién, muestra que Fy
es inestable en cualquier caso mientras que para los puntos F»> y F3 tenemos
que distinguir casos en funcién de los valores de los pardmetros by y ba1. Esta
informacién aparece también recogida en la figura 5.4.

5.3 Estabilidad y principio de exclusién compe-
titiva
La expresién analitica que aparece en el cdlculo de los autovalores para el punto

de equilibrio Fy se puede escribir, légicamente, como solucién de una ecuacién
de segundo orden de cuya resolucién resulta

(ba1 —1)(14p) = /[(b12—1) + p(b21 —1)]* = 4p(1—b12b21) (b12—1)(b21 — 1)

My Ag= 2(1—ba1b12)

La dificultad de estudio del signo de la parte real de estos valores es obvia
ya que, al menos a primera vista, parece que hay que considerar multitud de
posibilidades en funcién de los pardmetros. La técnica se reducird, por tanto, a
un andlisis de la direccién de flujo en un recinto tal que, en su frontera, el campo
de velocidades apunta hacia dentro (o es tangente): esto nos permite asegurar
que todas las trayectorias estan acotadas en el tiempo.

Esta region es facil de construir ya que basta elegir una caja rectangular de
lados paralelos a los ejes coordenados del tipo [0, A] x [0, B],conA>1y B> 1.
Aqui podemos estar seguros de que las drbitas no se van a infinito y, en conse-
cuencia, la existencia de un tnico punto de equilibrio estable atraeria a todas
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Figura 5.3: Estudio de la direccién del flujo en el caso de competicién si bia y
by; son ambos menores que la unidad.

las soluciones. Ya conocemos el cardcter de estabilidad de Fy, F> y F3, en cada
caso. Sélo nos queda analizar el comportamiento de las érbitas en un entorno
de Fy, si existe. Es 16gico, como en lo anterior, considerar independientemente
cada una de las siguientes situaciones.

53.1 Casol:b<1lyby<l1

Si nos centramos en estos valores de los pardmetros ya sabemos que el resto
de los puntos estacionarios localizados, F1, F, y F3, son inestables. En busca
del recinto de que hablamos anteriormente estudiemos el signo de las funciones
f vy g. Este analisis aparece recogido en la figura 5.3 y de ¢l se puede deducir
la estabilidad del punto Fy: todas las trayectorias convergen, por tanto, hacia
dicho punto.

La interpretacién bioldgica de esta situacién indica como ambas especies
pueden coexistir. Aunque el andlisis lo hemos realizado a partir de un sistema
adimensionalizado, en términos de los parametros iniciales del problema, este
caso corresponderia a valores reales

ks

k1
1 — < 1.
a2 T < y a2 T

Si los coeficientes a2 y ag; no son demasiado grandes (competicidn no ezcesiva)
las especies se ajustan a un nivel de poblacién que resultaria quizéds algo menor
que el existente si no se produjese esta situacién de competicion.
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()
Curva separatriz
F3 / S
1
oy ]
F4 -
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2% e B N

Figura 5.4: Estudio de la direccién del flujo en el caso de competicién si b1z y
b1 son ambos mayores que la unidad.

53.2 Casoll:bp>1y boy > 1

Para valores de los pardmetros mayores que la unidad, amén de la inestabilidad
del punto F, tanto F> como F3 son estables. De un estudio de los signos de las
funciones f y g, andlogo al anterior, y que aparece recogido en la figura 5.4, se
puede deducir la inestabilidad de Fy. Las trayectorias pueden, en consecuencia,
tender a cualquiera de los dos estados estacionarios estables existentes.

;,Cémo determinar el 4mbito de atraccién de cada unos de ellos?. Si re-
currimos a la expresién analitica de los autovalores de la matriz jacobiana en
este punto para los valores de los pardmetros ya definidos, observamos que
mientras que uno de ellos es positivo el otro es negativo. El sistema asocia-
do da, pues, origen a un punto de silla (por aplicacién directa del teorema de
Hartman-Grobman, enunciado en el primer capitulo de este trabajo). Aparece,
por tanto, una linea o curva separatriz (ver figura 5.4) que pasa por Fy y que
divide localmente el primer cuadrante en dos regiones de atraccién de modo que
las trayectorias convergen hacia F> o F3 en funcién de si tienen su inicio en la
regién del plano, determinada por esta curva, que contiene el punto en cuestion.

En términos de las variables no adimensionalizadas, si, por ejemplo, las
capacidades de soporte del medio para cada una de las especies, k; y k2, son
parecidas los valores de los pardmetros de competicién aj2 y a1 no son en
absoluto pequeiios (de hecho, serdn préximos o incluso mayores de la unidad) y,
por tanto, existe de forma clara competicién entre las especies. Con el tiempo,
la situacién evoluciona hacia uno de los tres estados estacionarios posibles, entre
los que sélo los puntos (1,0) y (0,1) son estables (esto significa necesariamente
la aniquilacién de una de las dos especies—Principio de exclusién competitiva).

La tnica posibilidad que, en principio, permite la coexistencia de ambas
especies corresponde a valores iniciales de poblacién situados sobre la curva
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Figura 5.5: Aniquilacidn de la especie a(t).

separatriz, ya que las trayectorias que comienzan sobre esta linea tienden al
valor Fy, aunque la inestabilidad de este punto provoca que la més leve oscilacion
de las condiciones iniciales produce una “caida” del sistema en uno de los dos
campos de atraccién definidos anteriormente.

5.3.3 Casos III y IV: un tnico pardmetro mayor que la
unidad

Estos casos tienen una interpretacién sencilla y confirman el ya enunciado prin-
cipio de exclusién competitiva.

Si tenemos, pues, bjs < 1y ba; > 1, el tinico punto fijo estable es el (1,0).
Con respecto a los pardmetros reales, anteriores a la adimensionalizacién, como
tenemos as; > @12, para capacidades del medio por ejemplo similares para
ambas especies (k; ~ k2), la especie cuya poblaci6n viene descrita con la funcién
7, (t) dominaré sobre la especie definida por z2(t).

Caso anélogo al anterior resulta con valores bia > 1y by < 1 produciéndose
la situacién contraria: la especie zo domina y la competicién conduce a la
aniquilacién de la otra especie.

5.4 Conclusiones deducidas del modelo de com-
peticion

Como se puede observar, salvo en el primero de los casos en el que encontramos
un punto de equilibrio estable no situado sobre los ejes, la extincién de una
de las especies es un fenémeno seguro. En realidad, la situacién depende de los
parametros adimensionales de competicién by2 y b21. Por el contrario, el valor de
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Figura 5.6: Aniquilacién de la especie z(t).

p 1o juega ningtin tipo de papel en este sentido. Ahora bien, ya que by = a19 % y
bo1 = a0y 7‘%, las condiciones para la competicién exclusiva dependen fuertemente
de la interrelacién entre la capacidad competitiva y las capacidades de soporte
del medio (asi como de las condiciones iniciales en el segundo caso).

Por ejemplo, consideramos z; como una poblacién de peces de un tamano
inicial muy superior a otra que notaremos 3 aunque, en potencia, la capacidad
de soporte del medio para la segunda especie sea superior a la permitida para la
primera. Suponemos también que ambas especies son igualmente competitivas,
es decir, aja = ag;, e iguales a 1 sin pérdida de generalidad. Ya que k; <
ko tendriamos, para los valores adimensionalizados, que bjs < 1 < by;. En
consecuencia, sabemos que z;(t) — 0y z5(t) — ko, es decir, la especie que
inicialmente es mds abundante acaba por extinguirse debido a que el medio
tolera mejor a los individuos asociados a la poblacién ;.

Aun en el primero de los casos, donde se genera un punto de equilibrio esta-
ble, obtenemos un fenémeno de estabilidad no estructural (esto es, aparece un
sistema estructuralmente inestable) ya que si consideramos valores de bi2 y bai
préximos a la unidad, aunque siempre menores que este valor, un pequefio au-
mento en uno de los pardmetros implicaria la desparicién del punto de equilibrio
y, por tanto, la aniquilacién de una de las especies.

La situacién en la que bjo = beo; = 1 es especial y, aunque matemadticamente
correcta, poco probable que se produzca en la naturaleza. Lo habitual, serd la
exclusion de una u otra especie.
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5.5 Modelos de mutualismo o simbiosis

5.5.1 Descripcién de las ecuaciones que describen esta si-
tuacién

La simbiosis es un fenémeno de tipo biolégico que explica la asociacién de dos o
més especies de individuos ya que la existencia de una de ellas se ve favorecida,
en cualquier caso, por la presencia de la otra. El modelo més simple es, como
es habitual, el que postula que la tasa de crecimiento relativo de cada una
de las especies (en ausencia de la otra) es constante y que los términos que
representan el beneficio ocasionado por la interrelacién son proporcionales al
ntimero de encuentros entre individuos de ambas especies.

d.’l?l +

— = Tl a;r1T2
dt

dl‘z

—E‘,_ = T2y + @Q2T1T2

donde 1, T2, a; y ag son constantes positivas. Como estas tasas de crecimien-
to absoluto son en cualquier caso positivas, podriamos asegurar que tanto z
como T» aumentarian indefinidamente. El beneficio mutuo serfa, por tanto,
totalmente satisfactorio. Consecuencia, claro estd, un tanto bucdlica.

Un modelo més realista, aparte de mostrar un cierto beneficio mutuo para
las especies, debe permitir la presencia de algin tipo de régimen estacionario
estable, o un ciclo limite. El modelo que surge, de forma inmediata, resulta
de introducir capacidades de soporte méximas del medio para ambas especies
y suponer de este modo un crecimiento logistico para cada una de ellas, en
ausencia de la otra. Las ecuaciones correspondientes resultan

i ma (1~ a2
dt k1 kq
(5.5)
e = 7o i el +a =
5 2T2 T, Ty,

donde todas las constantes que aparecen siguen siendo positivas. Obsérvese la
analogia existente entre el sistema (5.5) y el del modelo de competicién (5.1).
La diferencia fundamental en que los términos que se refieren a la relacién entre
las especies aparecen siempre con signos positivos, como aporte al crecimiento.

5.5.2 Reduccién del niimero de pardmetros. Puntos de
equilibrio del sistema

Siguiendo el procedimiento habitual, después de examinar las unidades en la que
se expresan cada uno de los factores de las ecuaciones anteriores, podemos reali-
zar una adimensionalizacién del sistema. Asi, las nuevas variables del problema
vendréan definidas a partir de las anteriores por las expresiones

T T2

U1=E, Uz——E

yT=rmt
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uy = 1+ bious

biaba1 <1

Fl F2 th

Figura 5.7: Situacién de simbiosis que asegura a las dos especies su coexistencia
en torno a cantidades superiores a las que marca el medio para cada una de
ellas.

y los seis pardmetros que se utilizaban se ven reducidos a tres mediante las

asignaciones
T b k2 b k1
i == 12 = 127~ 21 = Q217
P r’ k1 ’ k2

El sistema (5.5) pasa, por tanto, a ser escrito como

du
-d—l = u1(1 —-u + b12’u,2)
T (5.6)

du
d—: puz(1 — ug + baruy)

Il

Los puntos de equilibrio para este sistema resultan Fy = (0,0), F> = (1,0),
F3 = (0,1) y eventualmente (caso de situarse en el primer cuadrante)

F _( 1+ b2 1+ by )
s 1 —biobar ' 1 —bigbar )

Légicamente la aparicién de este punto se determina como posible corte de las

rectas
vy = 1 + bious
u = 1 + boruq

En la figuras 5.7 y 5.8 aparece representada la direccién aproximada del flujo
en algunos puntos del plano de fases. Este andlisis se ha realizado mediante los
procedimientos de caracter grafico que ya son habituales en nuestro estudio.

Como conclusiénes de caracter general, se puede asegurar siempre la inesta-
bilidad de los puntos Fy, F> y F3. Més concretamente,
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%2 g<0 7>0
bi2ba1 > 1
F
y -
f>0
<0
F F, u1

Figura 5.8: Situacién de simbiosis que asegura que ambas especies crecen sin
limite a pesar de que, inicialmente, el medio sélo admitia una cantidad maxima
de individuos de cada una de ellas.

e el origen, (0,0), es un nodo estrella de cardcter inestable;

e los puntos (1,0) y (0,1) resultan ser puntos de silla.

5.6 Comportamiento asintético de las soluciones

Supongamonos ahora en el caso recogido en la figura 5.7. Como byaby; > 0,
el punto Fj se sitia en el primer cuadrante y aparece con ambas coordenadas
mayores que la unidad. Se trata, ademds, de un nodo estable, esto es, todas
las trayectorias tienden hacia él. Estos resultados corresponden a valores de
las variables originales (zo,y0) que verifican zg > ki e yo > k2, siendo kiy
ko las capacidades de soporte del medio para cada una de las especies. En
consecuencia, las poblaciones crecen y se tiende a alcanzar el equilibrio para
valores superiores a los que se tendrian si ambas las poblaciones estuviesen
aisladas. Dicho de otro modo, la vida de cada una de las especies se ve favorecida
por la presencia de la otra.

Si, por el contrario, biabs; < 1 entonces el punto Fy no estaria en el primer
cuadrante, de este modo no apareceria ningin atractor de las trayectorias y,
por tanto, las poblaciones crecerfan indefinidamente como aparece recogido en
el diagrama de flujo de la figura 5.8.

Obsérvese que la aparicién del equilibrio depende del signo de la expresién
1 — bygbay, esto es, si el grado de simbiosis entre las especies es suficientemente
fuerte las poblaciones crecerfan de forma indefinida, sin cota alguna. El beneficio
es tal que las especies aumentan sin limite.

En todo caso, se produciria ademés un problema de estabilidad estructural
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ya que para pequefios cambios en valores de los parametros se puede pasar de
generar un estado de equilibrio estable (si b12b21 < 1) a generar (si bj2ba1 < 1)
un crecimiento no limitado por ningin factor. Incluso si la variacién es pequena
y el producto biabsy continda siendo menor que la unidad, minimos cambios en
los valores de los pardmetros pueden provocar un considerable aumento en las
coordenadas del correspondiente punto de equilibrio.

Es f4cil razonar que estas situaciones no son del todo plausibles ya que no
es légico suponer un crecimiento ilimitado para las especies. Seria bastante
més razonable un modelo que aportara de algin modo cantidades finitas de
estabilizacién debidas a la interaccién. De todos modos, existen muchas de
estas asociaciones en la naturaleza que atin no han sido entendidas de forma
adecuada. Por ejemplo, la relacién existente entre los corales y las microalgas,
o entre las plantas y los insectos (como polinizadores de ellas).

5.7 Cinética de reacciones quimicas

Terminamos este capitulo describiendo de forma rapida ciertos modelos de in-
teraccién no ya entre diferentes poblaciones de seres vivos sino entre diferentes
sustancias que se combinan para formar otras distintas y que constituyen la
base de muchos procesos indispensables para la vida.

Las reacciones bioquimicas estdn continuamente produciéndose en cualquier
organismo vivo. La mayoria de ellas comprenden la accién de determinadas
proteinas, llamadas enzimas sobre ciertos compuestos, o sustratos. Por ejemplo,
la hemoglobina en la serie roja sanguinea es una enzima y el oxigeno, con el que
se combina, seria el sustrato. Las enzimas son muy importantes en la regulacion
de los procesos biolégicos, como activadores o inhibidores de una reaccion. Para
estudiar su comportamiento nos centramos en el estudio de la llamada cinética
de reacciones que se centra fundamentalmente en el andlisis de las cantidades
de cada uno de los reactivos, el tiempo en que se produce la reaccién y las
condiciones.que la influencian.

Estas situaciones también se pueden estudiar mediante un andlisis dindmico
de las ecuaciones que gobernarian el modelo en el que aparecen recogidas las
principales caracteristicas de la reaccién.

5.7.1 Un modelo basico

Unas de las reacciones enzimaticas méas simples fue propuesta por Michaelis
y Menten (1913). Estas reacciones constan, como ya hemos indicado, de una
enzima E actuando sobre un sustrato S con el que se combina para formar un
compuesto “complejo” SE que, a su vez, acaba transformandose en un nuevo
producto P y liberando de nuevo la enzima. Todo este proceso se representa de
forma esquemadtica con las reacciones

kl k2
S+E = SE, SE - P+ E.
k-1
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Aqui ki, k_; y ko son constantes propias de cada reaccién. La doble flecha
indica que la reaccién es reversible mientras que la flecha simple expresa que
s6lo acttia en el sentido sefialado.

La ley de accién de masas afirma que la velocidad de una reaccién es pro-
porcional al producto de las concentraciones de las sustancias que reaccionan.
Sean pues s, e, ¢ y p las concentraciones de los reactantes S, E, SE y P respec-
tivamente.

s=[S], e=[E), ¢=I[SE, p=I[P]

Dicha ley nos proporciona una ecuacién para cada una de las sustancias que
estdn involucradas en la reaccién.

( ds
e = —kies + k_ic
d_e = —kes + (k-1 +k2)c
g & (5.7)
-d—t' = kles - (k_l + kg)C
dp
L a = k2C

Para terminar la formulacién matemética de este problema, necesitamos
ofrecer condiciones iniciales apropiadas para cada una de las variables en cues-
tién. En este caso, resulta légico suponer conocidas las concentraciones iniciales
de enzima y sustrato y nula la del producto final.

s(0) = so, e(0) = eg, ¢(0) =0, p(0) =0

Naturalmente sélo tienen sentido considerar valores positivos para estas con-
centraciones iniciales. La dltima ecuacién esta desacoplada del resto de que for-
man el sistema (5.7), deduciéndose de forma inmediata que, conocida la concen-
tracién de SE en cualquier instante de tiempo, c(t), somos capaces de expresar
la de la sustancia producto p(t), a partir de

p(t) = k2/0 e(r)dr (5.8)

Por otro lado, dado que la enzima es un catalitico?, su concentracién total, esto
es, la cantidad de enzima libre unida a la que esta combinada, ha de mantenerse
constante. Esta observacién exige, por tanto, que sumando la segunda y la
tercera ecuacién

L+ =0 = elt)+elt) =e(0) +e0) = e

Por todo ello, el sistema (5.7) se reduce a un caso bidimensional y resultaria

2Una sustancia que provoca que se produzca una reaccién de “rotura” o degradacién mo-
lecular.
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Figura 5.9: Direccién de flujo para el sistema de ecuaciones diferenciales que
describe accién mds simple para una enzima que actia sobre un sustrato. La
curvas f(u,v) = 0 y g(u,v) = 0 reciben el nombre de curvas de Michaelis-
Menten.

3—3 = —kieps + (kis+k-1)c
£ (5.9)
-(:l? = kiegs — (k18 +k_1+ kz)c

con condiciones iniciales s(0) = so y ¢(0) = 0.
Este sistema puede ser adimensionalizado a través de los cambios en las
variables dependientes e independientes

T = kieot, u(r) = —80—, v(r) = %

y asi, los nuevos pardmetros en funcién de los anteriores

k_y k_1+ ko 80
= — = ——= = —
/\ klso’ k130 ’ . €o

y el sistema (5.9) se escribiria

du

i = —u+uv+ v

d (5.10)
dv

— = gu-—ceuv—ov

dr

con condiciones iniciales u(0) =1y v(0) = 0.
Claramente el origen es el tnico estado de equilibrio del sistema, lo cual
es légico pues, al final de la reaccién, las concentraciones del sustrato y del
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y = ()

Figura 5.10: Comportamiento cualitativo de las funciones que marcan las con-
centraciones de sustrato y de complejo enzima-sustrato en cualquier instante de
tiempo.

complejo sustrato-enzima son nulas. Ademas se trata de un punto de equilibrio
estable, con sélo observar que la matriz del sistema linealizado

~14+v u+A

e—ev —eu—96
particularizado en el (0,0), verifica la condicién algebraica que garantiza la
estabilidad: tiene traza negativa y determinante positivo. Tratamos, en cual-
quier caso, de analizar la evoluci6n temporal de las soluciones del sistema no
lineal (5.10). Aunque no es facil obtener una solucién cerrada, de caracter
analitico, es posible deducir el comportamiento cualitativo de u(t) y v(r). Para
ello, observamos previamente cémo es el flujo en las diferentes regiones limitadas
por las curvas f(u,v) = 0y g(u,v) = 0. En la figura 5.9 aparecen, de forma
aproximada, diversas ¢érbitas del sistema segtn la posicién de las variables en el
instante inicial.

A partir de esta figura, podemos deducir cudl seria el comportamiento de
cada una de las funciones componentes teniendo en cuenta que el origen de
nuestra situacién nos sitia en el (1,0). En este caso, f(u,v) toma siempre valores
negativos, con lo que du < 0y, por tanto, la funcién u decrece. Mientras, gﬂ >
0, para valores pequeﬁors de 7, hasta un instante 7p en el que la érbita atraviesa
la curva g(u,v) = 0, para luego mantenerse siempre negativa, g% Por tanto,
v(7) crece desde 7 = 0 hasta 7 = 7o, ¥ desde ese punto comienza a decrecer. El
comportamiento de estas funciones aparece recogido en la figura 5.10.

Para terminar el andlisis de soluciones del sistema (5.7), falta estudiar el
cardcter de las funciones e(t) y p(t). La interpretacién en lo que respecta a
la concentracién de enzima libre, en cualquier instante de tiempo, indica que
e(t) primero disminuye desde el valor eo y, a partir del instante de tiempo
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Umbral minimo de enzima

Figura 5.11: Comportamiento cualitativo de la concentracién de enzima en
cualquier instante de tiempo.

que corresponde al valor 7y de la variable adimensionalizada, vuelve a aumentar
hasta el valor eg, como se recoge en la figura 5.11. La gréfica refleja la hecho real
de que la enzima acaba siendo liberada cuando la reaccién deja de producirse, al
hacerse cero (porque se gasta) la concentracién de sustrato. El minimo de esta
funcién representa una valor umbral inferior para la concentracién de enzima.

La concentracién de producto en un instante de tiempo determinado se puede
calcular a partir de los resultados anteriores como una funcién siempre creciente,
que llega un momento en que se estabiliza. Esta conclusién es inmediata con
s6lo observar que p(t) viene determinada a partir de la expresién (5.8), esto es,
como medida del drea limitada por la funcién ¢(t) y la recta vertical que marca
el instante de tiempo deseado.

5.8 Autocatalisis: activacidén e inhibicion

El ejemplo anterior modela y resuelve un determinado sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal que describe la variacién de las concentraciones de reacti-
vos y productos para una reaccién bastante sencilla. Veamos ahora como todos
los fenémenos de interaccién que aparecian al observar el comportamiento de
especies que conviven en el mismo habitat pueden reproducirse en determinadas
reacciones quimicas.

Muchos procesos biolégicos o quimicos conllevan ciertos mecanismos de re-
troalimentacién®, esto es, se trata de situaciones en las que el producto de una
etapa de la secuencia de reacciones tiene efectos en etapas posteriores. El efecto,
normalmente, es de tipo no lineal y puede activar o inhibir este proceso.

Es facil pensar en circunstancias que involucren un mecanismo de este tipo:
la divisién celular serfa un buen ejemplo de ello. Ademads, estd muy bien do-

3Es lo que se conoce como feedback.
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cumentado, en experiencias realizadas sobre ciertas bacterias, el hecho de que
en una gran cantidad de cultivos celulares, algunas de las enzimas implicadas
aumentan periédicamente su actividad durante la division y esto provoca cam-
bios en la tasa de sintesis enzimdtica. Estas situaciones requieren algin tipo de
control de retro (o auto) alimentacién. Se han propuesto varios modelos que son
capaces de describir dicho control. Uno de ellos sugiere que ciertos metabolitos
reducen la produccién de enzimas que se necesitan para su propia fabricacién.
Para ello se inhibe la transcripcién de la molécula de ADN a ARN mensajero,
que es la “plantilla” que fabrica la enzima.

5.8.1 El modelo autocatalitico mas simple posible

Pretendemos aqui establecer diversas técnicas para estudiar los modelos relati-
vos a sistemas que experimentan algin tipo de mecanismo de feedback. Quizés
el modelo de autocatdlisis més simple sea el representado por la ecuacién

k1
A+ X = 2X,
k_1

donde una molécula de X se combina con otra de A para formar dos de X. Si,
por algtin procedimiento, conseguimos mantener la concentracién de A de forma
constante e igual a a, la ley de accién de masas aplicada a esta ecuacién nos
conduce a la expresién

'd—x' = klaz = k_1$2, (511)
dt

siendo z la concentracién de la sustancia X. Obsérvese que (5.11) es el equiva-
lente quimico a la ecuacién logistica. El origen es un punto de equilibrio inestable
y z(t) tiende cuando ¢ — oo hacia el valor de equilibrio estable z, = {‘{9)- Es-
ta reaccién autocatalitica exhibe un fuerte proceso de retroalimentacién con el
producto inhibiendo la velocidad de la reaccién ya que, claro estd, es necesaria
algiin tipo de reversibilidad de la reaccién, k_; # 0. En otro caso, k- =0, la
variacién relativa de la concentracién de X creceria indefinidamente.

5.8.2 Cadena de reacciones de tipo autocatalitico. Bifur-
caciones

Consideremos ahora, en lugar de (5.11), la cadena de reacciones

k1 ko
A+X = 2X, B+X-C (5.12)
k_1

donde X es usado para producir C a partir de B. La diferencia en este caso es
la existencia de un simple proceso de bifurcacién.
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Te
-,‘1—1 (k1a — kab)
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kia — k2b
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Figura 5.12: Diagrama de bifurcacién asociado a la ecuacion (5.13) segin la tasa
de produccién de X sea menor o mayor que la tasa de pérdida en una cadena
de reaccién de tipo autocatalitica como (5.12).

Si suponemos que las concentraciones de A y B, a y b respectivamente,
son mantenidas constantes entonces, aplicando la ley de accién de masas, las
reacciones (5.12) conducen a plantear la ecuacién diferencial

%:- = kjax — k_1x2 — kobz (5~13)
o bien,

dz

5 = (e —ksb)z — k_12?

Obsérvese que kja es la tasa de produccién de X y que kzb es la tasa de
pérdida de X.

e Si la diferencia kja — kob es mayor que cero, entonces el (0,0) es un punto
de equilibrio inestable mientras que, en ese caso, Te = hi—‘fﬁ es un valor
positivo que indica un punto hacia el que se aproximan de forma asintética

todas las trayectorias. De hecho, la solucién z(t) = z. es estable.

e Por el contrario, si (kya — k2b) < 0 el origen representa un punto estable
ya que la tasa de produccién es menor que la de pérdida.

La bifurcacién aparece, por tanto, cuando esa diferencia cambia de signo.
Esta situacién se refleja en la figura 5.12.

5.9 Osciladores quimicos biolégicos. Historia y
ecuaciones

Aunque todos los sistemas biolégicos son inmensamente complejos, son también
16gicos, ordenados y situados de modo que actie de forma lo mds eficiente
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posible. De forma concisa, tales sistemas almacenan informacién y medios de
generacién de los mecanismos de reproduccién celular, organizacién, control.....
Muchos de estos procesos son de tipo oscilatorio bien sea con periodos de horas,
minutos, segundos o, incluso, semanas.

Los 1atidos del corazén, la activacién neuronal como impulsos eléctricos segun
fue propuesta en los trabajos de Hodgkin y Huxley, la respiracién donde el
periodo de repeticién de la oscilacién es de aproximadamente un segundo, cierta
actividad neuronal en el cerebro, los procesos de glucolisis donde la glucosa se
divide para proporcionar energia al metabolismo celular y otros muchos, son
ejemplos de osciladores quimicos donde aparecen estados de equilibrio estables
en forma de ciclos limites.

Este tipo de estudios comenzé con los trabajos de Lotka (1910) que pro-
puso una ecuacién de carécter tedrico que presentaba un comportamiento de
tipo oscilatorio. Mas tarde, Bray (1921) encontrd un experimento concreto que
presentaba esta clase de comportamiento aunque su trabajo fue muy critica-
do puesto que se pensd, de forma equivocada, que violaba la segunda ley de
la termodinamica. Esto provocé una ralentizacién en el campo del estudio ma-
temético del caracter oscilatorio de muchos procesos quimicos y, asi, la siguiente
reaccién de este tipo no fue descubierta hasta la década de los cincuenta por
Belousov. Sus trabajos fueron continuados por Zhabotinskii (1964) y, desde
entonces, es un campo de estudio inmenso y reconocido.

Veamos ahora un ejemplo sencillo de estas situaciones. Bésicamente traba-
jaremos con las reacciones

k1 kz k3
A+X-2X, X+Y-2, Y-B

donde la concentracién de A se mantiene constante. Las dos primeras reacciones
son autocataliticas asi que, aplicando la ley de accién de masas, planteamos el
sistema de ecuaciones diferenciales

dz

a{ = klaa: - kzxy

d

—d_:l; = kezy -— k3y (5'14)
db

@ =

donde las variables z, y y b representan las concentraciones de X, Y y B,
respectivamente. Es inmediato eliminar la tercera ecuacién de la expresién
anterior ya que aparece desacoplada de las otras dos y, por tanto, sabemos
resolverla si antes determinamos las soluciones de un sistema diferencial de
dimensién dos.

Es facil observar la similitud del sistema (5.14) con el deducido como sistema
de Lotka-Volterra para un modelo depredador-presa. Para estudiar el compor-
tamiento cualitativo, en el plano de fases, de las soluciones del sistema (5.14),
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realizamos el proceso habitual de adimensionalizacién. Entonces, mediante los
cambios de variables

k k
T = kat, u=k—zm, v:kﬁj
y la aparicién de un nuevo pardmetro
a=ts
- kla’
el sistema (5.14) se transforma en
L u(l—v)
or (5.15)
— = av(u-1)
dr

A partir de aqui podriamos realizar el estudio de puntos de equilibrio, su
estabilidad y el comportamiento de las trayectorias a su alrededor. De todos mo-
dos, ya que estas ecuaciones son exactamente las mismas que las que aparecieron
en el modelo de Lotka-Volterra, todo el estudio que de ellas realizamos es igual-
mente aplicable en este caso. Sus soluciones son, en consecuencia, periédicas en
tiempo pero también son estructuralmente inestables (esto es, si variamos un
poco el dato inicial, los valores de la solucién puede distanciarse mucho de la
original conforme el tiempo crece). A efectos visuales, estas soluciones ciclicas
se reflejarian en cambios continuos del color de la reaccion.

5.9.1 ;Cémo construir un modelo de oscilador quimico?.
Un ejemplo muy sencillo

En muchos de los procesos biolégicos es practicamente imposible determinar las
reacciones bioquimicas que tienen lugar. Sin embargo, suele ocurrir que si se
conozcan los efectos cualitativos producidos por la variacién de los reactantes
o de las condiciones operativas. Es a través de esos comportamientos como se
construyen los mecanismos de los modelos. Sus resultados proporcionan utiles
predicciones en gran cantidad de problemas, de tipo médico por ejemplo. Las
situaciones cualitativas que se observan son las que se traducen en las ecuaciones
diferenciales que acabardn constituyendo el modelo, y no la cadena de reaccio-
nes que tienen lugar. Matematicamente, este modelo puede ser considerado
como una reduccién o simplificacién de la realidad, a través de procedimientos
asintéticos.

Supongamos un ejemplo de modelo reducido, relativo a dos especies u y v
de forma que

1. u activa a v con tasa de activacién du, donde d es una constante positiva.

2. Tanto u como v se degradan de forma directamente proporcional a sus
concentraciones, con tasas respectivas —cu y —ev, donde ¢ y e son cons-
tantes.
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De la primera condicién se deduce que cuando v crece entonces u decrece
y, por tanto, se reduce a si mismo de forma indirecta. Cuanto mds grande sea
la v, menor es la produccién de u. Este seria un ejemplo de retroalimentacién
negativa o mecanismo de feedback inhibido. Una posible formulacién de esta
ultima hipétesis se puede hacer a través de funciones de b—i‘—v

A partir de estas consideraciones tenemos que construir ecuaciones que las
recojan. Un modelo que responderia a esas observaciones de carécter cualitativo
seria

du a

T = b = Hu) o
Y= dme = gw) |
T = u — eu = g(u,v

Es facil comprobar que existe un estado de equilibrio estable para el sis-
tema (5.16). Este punto estacionario de interés (uo,vo) ha de satisfacer las
ecuaciones

u2+b—eu o o
0T g T d
d
Vg = —Ug
€

Con el anélisis lineal de estabilidad (similar al realizado en el capitulo cuar-
to para el modelo de competicién) se observa inmediatamente que este unico
punto de equilibrio ubicado en el primer cuadrante es estable. Es ademads
asintGticamente estable. De hecho, se puede construir ficilmente un recinto
rectangular de modo que los vectores del campo vectorial correspondientes si-
tuados sobre los puntos de la frontera, apunten hacia el interior de la caja. Por
tanto, todas las trayectorias que comiencen en un lugar situado en el interior de
este recinto acaban por “morir” acercandose al punto (uo, vg)*.

5.9.2 Modelos de competicién y simbidsis

Muchas otras ecuaciones pueden ser estudiadas correspondiendo a este tipo
de reacciones de activacién e inhibicién. Asf, una enzima puede ser inhibido
por diferentes sustancias quimicas. Dichas sustancias, pueden actuar de forma
reversible o irreversible. Los inhibidores reversibles se clasifican en competitivos,
no competitivos y acompetitivos.

Los inhibidores competitivos son aquellos que “luchan” con el sustrato por
la unién con el centro activo del enzima. Los inhibidores no competitivos se
unen al enzima por un lugar diferente al centro de unién del substrato, y los
acompetitivos que se unen sélo al complejo enzima-substrato no al enzima libre.
Cada una de estas situaciones, entre otras muchas, se puede modelar y estudiar
con el mismo tipo de procedimientos que hasta ahora venimos utilizando.

Para futuros estudios sobre estos temas se puede consultar el libro [28], y las
referencias que en él se indican.

41,3 comprobacién de estas afirmaciones no son mds que un ejercicio de facil resolucién
para el lector.
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5.10 Interaccion de mas de dos especies

Cuando consideramos fenémenos que llevan consigo intentar describir comuni-
dades con muchas especies que interaccionan, cualquier modelo que intentemos
construir no resulta facil.

Hemos de utilizar numerosas observaciones o, incluso, intuiciones para deter-
minar posibles valores de los pardmetros y simular entonces la dindmica de estos
sistemas. Una caracteristica importante es que las ecuaciones presentan gran
sensibilidad a las condiciones iniciales, esto es, pequefios cambios en las condi-
ciones iniciales pueden cambiar por completo a largo plazo el comportamiento
de la solucién.

Asi pues, al aumentar el nimero de variables dependientes en las que se
escriben las ecuaciones del sistema, la complejidad del sistema no sélo se ve
reflejada en la cantidad de pardmetros nuevos que apareceran, sino en la gran
variedad de comportamiento que las érbitas y trayectorias pueden exhibir. Por
ejemplo, en los modelos unidimensionales o bidimensionales las érbitas estables
se resumen en puntos de equilibrio o ciclos limite. Si n = 3 aparecen otras
érbitas que reciben el nombre de atractores eztranios, que ya mencionamos en el
capitulo primero, y cuya dindmica puede ser verdaderamente muy, muy compli-
cada. Ni siquiera hay que pensar en ecuaciones cuya estructura sea demasiado
retorcida, basta considerar un modelo de Lotka-Volterra que represente la in-
teraccién de tres especies, o el ampliamente estudiado sistema de Lorenz, [23],
también tridimensional y dependiente de un tnico paradmetro, cuya grdfica es
uno de los atractores extrafios més bellos y sorprendentes.

De hecho, asociado a este tipo de érbitas suelen venir las denominadas es-
tructuras fractales, cuyo estudio es una de las dreas de las matemadticas que
mayor desarrollo ha experimentado en los 1ltimos afos, animado también por
lo extraordinario de su belleza. No es nuestro objetivo entrar aqui en el andlisis
de este extrafo y fascinante mundo, la teoria del Caos pero animamos al lector
a intentar comprender la relacién con todo lo que estamos estudiando. Hay
multitud de bibliografia actual referida a este tema. En [16], encontramos una
visién bastante asequible de los origenes y los principales problemas y campos
asociados a esta materia. En el articulo [34], también tenemos una introduc-
cién, con un punto de vista més riguroso, sobre el Caos, analizando uno de los
ejemplos més clasicos, simples y, de hecho, relacionados con la temética de este
libro: la ecuacién logistica unidimensional discreta.

Pero, no nos olvidemos del objetivo fundamental de este trabajo, que quedd
clara en la introduccién a la obra y volvamos al anélisis de sistemas bidimen-
sionales de caracter continuo.
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5.11 Ejercicios

1. Sea un modelo de competicién para dos especies de poblaciones N1 y Nz

N, N N,
——-dt = 1‘1N1 (1 KI b12 Kl)
dN N
A

(a) {Cuéles son las bases ecolégicas en las que descansa este modelo?.

(b) Adimensionaliza el sistema para reducir el nimero de parametros y calcula
las soluciones estacionarias.

(c) Investiga la estabilidad realizando un anélisis del flujo en el plano de fases.

(d) Demuestra que, independientemente del valor de los parametros, se satis-
face el principio de exclusién competitiva.

(e) Describe brevemente bajo qué circunstancias se extingue la especie Na.

(a) Determina el tipo de interaccién entre las dos especies Ny y N, que apa-
recen implicadas en el modelo

le Nl

— = N (1l ———
dt n ( K, +b12N2>
sz N2

e . |
dt e ( Ky + b21N1>

(b) Dibuja las lineas de tangente horizontal y vertical y determina los puntos
de equilibrio.

(c) Describe brevemente las implicaciones ecoldgicas de los resultados de este
andlisis.
3. Una enzima alostérica E reacciona con un sustrato S para producir un
producto P segin el mecanismo

k1 ko

S+EFE = C, - E+P,
k-1
k3 ks

S+C, = Cy = Ci + P,
k-a

donde k; son las constantes que marcan la velocidad de la reaccién y Cy y Co
los complejos enzima-sustrato. Notaremos con letras mintsculas las correspon-
dientes concentraciones, y las condiciones iniciales seran s(0) = So, e(0) = e,
¢1(0) = ¢2(0) = p(0) = 0.
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Basandote en la ley de accién de masas, escribe las ecuaciones diferenciales
que modelan esta situacién. ;Todas las ecuaciones estdn acopladas?. ;Puedes
reducir el nimero de ecuaciones manteniendo la descripcién de la situacion?.
4. Considera el sistema que modela la reaccién en la que dos reactivos X e Y se
degradan de forma lineal, y X activa a Y mientras que Y activa a X de acuerdo
con la ecuacién

dz y?

B s bt %

dt T
dy z?

il th i hay,

donde = e y representan las concentraciones de los reactivos respectivos, y ki,
ko, hy, he, K y H son constantes positivas.

(a) Adimensionaliza el sistema para reducir el nimero de pardmetros signifi-
cativo.

(b) Plantea la ecuacién cuya resolucién proporcionaria los valores de equilibrio
del sistema (no intentes resolverla).

(c) El origen es un punto de equilibrio, analiza su estabilidad.

5. En 1926, Volterra presenté el siguiente modelo para modelar el comporta-
miento de dos especies que compiten por la misma fuente de comida:

dN
Ttl' = [bl - A1 (thl + h2N2)]N1
dN.
d—tz = [by — Aa(h1 N1 + haNo)] Ny

Sup6n, ademads, que % > %
(a) Determina todos los puntos de equilibrio de dicha ecuacién.

(b) Analiza la estabilidad de cada uno de ellos. Realiza, por ejemplo, un
estudio del flujo de dicho sistema.

(c) Prueba que la segunda especie se extinguird siempre a largo plazo si
Ni(tp) > 0, siendo to el instante en que iniciamos el andlisis de la si-
tuacién.

6. Los mecanismos activacién-inhibicién bidimensionales una vez adimensiona-
lizados pueden ser descritos por ecuaciones del tipo

du u? du

— = — Rt i o - 2

T a—bu+ m y T a—u+u‘v,
(a) ()

do i = b—uv

a - vy a :

donde a y b son constantes positivas.
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(a) ;Cual es el activador y cudl es el inhibidor en cada una de esas reacciones?.

(b) ¢Qué fenémenos indican los términos no lineales?. Dibuja las lineas de
tangente horizontal y vertical.

(c) ;Es posible tener varios estados de equilibrio estable con este tipo de
cinética quimica?.

(d) ;Qué podemos decir si la inhibicién del substrato se incluye en el sistema
3 u? w9
(a), esto es, si reemplazamos - por gy’

7. El mecanismo de la reaccién “Bruselator”, propuesto por Prigogene & Lefever
(1968), es

k1 k2 ks k4
A= X, B+X =Y+ D, 2X +Y — 3X, X —» E,

donde k; representan las velocidades a las que se producen las reacciones y las
concentraciones de los reactivos A y B se mantienen constantes.

(a) Escribe el sistema de ecuaciones diferenciales que describe esta situacion
siendo las variables dependientes las concentraciones X e Y.

(b) Adimensionaliza las ecuaciones de forma que éstas resulten

3—2 = 1-(b+1u+ au’v,
% = bu—au’v,

o (ks A)2 :
donde u y v corresponden a X e Y, 7 = kgt, a = k—s%‘zﬂ ybh= Lkzdﬁ_
(c) Determina los puntos de equilibrio positivos.

(d) Demuestra que b = b, = 1+a es un valor de bifurcacién en el que el punto
de equilibrio pasa a ser inestable y aparece un ciclo limite, esto es, se trata
de un fenémeno de bifurcacién de Hopf.

(e) En consecuencia, demuestra que alrededor del valor b. aparece un ciclo
limite de periodo 2—\/’%






Capitulo 6

Recursos renovables: un
modelo de pesqueria abierta

En el capitulo tercero estudiamos las ecuaciones de dimensién uno que des-
cribian el crecimiento de una especie renovable que se sometia a algin tipo de
explotacién. En particular, y para fijar ideas, nos centrdbamos en el andlisis
de la pesca de una poblacién determinada. No obstante, y aun en el caso mas
general discutido, considerdbamos que la tasa de capturas era proporcional a la
cantidad de individuos presentes en cada instante, siguiendo la expresién

Tasa de capturas = gEz,

donde q esta definida como la tasa de capturabilidad de la especie, que recorda-
mos que indica el grado de dificultad que presenta la especie para ser pescada,
y E es el esfuerzo pesquero, medido en niimero de barcos tipo medio. Ambas
magnitudes fueron consideradas, para simplificar la descripcién, valores cons-
tantes aunque, en determinadas circunstancias, quizas respondan a cambios de
las condiciones que los rodean.

En cualquier caso, la ecuacién deducida hasta ahora, que regula la variacién
en la poblacién de una especie de peces, quedaria

%% = F(z) — qEx

donde z(t) indica el tamafio de la poblacién en el instante ¢ y la funcién F(z) re-
presenta, de forma general, el crecimiento absoluto de dicha especie en ausencia
de pesca. De forma habitual en el desarrollo de este libro, hemos venido utili-
zando curvas logisticas, de compensacién, o de despensacién para ajustar esta
funcién F(z) y es fundamentalmente en estos modelos en los que centraremos
nuestro analisis.

Pero, jqué ocurrirfa si el esfuerzo pesquero pasara de ser una cantidad cons-
tante a regularse en funcién de la tasa de capturas de dicha especie? Veamos
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cémo, en este caso, podemos escribir un modelo bidimensional que modela co-
rrectamente esta situacién y, por tanto, puede resultar de interés un estudio de
los puntos de equilibrio, su estabilidad y los fenémenos que provocan la aparicién
de ciclos limite.

6.1 Un modelo de pesca en régimen abierto

La suposicién antes indicada de que el esfuerzo pesquero E varia de forma
proporcional a la tasa de capturas y, en términos puramente econémicos, de
modo proporcional a la ganancia, aparece recogida en la expresién

(—iE = K - Ganancia,
dt
siendo K, una constante de proporcionalidad.

La idea de ganancia se refiere exactamente al beneficio real obtenido con la
pesca, esto es, la diferencia entre el beneficio bruto de la venta de la captura y el
coste que tiene para el armador fletar los barcos. Tenemos pues una expresion
algo més explicita para este término,

Ganancia = pgEz — cE,

donde p es el precio unitario de venta, que vamos a considerar invariante!, y
¢ es el coste medio de mantenimiento por barco. La constante K recibe en el
balance econémico el nombre de indice de respuesta al beneficio real.

El modelo analizado resultarfa descrito por la expresién

i—f = F(z) — qFE=,
dE (6.1)
—d?' = K(pgEx - cE).

Lo que interesa analizar a partir de este momento es la evolucién de la
densidad de poblacién, z(t), y del esfuerzo pesquero, E(t), en funcién de los
parametros p, ¢, ¢ y K, que participan en el sistema.

1Este concepto es, en general, una simplificacién de cardcter econémico pues no resulta
16gico suponer, en los términos actuales del mercado, que el precio de la captura no dependa
de factores externos, como la ley de la oferta y la demanda. Si, intentando generalizar las
situaciones a las que se refiere el modelo, suponemos que el precio varia en el tiempo, mds
exactamente, que fluctia de forma inversamente proporcional a la cantidad de individuos
de la especie capturados, tendriamos que enunciar una nueva ley que nos permita describir
cémo varia esta magnitud en funcién de variables ya definidas e introduciendo, a lo mds
algunos pardmetros nuevos de valor constante. El modelo que se plantearia serfa, por tanto,
tridimensional y no se encuadraria dentro de los limites con los que trabajamos en este texto.
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6.2 Equilibrio y estabilidad

6.2.1 Determinacién de los puntos de equilibrio

Como siempre, comenzamos con el cdlculo de aquellos puntos del plano de fases
que representan, en si mismos, érbitas completas del sistema. Sean pues,

f@,E) = x(fgﬂ—qE), (6.2)
g(z,E) = KE (pgz —c). (6.3)

Jas funciones que determinan las curvas asociadas a puntos de flujo vertical y
horizontal, respectivamente. Los valores de corte entre ellas se corresponden con
los puntos de velocidad nula. Aparecen, de esta forma, dos tnicas soluciones
véalidas, al ofrecer resultados positivos

0,0) y (z,E)

con
¢ p_PF/p)
pq c

También podemos verlo desde un punto de vista gréafico. Asi, sobre el eje
z = 0 la funcién f = 0 y los puntos situados en ¢l tienen asociados vectores
velocidad verticales; en la recta E = 0, la funcién g = 0 y, por tanto, el flujo
sobre ella aparece dirigido en direccién horizontal. El origen aparece, de forma
trivial, como punto de equilibrio del sistema.

La funcién f(z,E), definida en (6.3), marca también otra curva sobre el
plano de fases a cuyos puntos se asocian tan sélo vectores de flujo verticales.
Esta curva tiene como expresién explicita

y=Blg) = 2,
qz
0, lo que es lo mismo, también podemos representarla como

(6.4)

y = B(z)= %tana(m),

donde a(z) indica el dngulo que limita el afijo del punto z considerado y la
horizontal, como ya definimos al introducir esta notacién en el capitulo segundo.
Debido a las propiedades de monotonia de la funcién tangente, ya establecimos
que el comportamiento cualitativo de tan a(z) viene marcado simplemente por
la funcién a(z). Ya en las figuras 2.12, 2.13, 2.14 y 2.15 aparecian las graficas
de estas curvas de crecimiento relativo para modelos logisticos, compensatorios
y despensatorios.

La funcién g(z, E), definida en (6.3), determina asimismo otra recta para
cuyos puntos el flujo asociado tiene segunda componente nula. En este caso, se
trata de una recta vertical de ecuacién

T=—.
pq
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El corte de esta linea y de la curva antes mencionada ofrece el punto de
equilibrio (Z, E). Las distintas situaciones, analizadas a partir de las gréficas de
crecimiento relativo antes mencionadas, se recogen en la figura 6.1.

Para que el valor de E tenga un sentido real, necesitamos que < K, esto
es, sea menor que la capacidad de soporte méxima del medio, o dicho de otro
modo, que ¢ < pgK.

El coste de mantenimiento de un barco tiene que poderse cubrir con el be-
neficio bruto de una captura ideal de toda la poblacién, supuesta estabilizada
en torno a su valor maximo. Este es el sentido que tiene la existencia del punto
de equilibrio (Z, E) en el primer cuadrante del plano de fases.

6.2.2 Estabilidad de las soluciones estacionarias

En el caso de los sistemas bidimensionales, la estabilidad—y la clasificacién—de
los puntos fijos se hace a través de los autovalores de la matriz jacobiana a partir
del teorema 1.7.1.

!
I E) = ( Fi@)-qE  —q= >
KpgE  K(pgz —c)
Para asegurarla tenemos que exigir, como condicién algebraica equivalente, que
la traza de la matriz del sistema linealizado sea negativa mientras que el deter-
minante se mantiene positivo.
Particularicemos esa matriz en el origen para determinar el comportamiento
de éste. La expresién anterior resulta ahora

F(0): - 0
J(0,0) = = .
0 —-Ke
Como K y ¢ son magnitudes positivas, el signo negativo determina que
ese autovalor de la matriz es un nimero negativo. El signo del otro estard
determinado por el signo de F'(0) y, por tanto, del signo de la pendiente de la
recta tangente en al origen a la funcién de crecimiento absoluto y = F(z).
El (0,0) serd un punto de equilibrio inestable en todos los casos salvo en el
de despensacion critica.
Y, ;es estable el punto (Z, E) dado por la expresién (6.4) en el modelo (6.1)7. .
La matriz del sistema linealizado alrededor de ese punto tendria la expresién
- F'(Z) ~qE —qz
(5, B) = (A) S q
KpqE 0
Analicemos, como antes, el valor de la traza y el determinante.
traza(J(z,E)) = F'(z)~-qE
det(J(z,E)) = Kpg*zE
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et
[ -
0
(a) Caso logfistico (b) Caso compensatorio
E A
0
T= 5
@, E) .
_ F(z)
E(z)==

(c) Caso despensatorio (d) Despensatorio critico

Figura 6.1: Localizacién de los puntos de equilibrio en un sistema bidimensional
de pesca en régimen abierto.
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—— Estable —— Estable

Figura 6.2: (Z,E) es un punto de equilibrio estable en modelos logisticos y
compensatorios.

Esta tltima igualdad siempre serd un valor positivo y, por tanto, la determi-
nacién de la estabilidad o inestabilidad del punto se reduce al estudio del signo
de la traza. Condicién suficiente para la estabilidad del punto serd pues

F'(z)-qE <0
Analicemos los diferentes casos posibles distinguiendo, por un lado, los mo-
delos logisticos y de compensacién, y, por otro, los de despensacién.

6.3 Solucidon estacionaria no trivial: curvas com-
pensatorias

A partir de las graficas representadas en la figura 6.2, es facil observar que si
Z se encuentra situada a la derecha de z___, el valor que nos da el maximo de
la curva y = F(z), tenemos asegurada la estabilidad del punto de equilibrio
ya que la condicién de estabilidad a la que antes nos referiamos es satisfecha
trivialmente al ser la suma de dos cantidades negativas.

Para los puntos situados a la derecha de =, tenemos que recurrir a otros
procedimientos. En el caso logistico el problema no existe realmente ya que
tenemos una expresion analitica con la que podemos trabajar directamente. Asi
que con dicha expresién, y utilizando ademds (6.4), tenemos que

F’((Z')—qE':T— j74 —qEz___.

K

resulta una cantidad siempre negativa. El punto (Z, E) es, pues, siempre estable

para un modelo bidimensional del tipo (6.1) que se rige por un modelo logistico.
Si F(z) se ajusta ahora a un modelo compensatorio tenemos que recurrir

a un pequefnio truco. Consiste en sumar y restar ﬂiﬂ a la en la expresién que

determina la traza de la matriz

F'(z) —qF = (F’(i) - F—?) + (@ - qE)
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—— Estable
———— Estable
= |nestable

Figura 6.3: Si la abscisa del valor estacionario es superior a un determinado
nivel, z., el punto de equilibrio asociado es estable, y reciprocamente.

El segundo de esos sumandos es siempre cero, aplicando la expresién (6.4)
que define el punto de equilibrio no trivial. El estudio del signo que pretendiamos
hacer, es més sencillo ahora puesto que depende tan sélo de Z y no de E.

Podemos, ademds, interpretar cada uno de los términos que aparecen como
las tangentes de ciertos dngulos, que se reflejan en la figura 6.2. Debido a
las propiedades de la funcién tangente, el signo de esta diferencia es el mismo
que el de la diferencia entre los dngulos respectivos. En resumen, reducimos el
problema a la comparacién de los 4ngulos a(z) y B(Z).

F'(z) — Ff) = tan 8(Z) — tan a(Z) ~ B(Z) — a(Z).
. : . F(Z) :
e Cuando Z = 0, B(0) ~(0) = 0 pues F'(0) = _Exgl+ = Se puede deducir

que el origen es un punto inestable, como ya sabiamos.

e Si 7 > 0, se puede demostrar analiticamente que 3(Z) < a(Z). De hecho,
para valores superiores a .., B(z) es negativa mientras que a(Z) es
positivo, con lo que la desigualdad anterior es trivial. Para valores de T
inferiores a basta la simple observacién de la gréfica representada en
la figura 6.2.

max )

En ambas situaciones, el punto de equilibrio no trivial asociado a modelos
logisticos y compensatorios es siempre estable.

6.4 Solucién estacionaria no trivial: curvas des-
pensatorias

En los casos en que la funcién de crecimiento absoluto de la especie, en ausencia
de explotacién, se ajuste a una curva de tipo despensatorio (critico o no) la
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[ Mobeo [ (0,0) | (z,E) bl
Logistico Inestable Estable
Compensatorio | Inestable Estable

si T < z. | Inestable
si T > z. | Estable
Despensatorio si Z < z. | Inestable
Estable | exist 0,K)l—>=—=
critico e | existe z, € (0, K) si z > z. | Estable

Despensatorio | Inestable | existe z. € (0, K)

Figura 6.4: Estabilidad de los puntos de equilibrio para el modelo (6.1).

conclusién a la que se llega es ligeramente diferente aunque los razonamientos
son similares.

En ambas situaciones, aparece un valor critico de tamafio de la poblacién
Z., que nos delimita un cambio en el caracter de la estabilidad del punto de
equilibrio. Dicho valor corresponde a la abscisa del tnico punto de la curva
y = F(z) por el que la tangente coincide con la recta tangente exterior a la
grafica desde el origen.

Por inspeccién de la figura 6.3 (cabria, claro estd, una demostracién analiti-
ca) es facil comprobar que si

e & < I, entonces (%) < B(Z). En consecuencia, la traza es positiva y el
punto (Z, E) tiene un carécter inestable.

e & > T, a(Z) > B(Z) y podemos asegurar que el valor de la traza es
siempre negativo. Se mantiene pues la condicién de estabilidad para el
punto (Z, E).

;De qué depende el paso de un estado de estabilidad a otro de inestabilidad?
En realidad, si Z > Z. tenemos que disminuir el valor de Z. Para ello, a partir
de la expresién (6.4), bastarfa disminuir el coste por barco o, simplemente,
aumentar el precio de venta?.

6.5 Comportamiento asintético del sistema

El resumen de todas estas situaciones aparece recogido en la figura 6.4. Cuando
aparece un punto de equilibrio estable, vemos como el flujo de todo el sistema
evoluciona hacia él. Las érbitas vendran descritas por espirales 6 por otras
curvas que tienden a caer en dicho punto.

La razén de estos dos tipos de curvas se basa en la posibilidad de que los
autovalores de la matriz jacobiana sean valores complejos, con parte real estric-
tamente negativa, o se reduzcan a nimeros reales, menores que cero. Asi, el

2También valdria que, de algiin modo, aumentara la tasa de capturabilidad de la especie,
pero ésta es una caracteristica intrinseca a la especie y no es légico suponer que sea fdcilmente
alterable.
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E

Figura 6.5: En un modelo de despensacion, las drbitas se comportan como
espirales estables alrededor del punto de equilibrio no trivial.

polinomio caracteristico que dicha matriz resulta
A2 — (F'(z) — ¢B)A\ + KpgEz =0

Con lo que, la expresién de los autovalores,

F'(z)—qE £ \/(F'(f:) —qFE)? - 4KpqEz

A= 5

y, por tanto, en virtud del signo del discriminante
(F'(z) - ¢E)? - 4KpqEz

resultaran valores reales o complejos®.

A este fenémeno se reduce el comportamiento del sistema cuando el modelo
de crecimiento seguido en la ecuacién (6.1) es de tipo logistico o compensatorio.
El hecho de que la variacién de la especie se ajuste a una curva despensatoria,
pero de forma que el equilibrio aparezca por encima del valor critico, no cambia
el comportamiento cualitativo del sistema expuesto hasta ahora. Para fijar
ideas, en la figura 6.5 nos hemos centrado en un modelo despensatorio donde
alrededor del punto de equilibrio estable, las érbitas describen espirales que
tienden a acercarse cada vez mas a dicho punto.

3Por ejemplo, para valores suficientemente pequerios de K , A se reducird a nimeros reales
y, por tanto el punto de equilibrio serfa un nodo degenerado estable. No afiadimos la grafica
que corresponderia a este caso. De todos modos, recordemos que la figura 1.8(b) marca el
comportamiento de las érbitas en dicha situacién.
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D |C

A
\—

Figura 6.6: Region invariante que establece, en determinadas circunstancias la
existencia de ciclos Iimites para el modelo (6.1).

6.6 Aparicién de ciclos limite

Si, en alguno de los casos de despensacién, el punto de equilibrio no trivial es
inestable, el comportamiento a largo plazo del sistema no puede determinar la
evolucién hacia dicho punto. De hecho, vamos a construir un recinto de forma
que podamos asegurar que las trayectorias no escapan hacia el infinito: més
concretamente, no podran salir del recinto. El teorema 1.9.7 asegura entonces
la aparicién de una érbita cerrada que rodea el punto estacionario. Recordemos
que para ello basta conseguir que el flujo sobre la poligonal que limita su frontera
esté orientado hacia el interior del recinto.

La figura 6.6 muestra la forma final de este conjunto, ahora analizaremos
cudles han sido los pasos que hemos ido dando hasta llegar a esa conclusién.

Para empezar, y debido a las direcciones de los vectores de flujo por encima
de la gréfica de la curva f(z,E) = 0, se comprueba que las trayectorias no
podrian irse hasta el infinito. Mds atn, si consideramos un rectdngulo formado
por los ejes de coordenadas y lados paralelos a ellos (que dejen la curva a la que
antes nos referiamos totalmente contenida en el interior), podemos asegurar que
en parte de los segmentos no contenidos en los ejes, el sentido de las lineas que
marcan la direccién de la velocidad estd ya orientado hacia dentro del recinto.

El siguiente paso consiste en observar que un pequeno desplazamiento de los
segmentos de los ejes hacia el interior del primer cuadrante. Obtengo nuevos
fragmentos que cuyos puntos se dirigen ya hacia donde deseamos. Ademds de lo
anterior, la idea fundamental para terminar la construccién, serd conseguir que
el vector asociado a cada vértice de la poligonal apunte hacia el vértice siguiente.
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Figura 6.7: Comportamiento de las érbitas que rodean el ciclo limite y compo-
nentes de las trayectorias asociadas, z(t) y E(t), en funcién del tiempo.

Elijamos, pues, un punto A contenido en f (z,E) =0, E # 0y por él
trazamos la vertical. Marcamos ahora un punto B de esta linea de forma que
la recta orientada por el vector ligado a €l no corte la gréfica f(z, E)=0. El
punto C, que marcaré el siguiente vértice de la poligonal, serd el corte con la
recta g(z,E) =0, z # 0. Ahora nos movemos en la horizontal construida a
partir de él y recorrida hacia la derecha. Todos los puntos de este segmento
tienen vectores de flujo que apuntan hacia abajo y hacia la derecha, asi que
llegar hasta un punto cercano al eje de ordenadas y trazar una paralela a éste
no soluciona nuestro problema. A pesar de ello, esta recta determina la posicién
E, como la interseccién con la curva f(z, E) = 0. La importancia de este valor
puede suponerse, ya que repetimos ahora el procedimiento, ya usado, de utilizar
recortar una esquina del rectangulo base utilizando para ello el vector de flujo
asociado a uno de los puntos contenido en el segmento superior que se dirige
hacia E. A este nuevo vértice de nuestra poligonal frontera lo notaremos como
C. Sélo nos queda “cerrar el ciclo” y asegurarnos que la parte del recinto que
quedard a la izquierda de la recta que verifica g(z, E) = 0 y por debajo de
la curva en la que f(z, E) = 0 tampoco deja escapar ninguna trayectoria. El
segmento marcado por la linea que sigue la direccién del vector de flujo del
punto G corta necesariamente a la vertical paralela al eje de ordenadas, que
considerabamos inicialmente, en un punto situado bajo la curva f(z, E) = 0. A
este tltimo vértice lo llamaremos F'.

Repetimos que todo este proceso resulta de facil comprensién si, al mismo
tiempo que leemos el razonamiento, vamos examinando la gréfica 6.6 y 6.5, y
cuestionédndonos los problemas planteados.

El espacio del plano de fases limitado por la linea poligonal ABCDEFG
resulta una regién invariante que contiene un inico punto fijo, que es inestable.
Cualquier érbita que comienza dentro nunca sale de alli. La Unica posibili-
dad que tienen consiste en evolucionar hacia un ciclo limite, segun el esquema
marcado en la figura 6.7. Si estudiamos cémo varfan en términos de la varia-
ble temporal vemos que las graficas asociadas al ciclo son soluciones oscilantes
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que aparecen con un cierto dngulo de desfase que depende de las condiciones
iniciales.

6.7 Conclusiones

La deduccién de resultados que se puede hacen es bastante amplia. Hasta ahora
hemos querido introducir los conceptos y las ideas necesarias para que el lector
sea capaz de razonar que es lo que ocurriria en cada caso. Hacemos notar que
cuando el sistema evoluciona de forma natural hacia un dnico valor de equilibrio,
la poblacién tiende a estabilizarse en un determinado tamafo y en la pesqueria
(aunque es abierta) suele haber un nimero “fijo” de barcos (tipo medio). En
cambio, cuando (Z,E) es inestable, el sistema tiende a medida que pasa el
tiempo hacia un ciclo limite estable, esto es, tanto la poblacién como el nimero
de barcos que acuden a la pesqueria van fluctuando segiin un determinado ritmo,
marcado por el periodo del ciclo?.

Este caso puede ser, quizés, mds factible de mantener para explotar la pes-
queria de forma 6ptima. Si no se produce puede ser provocado ya que de lo
que se trata es de hacer disminuir el valor de Z de forma que el tamafio en el
equilibrio de la poblacién sea inferior a una determinada cantidad critica que,
como hemos visto, aparece sélo marcada por la curva de crecimiento absoluto
de la especie—de hecho, depende directamente de la incidencia del efecto Alee.
Ya vimos procedimientos que permitian esa disminucién: bastaba aumentar el
precio de venta de la pesca o disminuir el coste medio de fletado de cada bar-
co. Si ademds el origen es un punto inestable, tendremos siempre asegurada
la recuperacién de la especie a pesar de que, en un momento dado, el esfuerzo
pesquero sea muy fuerte, siempre que no llegue a anular a una de las especies.
Si no podemos asegurar esta condicién, habrd que cuidar no caer dentro del
campo de atraccién del origen, ya que la especie se extinguiria.

6.8 Ejercicios

1. Las ecuaciones siguientes describen la explotacién de un caladero abierto
formado por dos especies ecolégicamente independientes que siguen modelos de
crecimiento logisticos

dz “r

il P (1 - E) —q1 Bz,
dy _ y

o = w(-f)-em
dE

¥ P11 TE + p2q2zE — cE,

donde q1, g2, p1, P2 representan los coeficientes de capturabilidad y los precios
de venta en el mercado de cada una de las especies. c es el coste medio de

4Este proceso, al disminuir el pardmetro ;—q, no es mas que un fenémeno de bifurcacién de
Hopf, como los que ya hemos estudiado.
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flete de un barco y los pardmetros que intervienen en la, parte logistica de las
ecuaciones con sus significados habituales.

(a) Justifica que los puntos de equilibrio no triviales del sistema vengan dados
por la interseccién de los planos

T T S Y
S0-R)=30-9
‘h( K q2 L)
Pz + peqer —c=0.

(b) Supongamos que 'qTT < ;;;, demuestra que en este caso el equilibrio obtenido

= r
antes corta al eje y en el punto § = L (1 - ;q_?) )
Q1

(c) Representa sobre el plano zy un diagrama de las diferentes posiciones
relativas de ambos planos si se verifica la desigualdad anterior.

(d) ;Qué condicién se ha de verificar para tener asegurada una situacién de
equilibrio en el caladero que no conduzca a la extincién de ninguna especie?

(e) Y si hubiéramos supuesto que - > ESE?

(f) ;Cuél es la diferencia fundamental entre este modelo estudiado y el ana-

lizado en el capitulo en el que considerdbamos la presencia de una tnica
especie?. ;Qué conclusiones deduces?

2. ;Qué puedes deducir, si nuestro modelo es correcto, de la siguiente situaciéon?

Supongamos la zona de pesca de ballenas antértica y, para simplificar la
situacién, la presencia de sélo dos especies: las ballenas azules y las ballenas fin.
Ambas poblaciones pueden ser modeladas mediante ecuaciones de tipo logistico,
donde la experiencia sugiere que tanto la tasa de reproduccién como la capacidad
de soporte del medio para la ballena azul es inferior que para la poblacién de
ballenas fin. Para ilustrar nuestro caso, supongamos

s =0.08, L =400000; r=0.05, K = 150000,

siendo s y v, L y K los coeficientes de reproduccién y las capacidades maximas
permitidas por el medio para las poblaciones de ballenas azules y fin, respecti-
vamente. Por tltimo, parece razonable suponer que la tasa de capturabilidad
de ambas especies es la misma.

(a) Analiza qué situacién se plantea en esta pesqueria.

(b) En 1975, la poblacién de ballenas finera de 75000 ejemplares. jEstaba jus-
tificada entonces la prohibicién de pesca de las ballenas azules establecida
por la IWC (International Whales Commission) desde 19657

(c) ;Ysir=s? ;Ysir>s?
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3. Analiza las curvas de esfuerzo-beneficio correspondientes a la situacién plan-
teada en el ejercicio 1, suponiendo que

(a)

T s
e < _
Q1 q2

T s

(b) — << —.

Q1 q2

Analiza también las curvas correspondientes al beneficio real obtenido con la
pesca.
4. Sean F(z) y G(y) funciones de crecimiento absoluto no despensatorias (esto

es, F"" <0, G" <0).
(a) Demuestra que la curva de equilibrio
t=F(z)-qEz=0, y=G(y) —¢Ey =0,
es creciente y corta el eje y en el punto § dado por la expresién

G(@) _ qr

Y Q1
siempre que ;- < . Recuerda que r = F'(0) y s = G'(0).

b

(b) Demuestra ahora que la poblacién z es extinguida en una explotacién en

5o . p % :
régimen abierto si § > —°-.

5. Examinaremos el modelo de Gause de competicién intraespecifica

3—3: = F(z,y) = rx(l—%)—a:cy,
% = G(z,y) = sy(l—%)—ﬂwy-

Con estas ecuaciones, la situacién no difiere demasiado del modelo de competi-
cién estudiado en el capitulo anterior: en funcién de la posicién relativa de las
curvas F(z,y) = 0 y G(z,y) = 0 obtenemos tres o cuatro puntos de equilibrio.
En realidad sélo en este tltimo caso permite, de algin modo, la coexistencia de
las dos especies.

Supongamos una situacién que establezca la desaparicién de la segunda es-
pecie (esto es, el (K,0) es el tnico punto de equilibrio estable) y que somete a
pesca sélo a la primera especie.

dz

a = F(l',y) —qEZ,
dy

(a) Determina cudles son los puntos de equilibrio de este nuevo modelo y su
situacién en el plano de fases (l6gicamente la posicién que ocupa vendra
determinada por el pardmetro E asi que sefiala cuél seria el plano de fases
en cada caso).
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(b) ¢En qué valores de E se producen bifurcaciones en el sistema? ;jEres capaz
de hacer un esquema de la dependencia del valor de equilibrio deducido
en el apartado (a) del pardmetro E?

(c) Representa la curva de esfuerzo-beneficio que representa la tasa sostenida
de capturas para la especie z. ;Cémo dependen estas curvas del valor
E=17

2q

(d) $Qué conclusiones puedes deducir de todo este desarrollo?

6. ;Cémo resultarfa el ejercicio anterior si consideramos un modelo de compe-
ticién donde, ademds, las dos especies son explotadas mediante la pesca?

dz

a? = F(‘T’y) - Q1E$,
d

g% = Gl&,y) —aly.

;,Cémo serian, en este caso, las curvas de esfuerzo-beneficio?






Capitulo 7

Aspectos relacionados con
la difusion

Hasta ahora nos hemos dedicado a modelar situaciones que, bien por sus ca-
racteristicas propias, bien por las simplificaciones que hemos realizado, vienen
descritas por ecuaciones diferenciales ordinarias, esto es, las variables involucra-
das se expresan en funcién de una tnica variable independiente (usualmente, el
tiempo). Fundamentalmente nos hemos centrado en el andlisis de la dindmica
de poblaciones en muchos de sus muy variados aspectos, considerando, o no, la
interaccién con otras especies o factores de explotacién externa, como la caza o
la pesca.

Ahora bien, si nos planteamos no sélo la distribucién temporal de una especie
sino también su distribucién espacial, tenemos que tener en cuenta fenémenos
como las migraciones o la difusién. La migracién es una situacién habitual de
muchas especies de pdjaros, mamiferos, mariposas o peces y, aunque puedan
presumirse en ellas algunos elementos de cardcter aleatorio, parece razonable
suponer que puede ser descrito en su totalidad por elementos deterministas. La
difusién, en cambio, consiste en el movimiento aparentemente sin rumbo fijo,
no dirigido, de una especie animal en un habitat determinado, no demasiado
amplia, si situamos en el instante inicial a todos los individuos en una posicién
concreta.

De este modo, las variables involucradas no dependen tan sélo del instante de
tiempo considerado sino también de la posicién que ocupa. Otra posibilidad que
se nos puede plantear es considerar modelos para una poblacién con estructura
de edades, donde la densidad de poblacién dependerd, en este caso, de dos
variables de cardcter temporal: una asociada al grupo de edad y otra que se
refiere al paso del tiempo dentro de ese intervalo.

Las ecuaciones en derivadas parciales son la representacién natural de mul-
titud de fenémenos fisicos, biol6gicos, quimicos, de mecdnica de fluidos... No
obstante su resolucién no es, en la mayoria de los casos, facil de plantear. Nor-
malmente llegan a ser problemas que llevan detrds aspectos matemadticos bas-
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tante complejos. A pesar de las dificultades que se insintan, incluimos aqui, a
titulo introductorio, la deduccién de la ecuacién de difusién, también llamada
ecuacién del calor, y su aplicacién a la resolucién de problemas de dindmica de
poblaciones.

7.1 Ecuacidon de difusion unidimensional

Cuando analizamos conjuntos de particulas, por ejemplo, grupos de células,
tejidos corporales, cultivos bacterianos, concentraciones de los diversos reactivos
que intervienen en una reaccién o poblaciones de animales que viven en un
habitat determinado, observamos como cada particula de las que forman el
conjunto se mueve de una forma “aleatoria” (esto es, el movimiento de cada
particula admite varios grados de libertad con independencia de que presente
cierta predisposicién a moverse en una u otra direccién). Muchas veces, este
movimiento microscopico irregular se traduce en un amplio movimiento de todo
el grupo: cuando esto ocurre, se considera el proceso como un fenémeno de
difusién. Analizar el comportamiento global a partir del conocimiento local de
cada una de las particulas es algo dificil de plantear ya que, en principio, parece
que se plantean varias posibles estrategias para comenzar a resolver el problema.
Analizaremos pues este caso, bien a partir de la funcién de densidad asociada
a la probabilidad de determinadas variables aleatorias, bien en términos de la
concentracién de poblacién, utilizando razonamientos habituales en Mecdnica
de Fluidos para llegar a deducir una ecuacién en derivadas parciales que nos
describa el modelo de forma determinista.

7.1.1 Difusién y caminos aleatorios

Si consideramos estos movimientos de la poblacién como resultado de movimien-
tos aleatorios, comencemos estudiando los “caminos” que rigen estos procesos
de difusién.

Para simplificar, consideramos el caso unidimensional en el que una particula
se mueve sobre una recta, hacia delante y hacia atrds a partir de su posicién
inicial. El movimiento no esta condicionado por ningiin tipo de ley, asi que la
particula puede saltar hacia cualquiera de las dos direcciones posibles pero, en
ningin caso, se le permite permanecer fija en el punto en que se encuentre para
dos golpes de tiempo sucesivos.

Sea pues Az el tamario del saltoy At el paso de tiempo. Situamos en el origen
en el comienzo del movimiento y fijamos como positivo el sentido de recorrido
hacia la derecha. Después de n pasos de tiempo, la particula se encontrard en
una posicién final dentro del intervalo de incertidumbre [-nAz,nAz].

El objetivo final que nos planteamos es determinar la posicién de la particula
una vez que ha transcurrido un determinado periodo de tiempo. Comenzamos
pues suponiendo las variables espacio y tiempo como variables discretas y cal-
culando la probabilidad de que se encuentre en un lugar concreto en un instante
dado, para fijar ideas, queremos calcular la probabilidad de que la particula se
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/2 1/)2
m —_— 1 ANy L L N:1
-3 -2 -1 01 2 3

1/4 1/2 1/4
m — LN N ) N=2
-3 -2 -1 01 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8
- _O/QJQ!@.QO/QAA:O/_ N=3
-3 -2 -1 01 2 3
1/16 1/4 1/4 1/4 1/16
oyt 14 14 1416
-4 -3 -2 -10 1 2 3

Figura 7.1: Determinacién de la ecuacién de difusién a partir de caminos pro-
babilisticos. Primeros pasos.

halle m posiciones a la derecha del origen tras n pasos de tiempo. Para consi-
derar la posibilidad de que la particula alcance lugares situados a la izquierda
del origen, permitimos que m tome valores negativos.

Dicha probabilidad ir4 decreciendo a medida que nos acercamos a los extre-
mos del intervalo, como se observa en el proceso recogido en la figura 7.1 para
los cuatro instantes iniciales de tiempo. Para una férmula general utilizaremos
la bien conocida definicién laplaciana de probabilidad de que ocurra un suceso
concreto, como la razén entre el nimero de casos favorables y el nimero de
casos posibles. Nos planteamos en consecuencia diferentes estrategias para el
calculo de cada una de estas dos cantidades.

Para alcanzar la posicién m, la particula tiene que dar a pasos a la derecha
y b pasos a la izquierda. Estos valores estdn fijados a partir de m y n.

n+m b_m—n
2 T2

Comencemos contando el nimero de caminos para alcanzar la posicién m
tras n pasos de tiempo. Para describirlos iremos construyendo cadenas de letras
utilizando la D para indicar un salto a la derecha y la L si se produce un
salto a la izquierda. Cada una de las cadenas estard compuesta por n letras,
donde la D se repite a veces y la L se repite L veces. La ruta DDDIID,
por ejemplo, nos dice que la particula salté tres veces a la derecha, dos a la
izquierda para volver finalmente hacia la derecha. Este camino aparece descrito
en la figura 7.2, aunque observamos también que hay otras posibilidades. De
este modo, el nimero de caminos diferentes para acabar en la posicién m-ésima,
queda fijado por completo a partir del nimero de saltos a la derecha, por fijar
un criterio, y se pueden contar como las combinaciones de n elementos tomados
de a en a, esto es, todas las formas que encontramos para colocar a D en una
cadena de n letras.

m=a-b, =a+b = a=

a_ [ M\ _ n! _n!
C"—(a>—a!(n—a)!—a!b!'
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DDDIID

L~ =6
0 I1\__"6 3 m =2

DDIIDD
4,~3 . - el
O~_15__26 m=2
IDDDDI
2 3 4 5
L N\ NN , n=6
1 0 " m=2

Figura 7.2: Algunos de los posibles caminos que permiten alcanzar la posicion
m = 2 en seis pasos de tiempo.

El nimero total de casos posibles se ve determinado facilmente, con la no-
tacién anterior, como todas las cadenas diferentes que se pueden formar con las
letras L y D. Se trata entonces de variaciones, con repeticién, de dos elementos
en grupos de n, esto es, de 2" casos diferentes.

Como resumen de todo lo anterior, podemos afirmar que la probabilidad de
que una particula, situada inicialmente en el origen, ocupe la posicién m tras n
saltos (o pasos de tiempo) resulta

1 n! _n+m _n—-m

Pmn)=momy 2= 3 2

(7.1)

para n +m par’.
Nétese que si sumamos todos las probabilidades asociadas a todos los casos
posibles para un determinado instante de tiempo fijo, obtenemos la expresién

L2 ()

Ahora bien, recordemos la férmula que determina el desarrollo del binomio de
Newton,

n
@+y"= ) Caz" y"

m=—n

1Si n+m es impar, entonces no estd definido el nimero combinatorio indicado y, por tanto,
dicha probabilidad es cero, esto es, es imposible para la particula alcanzar la posicién m en n
pasos de tiempo. No se puede alcanzar un lugar par con un nimero impar de saltos.



7.1. Ecuacién de difusién unidimensional 201

Es valido por tanto aplicarla al caso anterior para valores & = % ey = %, con

lo que podemos deducir

zn: P(m,n) = (% + %)" =

m=—n

Esto es, para un instante de tiempo fijado, estamos considerando una distribu-
ci6n binomial de probabilidad.

Para valores de m y n grandes es posible expresar (7.1) haciendo uso de la
férmula de Stirling? que nos asegura

pl ~ (2mp)ipPe®,  p—> 0.

En este caso, resulta

P(m,n) = (%) e’%"nl, m>>1, n>>1, (7.2)

es decir, obtenemos la férmula asociada a una distribucién normal de probabi-
lidad.

Ahora bien, si consideramos los sucesos que intervienen en la probabilidad
como fenémenos expresados a partir de variables continuas y no discretas, la
férmula anterior no es del todo correcta. La intuicién primera para generalizarla
serfa escribir = mAz y t = nAt, con Az la tamafio del paso espacial y At, el
paso temporal, tal y como antes indicdbamos. Sustituyendo en (7.2),

1
2At\? __s2ar
P(&:.4&) = (_n?) ¢ HAmT,
1
At 2 _%%_A‘_T
o b=t o= @a7 . 2Ax.
(27rt(Ax)2> ¢ ’

Y tomando limites en esa expresién cuando tanto los pasos espaciales como
temporales tienden a ser cero, obtenemos que P(z,t), la probabilidad de que
una particula se encuentre en el lugar z en el instante ¢, es nula: resultado cierto
para cualquier variable con caracter continuo®.

De hecho, sabemos que el estudio de este tipo de variables se centra, mas que
en el anslisis de su funcién de probabilidad, en la determinacién de una funcién
de densidad u(z,t)?. A partir de ella, y para un instante de tiempo fijado, la
probabilidad de que la particula se encuentre entre dos posiciones determinadas
zo y 1 vendrd descrita por una expresién del tipo

z1
P(zo <z < x1,t) = / u(z, t)dz.

To

2V éase, por ejemplo, el libro de Apostol [1].
3Véase cualquier curso de Probabilidad.
40 de una funcién de distribucién.
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Anslogamente, podriamos razonar utilizando la variable temporal. Pero,
;somos capaces de deducir una expresién analitica concreta para la funcién de
densidad asociada a esta distribucién de probabilidad?.

La estrategia a seguir consiste en basarnos en el caso discreto para Az y At
pequeiios y tomar limites para Az — 0y At — 0, calculando con este margen
de incertidumbre la probabilidad de que la particula se encuentre en un entorno
de z, alrededor del instante temporal ¢.

Por tanto,

P([z — Az,z + Az], [t — At,t + At]) = 4aAzAt

donde @ es un valor medio de la funcién de densidad®. Con este artificio, obten-
driamos una expresién para el valor de la funcién de densidad asociada a esta
funcién de probabilidad,

5 At \7 __s2ar
— - 2(Az)“t
wzt) = lim) Um, \emiane ) ©

I .. (Az)? s .
o bien, si suponemos lim lim (a%) — D # 0, esa tdltima expresién se con-
Az—0At—0 2At

vierte en

1

P(.L L) 1 2 o2

t) = I 1 Az) At/ _ -5t
u(z,t) ArS0AtS0 2Az wot) ¢

donde D es el coeficiente de difusién o difusividad de las particulas y es una

medida de su efectividad a la hora de dispersarse de zonas con alta densidad a

otras de densidad menor.

7.1.2 Ecuacién de difusién y ley de Fick

Relacionemos este resultado con la ecuacién de difusién en un sentido clasico,
esto es, a partir de la llamada ley de Fick. Dicha ley afirma que el flujo, J, de
un material es proporcional al gradiente de la concentracién del material. En el
caso unidimensional, a que nos venimos refiriendo,

J= —D?—C =-DVec
oz
donde ¢(z, t) es la concentracién de las especies y D es su difusividad. El signo
negativo es necesario ya que el flujo siempre va de las zonas de mayor a menor
concentracién de material mientras que el gradiente apunta hacia donde haya
mayor concentracion.

5Fstamos haciendo uso del teorema del valor medio, una de cuyas expresiones resulta

Si f : [a,b] = R existe c € [a,b] tal que /b f(z)dz = f(c)(b— a).

6Esto es, la cantidad de material que atraviesa una superficie por unidad de superficie y
de tiempo.
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Otra herramienta que utilizaremos para deducir la ecuacién de difusién serd
una ecuacién de conservacién general, que afirmard que la variacién de la can-
tidad de material en una regién determinada es igual a la variacién del flujo a
través de la frontera (el que entra menos el que sale) més el material que se
crea dentro del recinto. En este caso, nuestra regién se reduce a un intervalo
y, ademads, no consideramos que haya creacién de material en el interior del
intervalo (queremos deducir la ecuacién de difusién simple).

o ™
ar C(m, t)diL' = J(x07 t) - J(xla t)
Ot Jus
Si, sobre esa expresién, tomamos 2, = To + Az y hacemos Az — 0, obtenemos
la ecuacién de difusién cldsica unidimensional”, siendo D un valor constante.
de _ 9J _0(DE)

ot = O o

dc ¢
== D, (7.3)

ot ox
Para estar en condiciones de resolver esa ecuacién, necesitamos imponer
una serie de condiciones iniciales sobre dicha funcién concentracién. Asi, si
consideramos una cantidad @ de particulas por unidad de dreaen z =0y en el

instante inicial, dicha condicidn se escribiria

e(z,0) = Qé(z), (7.4)

donde 8(z) es la delta de Dirac en el origen®, significando que para cada funcién
continua g,

ggjéuxmuMz:Qam.

7La ecuacién de difusién es una de esas leyes universales que pueden aplicarse a la resolucién
de problemas muy diversos. Quizds resulte mas conocida por el nombre de ecuacién del
calor pues modela la distribucién de la temperatura en una barra de acero que suponemos
unidimensional. "

8Un estudio de 6(z) puede realizarse en muchos libros de ecuaciones diferenciales y andlisis
funcional. De todos modos, no se trata de conceptos sencillos ya que la d(x) ni siquiera es
una funcién: puede definirse como limite de funciones muy regulares fn(z) que son nulas
salvo en un determinado entorno del origen y valen n en dicho punto. Como limite, § puede
considerarse como una aplicacién que vale cero en todos los puntos excepto en el origen que
toma el valor infinito. A efectos fisicos estd bien definida la idea de integrar dicha aplicacién,
asf como la integral de su producto por cualquier otra funcién. De hecho, tenemos

/_ ;ooé(z)dm

400
[ s@ite)ae

oo

Il

Il

9(0)

o incluso propiedades atin més extrafias como, por ejemplo, que la delta de Dirac es la derivada
de la funcién de Heavyside (consultar [40] para una primera aproximacién, y (6] para un des-
arrollo completo de la amplia teoria matemaética de distribuciones que justifica la introduccién
de este tipo de conceptos).
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t1>0

to >t

t3 > to

Figura 7.3: Distribucién de la funcién c(z,t) dada por (7.5) para varios instantes
de tiempo t sucesivos.

La solucién de la ecuacién diferencial (7.3) sujeta a la condicién inicial (7.4)
es ya un resultado cldsico y bien estudiado (ver, por ejemplo, [11] de la biblio-
grafia) cuya solucién es

c(z,t) = (473%) ) e”% (7.5)

y haciendo @@ = 1 observamos como la expresién obtenida es exactamente la
misma que deduciamos a partir de los caminos aleatorios. La figura 7.3 marca
las gréficas de concentracién ¢(z,t) como una funcién de z para varios instantes
de tiempo sucesivos.

Se ve claro, pues, la relacién entre la expresién obtenida a partir de los
caminos aleatorios y la solucién de (7.3) sujeta a (7.4): la solucién de la ecuacién
de difusién ligada a condiciones iniciales de ese tipo se corresponde con la funcién
de densidad asociada a la distribucién de probabilidad que se deducia a partir
del razonamiento efectuado en la seccién anterior—puede consultarse [28] si se
desean més detalles®..

9Si consideramos que la particula tiene una probabilidad p de saltar a la derecha y g de
saltar hacia la izquierda, con p+ ¢ =1,
L _n+m
P(m,n)—mp q, a= 5
En este caso, constltese [33], continuando con el razonamiento que nos permite pasar de una
variable discreta a otra continua y si definimos
Az (Az)?

= lim I =) 2D = lim lim dpg——2—
Ze AlalcEOA;I—TEO(p q)At’ A0 Atg0 PY At °

podemos llegar a la llamada ecuacién de Fokker-Plank, o ecuacién de difusién unidimensional

general.
ou du 8%u
O8 o 9pZl . pEY
at ‘oz T o2
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7.2 Difusién y dindmica de poblaciones

7.2.1 Determinacién del problema. Frentes de ondas

La ecuacién anterior describe el movimiento de una particula en el caso unidi-
mensional cuando la probabilidad de que “salte” a uno u otro lado es la misma.
Este proceso simple se modela a través de una ecuacién en derivadas parciales
lineal y, por ello, se puede ofrecer esta solucion.

La distribucién de una poblacién de una determinada especie animal u(z,t),
cuyo crecimiento sigue un modelo de tipo logistico, que se dispersa en una regién
fija es un ejemplo sencillo que introduce términos no lineales en la ecuacién que
describe la situacién.

= (7.6)

k y D son ambos pardmetros positivos con los significados habituales'®. Expre-
siones de este tipo se denominan ecuaciones de reaccién-difusién. La funcién de
crecimiento absoluto ligada a la especie engloba la no linealidad, el término de
reaccién, de la ecuacién.

Para comenzar el analisis de este modelo es conveniente adimensionalizarla
mediante el cambio de variables

t = kt

5 k
D
y, conservando por simplicidad la notacién anterior, (7.6) se transforma en

ou 2u

Una ecuacién en derivadas parciales con esa estructura, podriamos intentar
resolverla con el método de separacién de variables (que proporciona el resultado
apetecido al trabajar con la ecuacién de difusion simple) pero la no linealidad
que presenta provoca que no sea un procedimiento valido en este caso. De hecho,
ni siquiera esta claro qué se entiende por solucién general de una ecuacién en
derivadas parciales y este método lo que ofrecerfa serian soluciones particulares
de un tipo determinado.

Desde un punto de vista matemdtico todas las soluciones tienen la misma
relevancia, pero con un razonamiento mas ligado a la Fisica, hay soluciones que
tienen més importancia que otras, simplemente porque su interpretacién es més
evidente y facil de realizar. En estos casos, resultan de utilidad el estudio de las
soluciones en frente de ondas las cuales, en términos matematicos, nos son mas
que soluciones que se ajustan a la expresion

u(z,t) = U(2), donde z=z—ct, c€R (7.8)

i

10Fsta ecuacién fue propuesta por Fisher como la versién determinista de un modelo es-
tocastico para la propagacién de un gen en una poblacién. También es la generalizacién natural
del modelo de crecimiento logistico, analizado en el capitulo segundo, cuando la dispersién se
realiza via difusién lineal.



206 Capitulo 7. Aspectos relacionados con la difusién

El pardmetro c se interpreta como la velocidad de la onda. Nos reducire-
mos pues a determinar soluciones de caracter formal que se ajusten a la expre-
sién (7.8). Operando formalmente

ou _ oUuoz _ .,
% - aa - VGl
U oU 0z ,
% - ke - Ve
02U B "

proie U"(2),

y en consecuencia la ecuacién (7.7) se reduce a la expresion
U'+cU'+U1-U)=0.

;Ha mejorado la situacién que daba origen a nuestro problema?. Al menos si
intentamos determinar soluciones en frente de ondas de la ecuacién (7.7), limi-
tamos el problema a la resolucién de una ecuacién diferencial ordinaria, aunque
no lineal, de segundo orden. No obstante, la no linealidad, sigue impidiéndonos
de algin modo el encontrar un método claro de resolucién de la ecuacién'!.

Otra posibilidad, alternativa a la determinacién analitica de la solucién de
esta ecuacion, es realizar un nuevo cambio de variables y trabajar con el sistema

bidimensional asociado a esta ecuacién de segundo orden.

u =YV

VI = —cU'-UQ1-0) i)

De hecho, (7.9) es un sistema de caracter auténomo, lo cual significa que po-
driamos plantearnos abordar un analisis cualitativo de las soluciones a partir de
los puntos de equilibrio que aparezcan asociados y la estabilidad o inestabilidad
que presenten.

7.2.2 Soluciones estacionarias y estabilidad

Sean pues

FU,V) \%

G(U, V) = —-cV-U@1-D)
las componentes del campo vectorial, o flujo, asociado al sistema. Las orbitas
que corresponden a puntos de velocidad nula resultan ser (0,0) y el (1,0). Para

clasificarlos hemos de analizar los autovalores de la matriz jacobiana (como
aplicacién del teorema 1.7.1) particularizada en cada uno de dichos puntos.

11En realidad, sélo sabemos encontrar una expresién implicita de U para determinadas
condiciones iniciales: tendria que conocer, dado zo, un dato inicial (zo, to),

U(z0) = Uo
U'() = U1

e intentar un cambio de variables tipo Bernouilli Z = U~1.
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0
V= ( —-1+2U —lc)

Para analizar el comportamiento de las drbitas en un entorno del origen
estudiamos la correspondiente al sistema linealizado alrededor de dicho punto.

oo=( 2 L)

En ese caso, los autovalores de la matriz resultan ser las raices de la ecuacién
de segundo grado

MNited+1=0
esto es,

—c+t+Ve? -4
A= —mm—m .
2

Sabemos que el teorema 1.7.1 es aplicable cuando estos valores tienen parte
real no nula. De este modo, para el caso ¢ = 0 la linealizacién alrededor del
origen no ofrecerfa ninguna informacién sobre el comportamiento de las 6rbitas
en el sistema original. No tiene importancia, pues esta situacion corresponderia
a una onda de velocidad nula.

Con los datos de que disponemos, podemos asegurar que el origen es un
punto de equilibrio estable ya que la matriz tiene traza negativa y determinante
positivo. Ademds, a partir de la clasificacién de los puntos de equilibrio ofrecida
en el capitulo primero, sabemos que si ¢ > 2, el origen es un foco de caracter
estable, mientras que si ¢ < 2 resulta una espiral también estable.

Para estudiar el comportamiento de las érbitas alrededor del punto (1,0),
estudiamos la correspondiente matriz jacobiana que resulta

J(1,0) = ((1) _1)

Por tanto, dicho punto tiene cardcter inestable puesto que el determinante tiene
siempre signo negativo. En concreto, podemos asegurar que es un punto de silla.

La figura 7.4 eshoza algunas érbitas en el plano de fases a partir del analisis
que acabamos de realizar cuando ¢ > 2. Recordemos que los puntos de silla se
caracterizan por la presencia de cuatro érbitas que tienen un caricter especial:
dos que entran en el punto y otras dos que salen de él.

En este caso, una de las que se aleja del punto (1,0) tiende a aproximarse
después de cierto tiempo al origen cayendo dentro de su campo de atraccién.
Esta érbita, verifica las siguientes condiciones:

e La componente U satisface que

U(—o)
U (+00)

(Il
o~
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Figura 7.4: Algunas drbitas correspondientes a soluciones en frente de ondas
para la ecuacion (7.9).

e Esmonétonapues U’ =V yV < 0, asi que U(2) es una funcién decreciente
mientras que su derivada, o lo que es lo mismo V(z) no lo es, por el
contrario primero decrece y después crece.

La trayectoria ligada a esta érbita recibe el nombre de trayectoria heteroclina'?®.
A partir de estas drbitas especiales podemos construir las demds que aparecen
en la figura 7.4.

Si ¢ < 2, el origen se comporta como una espiral estable: las dérbitas dan
vueltas en torno a él. Ahora bien, esas trayectorias (perfectamente validas desde
el punto de vista matematico) carecen de sentido fisico ya que existirian valores
de z para los que la funcién U(z) < 0, y, a pesar del cambio de variables, esta
funcién de alguna forma continda representando una densidad determinada de
individuos, pero resultan valores negativos. Carecen, pues, de interés.

Veamos la grafica de la funcién u(z,t) que corresponderia a la trayectoria
heteroclina.

La figura 7.5 representa la funcién U(z) a partir de las propiedades estu-
diadas en la seccién anterior. Ahora bien, las variables z, z y t se relacionan a
partir de la expresién z = z — ct. Sobre cada una de esas rectas, que reciben el
nombre de rectas caracteristicas, la funcién u(z,t) mantiene un valor constante.
De esta forma obtenemos la gréfica recogida en la figura (7.6). Nétese que si
fijamos un punto del eje z, se observa cémo a medida que pasa el tiempo la
oscilacién va haciéndose cada vez mayor (como una ola que viene: el frente de
ondas).

121,a 6rbita asociada une dos puntos fijos.
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N

y=U(2)

Figura 7.5: Gréfica de la funcién U(z), solucién en frente de ondas de la ecuacién

de Fisher.

Figura 7.6: Grdfica de la funcién u(z,1), solucién en frente de ondas de la

ecuacion de Fisher.
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(2,1)

Figura 7.7: Relacion de dispersion.

7.2.3 Conclusiones finales

Pero a la hora de obtener soluciones que corresponden a frentes de ondas, nos
hemos olvidado por completo de cuéles son las condiciones iniciales que hemos
de establecer para que dichas soluciones estén bien definidas. Este problema,
inmediato en apariencia, no es nada facil.

Existen ciertas condiciones, condiciones de Kolgomorov!®, que nos garanti-
zan la existencia de una solucién con ¢ = 2. ;Y para conseguir un frente de
ondas de velocidad superior o inferior a ese valor?. El problema, pese a lo que
pueda parecer no estd resuelto. Se cree, por ejemplo, que si la funcién u(z, 0)
decrece y se puede acotar por una funcién de tipo exponencial e**, entonces la
ecuacién diferencial admite soluciones en frente de ondas con una velocidad ¢
que depende del valor de a. Este razonamiento se basa en métodos de caracter
asint6tico que comparan la solucién de la ecuacién original con las soluciones
de la ecuacién lineal despreciando el término en u? ya que, para tiempos muy
grandes, u? << u.

ou 0%u

'6—t=Dﬁ+u.

Para esta ecuacién, ensayamos soluciones del tipo u = Ae~2(@=ct) y obtene-
mos la llamada relacidn de dispersion

1
c=a+ —,
a
13Basta exigir como condicién inicial que
1 si0<z<a
u(z,0)=<¢ f(zr) eC(RY) sia<z<b
0 siz>b

para asegurar la existencia de soluciones en frente de ondas con velocidad exactamente 2
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t=0 £ >0 t>>0

Figura 7.8: Desarrollo de una solucién en frente de ondas de la ecuacién de
Fisher.

curva que aparece representada en la figura (7.7). O sea, con razonamientos asi
se puede probar la existencia de solucién en frente de ondas para velocidades
¢ > 2. Se trata ahora de razonar hasta que punto se relacionan las soluciones
de esta ecuacién linealizada con las de la ecuacién no lineal.

Para terminar este estudio s6lo indicar que la ecuacién de Fisher (7.6) no
varia si consideramos —z en lugar de z, asi que aparece también una solucién
en frente de ondas que corresponde a la forma u(z, t) = U(z + ct) que verifica
ahora que

U(—o0) 0
U(o) = 1

De esta forma, si resolvemos la ecuacién (7.7) para una condicién inicial
u(z,0) que vale cero fuera de un dominio finito como el que aparece en la
figura (7.8), la solucién u(z,t) se desarrolla en dos frentes, uno moviéndose
hacia la derecha y otro hacia la izquierda, ambos con una velocidad ¢ = 2.

7.3 Ejercicios

1. Considera la ecuacién de reaccién-difusion adimensionalizada

Ou o*u

2 =uw?1- —

a (1-w)+ Ox?

(a) Obtén una ecuacién diferencial ordinaria para una solucién en frente de
ondas de la forma u(z,t) = U(2) con z = z — ct donde c es la velocidad
de la onda.

(b) ;Puedes plantear un estudio de estas ecuaciones en el plano de fases?,

2. Si los depredadores y las presas estin distribuidas en un determinado espacio,
es obvio que, ademds de las variaciones temporales, las presas se moveran para
evitar a los depredadores y los depredadores lo hardn para intentar capturarlas.
Para simplificar la situacién podemos considerar sélo el problema unidimensio-
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nal. Aparecen entonces las ecuaciones

U
0z?’

oU U
= AU(l—E>—BUV+D1

ov o*V
B CUV—DV+D2W.

donde U es la presa, V es el depredador, A, B, C, D y K son los coeficientes
asociados a la interaccién temporal de las especies y Dy, D5 los coeficientes de
difusién.

(a) Justifica que el cambio de variables

K’ A D,
D, CK D
b=3, =7 ’“or
adimensionaliza las ecuaciones y las transforma en

Ou 0%u

'87 = U(l—u—"U)'FDw,

v 0%

i av(u —b) + Froa

(b) Buscamos soluciones en frente de ondas de esas ecuaciones de la forma
u(z,t) = U(2), v(z,t) = V(2), z=1z+ct.

Encuentra el sistema de ecuaciones diferenciales que aparece asociado a
estas soluciones.

(c) El anélisis de este sistema tendriamos que realizarlo en un espacio de fases
de dimensién cuatro, asi que consideraremos la situacién especial en la que
el coeficiente de difusién de las presas sea mucho mas pequena que el de los
depredadores, D = 0. Encuentra, en este caso, el sistema tridimensional
de ecuaciones de primer orden que describen esta condicién.

(d) Determina los puntos de equilibrio de este sistema y su estabilidad, si es
posible.

(e) ;Es facil hacer un diagrama del comportamiento de las érbitas alrededor
de los puntos de equilibrio?
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