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INTRODUCCION

Este libro estd concebido con el propésito de cubrir los conceptos y técnicas
basicas de la Investigacién Operativa y pone el mayor énfasis en sus aplicaciones
a problemas reales. Los destinatarios de este texto son las personas, estudiantes o
profesionales, que se inicien en el estudio de las distintas técnicas que la Investigacién
Operativa nos suministra para el estudio de los problemas de optimizacién que surgen
a diario en el mundo de la empresa y de la administracién, problemas que pretenden
dar el maximo rendimiento a los recursos disponibles y, por lo general, limitados.
Estd especialmente disefiado para alumnos de las Escuelas de Ingenierfa o para
estudios de Ciencias Econémicas y Empresariales y es fruto de la experiencia de
los autores, ambos profesores de Estadistica e Investigacién Operativa de la Escuela
Superior de Ingenieria de la Universidad de Cédiz.

El libro estd organizado en tres secciones:

Una primera parte teérica donde se recogen sobre todo los conceptos fundamen-
tales y los algoritmos mds usuales en la resolucién de problemas de optimizacién,
ilustrando todos los aspectos mencionados con abundantes ejemplos. En los cuatro
primeros temas se trata la Programacién Lineal, la Dualidad en Programacién Li-
neal y los problemas de Sensibilidad del algoritmo de Simplex. Los siguientes temas
estan dedicados a algoritmos especiales de optimizacién, incluyéndose el problema
de transporte, problemas de redes y programacién con variable entera o binaria. El
libro contiene también un capitulo de Teoria de Colas, asi como otro que trata los
temas mads bédsicos de las Técnicas de Simulacién, incluyendo programas en Fortran
y en otros lenguajes de Programacién.

La segunda parte, dedicada a problemas sobre los temas tratados en la teorfa,
contiene una seccién de ejercicios totalmente resueltos y otra de ejercicios propuestos
con su solucién.

La tercera parte contiene diversos problemas realizados con el Programa LINGO
publicado por LINDO SYSTEMS. INC., incluyendo instrucciones de uso de los co-
mandos de este programa.

Esperamos que los lectores encuentren titil este manual para el estudio y las
aplicaciones de la Investigacién Operativa y sean capaces de resolver los problemas
que se les planteen en este campo. De esta forma, veremos cumplido nuestro objetivo.

LOS AUTORES






Parte 1

TEORIA






Tema 1

Introduccion a la teoria de
optimizacién

1.1 Origenes y desarrollo

En los siglos XVII y XVIII, grandes matematicos como Newton, Leibnitz, Bernoulli
y, sobre todo, Lagrange, que tanto habfan contribuido al desarrollo del cédlculo in-
finitesimal, se ocuparon de obtener mdximos y minimos condicionados de determi-
nadas funciones.

Posteriormente el matematico francés Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830)
fue el primero en intuir, aunque de forma imprecisa, los métodos de lo que actual-
mente llamamos programacién lineal y la potencialidad que de ellos se deriva.

Si exceptuamos al mateméatico Gaspar Monge (1746-1818), quien en 1776 se in-
teresé por problemas de este género, debemos remontarnos al ano 1939 para encon-
trar nuevos estudios relacionados con los métodos de la actual programacién lineal.
En este afio, el matemadtico ruso Leonodas Vitalyevich Kantarovitch publica una
extensa monograffa titulada Métodos matemdticos de organizacion y planificacion
de la produccién en la que por primera vez se hace corresponder a una extensa gama
de problemas una teoria matemdtica precisa y bien definida llamada, hoy en dia,
programacion lineal.

En 1941-1942 se formula por primera vez el problema de transporte, estudiado in-
dependientemente por Koopmans y Kantarovitch, razén por la cual se suele conocer
con el nombre de problema de Koopmans-Kantarovitch.

Tres afios mds tarde, G. Stigler plantea otro problema particular conocido con el
nombre de régimen alimenticio optimal.
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1.1.1 Origenes de la Investigacién operativa

La Investigacién Operativa (I.0.) es una ciencia relativamente joven. Los pri-
meros resultados importantes se consiguieron durante la IT Guerra Mundial. En la
batalla de Inglaterra el ejército aleman sometié a los britdnicos a un duro ataque
aéreo. El gobierno estaba explorando cualquier método para defender el pais. Los
ingleses tenfan una fuerza aérea hébil, aunque pequefia, pero disponia de radares.
Se plantearon sacarle al radar el mdximo rendimiento. El gobierno convocé a media
docena de cientificos de diversas disciplinas para resolver este problema. Asf dise-
naron una nueva técnica, la Investigacién Operativa, que duplicé la efectividad del
sistema de defensa aérea mediante una localizaciéon éptima para las antenas y una
mejor distribucién de las sefiales.

Alentados por este éxito, Inglaterra organizé equipos similares para resolver otros
problemas militares. EE.UU. hizo lo mismo cuando entré en guerra, credndose el
proyecto (SCOOP Scientific Computation of Optimum Programs) que desarrolld el
algoritmo Simplex (George B. Dantzing, 1947).

Una de las primeras aplicaciones de los estudios del grupo SCOOP fue el puente
aéreo de Berlin. Se continué con infinidad de aplicaciones de tipo preferentemente
militar.

En 1946 comienza el largo periodo de la guerra fria entre la antigua Unién So-
viética (URSS) y las potencias aliadas (principalmente, Inglaterra y Estados Unidos).
Uno de los episodios més llamativos de esa guerra fria se produjo a mediados de 1948
cuando la URSS bloqued las comunicaciones terrestres desde las zonas alemanas en
poder de los aliados con la ciudad de Berlin, iniciando el bloqueo de Berlin. A
los aliados se les plantearon dos posibilidades: o romper el bloqueo terrestre por
la fuerza, o llegar a Berlin por el aire. Se adopté la decisién de programar una
demostracién técnica del poder aéreo norteamericano; a tal efecto, se organizé un
gigantesco puente aéreo para abastecer la ciudad: en diciembre de 1948 se esta-
ban transportando 4500 toneladas diarias; en marzo de 1949, se llegé a las 8000
toneladas, tanto como se transportaba por carretera y ferrocarril antes del corte de
las comunicaciones. En la planificacién de los suministros se utilizé la programacion
lineal. (El 12 de mayo de 1949, los soviéticos levantaron el bloqueo).

En estos anos posteriores a la Segunda Guerra Mundial, en Estados Unidos se
asumié que la eficaz coordinacién de todas las energias y recursos de la nacién era
un problema de tal complejidad, que su resolucién y simplificacién pasaba necesa-
riamente por los modelos de optimizacién que resuelve la programacién lineal.

Paralelamente a los hechos descritos se desarrollan las técnicas de computacién
y los ordenadores, instrumentos que harfan posible la resolucién y simplificacién de
los problemas que se estaban gestando.

En 1952 un ordenador SEAC del National Bureau of Standars proporcioné la
primera solucién de un problema de programacion lineal, que es el tema del que nos
ocuparemos al principio del libro. Se obtuvieron soluciones para los problemas de
determinar la altura éptima a la que deberfan volar los aviones para localizar los
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submarinos enemigos, ademds resolvieron el problema del reparto de fondos entre
combustible, armamento, instrumentos, equipos, etc ... También se determiné la
profundidad a la que habia que enviar las cargas para alcanzar a los submarinos
enemigos con mayor efectividad. En este aspecto los resultados de la Investigacion
Operativa multiplicaron por cinco la eficacia de la fuerza aérea.

Los fundamentos matemadticos de la programacion lineal se deben al matematico
norteamericano de origen hiingaro Janos von Neuman (1903-1957), quien en 1928
publics su famoso trabajo Teorfa de Juegos. En 1947 conjetura la equivalencia de
los problemas de programacion lineal y la teorfa de matrices desarrollada en sus
trabajos. La influencia de este respetado matemdtico, discipulo de David Hilbert
en Gotinga y, desde 1930, catedratico de la Universidad de Princenton de Estados
Unidos, hace que otros investigadores se interesaran paulatinamente por el desarrollo
riguroso de esta disciplina.

En 1958 se aplicaron los métodos de la programacion lineal a un problema con-
creto: el calculo del plan 6ptimo de transporte de arena de construccién a las obras
de edificacion de la ciudad de Moscd. En este problema habfa 10 puntos de partida
y 230 de llegada. El plan éptimo de transporte, calculado con el ordenador Strena
en 10 dias del mes de junio, rebajé un 11% los gastos respecto a los costes previstos.

Estos métodos se aplicaron posteriormente a problemas comerciales y de la in-
dustria, lo que contribuyé a que la Investigacién Operativa se desarrollara extraor-
dinariamente entre los anos 50 y 60.

En la sociedad civil ya se habian planteado anteriormente diversos problemas pro-
pios de la Investigacién Operativa en un disciplina que se conocié como Investigacion
de Empresas o Andlisis de Empresas, pero lo que aporté la II Guerra Mundial fue
el desarrollo de métodos sistematicos para afrontar estos problemas, principalmente
el método Simplex.

El campo de las aplicaciones no bélicas de la Investigacién Operativa es muy am-
plio. Esta resuelve problemas tales como el uso adecuado de los equipos de trabajo
y de personal, localizacién y volumen de sucursales, campanas de publicidad, trans-
porte de mercancias, problemas de grafos y redes, problemas de colas, etc. También
tiene aplicaciones en agricultura y ganaderia dando respuestas que permitan la mejor
distribucién de los cultivos o la alimentacién mas econémica para el ganado.

Como ya hemos comentado anteriormente, otro motor importantisimo del de-
sarrollo de la Investigacion Operativa ha sido el ordenador que permite resolver
problemas reales en que intervienen un gran ndmero de variables en un tiempo ra-
zonable.

En Espafia el Instituto de Estadistica de Madrid comenzé sus cursos en 1950
con una conferencia sobre aplicaciones de la Investigacién Operativa, justo cuando
apareci6 el libro de Morse-Kimbal en el que se exponian los trabajos de los equipos
cientificos que se constituyeron en la guerra. Se publicé a partir de 1950 una revista
especializada: “Trabajos de Estadistica en Investigacion Operativa” con un nivel
similar al de otros pafses europeos, a pesar de que nuestra industria estaba muy
atrasada. Adelantdndose a otros paises se creé un Instituto de Investigacién Opera-
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tiva que colaboré con las empresas espafiolas a introducir la Investigacién Operativa
en la resolucién de sus problemas. De esta forma, se reconocié la importancia de
esta materia, y como consecuencia se incorporé a los planes de estudio de facultades
y escuelas universitarias.

Destacamos asimismo a Sixto Rios que ha jugado un papel fundamental en el
campo de la Estadistica y la Investigacién Operativa en Espafia. También se puede
destacar el gran nimero de discipulos de este profesor, incluidos sus propios hijos,
que han contribuido y contribuyen al desarrollo de la Estadistica y la Investigacién
Operativa en las universidades espafolas, aportando un gran niimero de trabajos y
publicaciones.

En el siglo XX se produce la aparicién de nuevas ramas de las matemaéticas, por
lo que es preciso resaltar algunos aspectos que la caracterizan:

o Teoria de Juegos.

e La Programacién Lineal.

La Investigacién Operativa.

Algebra Computacional.

1.1.2 La Teoria de Juegos

Asi como la Teoria de la Probabilidad surgié del estudio de los juegos de azar y del
deseo de los jugadores profesionales de encontrar formas de mejorar sus ventajas,
la teorfa de juegos nace al intentar dar precisién a la nocién de “comportamiento
racional”. El estudio matemaético de los juegos ofrece la posibilidad de nuevas formas
de comprensién y precisién en el estudio de la Economia.

La Teoria de Juegos utiliza herramientas bésicas de las matemadticas, el Algebra,
en concreto las matrices, la probabilidad e incluso el teorema del punto fijo de
Brouwer para demostrar que existe un unico plan de accién “estable" o racional
que representa la estrategia 6ptima. Actualmente se aplica en Economia y en la
Estrategia Militar.

1.1.3 La Programacién Lineal

La Programacién Lineal es una técnica reciente de la Matemadtica Aplicada que
permite considerar un cierto nimero de variables simultdneamente y calcular la
solucién 6ptima de un problema dado considerando ciertas restricciones.

Su nombre se debe a que en un principio trataba de resolver problemas que se
planteaban en términos matemdticos con funciones lineales. En la actualidad se
aplica también a problemas no lineales.
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La teoria de la Programacién Lineal ha sido desarrollada por Gohn, Von Neu-
mann, Dantzig, Koopmans, W. Cooper y Charnes entre otros matemaéticos, estadis-
ticos y economistas.

El proceso para encontrar la solucién éptima es el siguiente: Se plantea el pro-
blema, se traduce a un modo algebraico, se analizan las restricciones y se busca
el 6ptimo dependiendo del criterio que se quiera aplicar. La respuesta se puede
encontrar por varios métodos. El més general es el disefiado por Dantzig, que se
denomina método del Simplex.

Estos métodos emplean un “teorema dual" mediante el cual un problema de
maximizacién lleva emparejado uno de minimizacién.

Se utiliza en problemas de transportes, negocios, en logistica militar y en la
actualidad las aplicaciones también se dirigen hacia el drea industrial, a la resolucién
de problemas de produccién, etc.

La Programacién Lineal se ha convertido en una herramienta de las Matemaéticas
tanto tedricas como aplicadas que utiliza el Algebra, la Teorfa de Matrices y estd
relacionada con la Estadistica y la Teorfa de Juegos.

1.1.4 La Investigacién Operativa

Una caracteristica importante del siglo XX es el desarrollo de las distintas ramas
de las Matematicas y el descubrimiento de los vinculos entre ellas. Pero también el
resurgir de nuevas ramas como es la Investigacién Operativa.

Aunque debe su nombre a su aplicacién a las operaciones militares, y empieza a
desarrollarse en la II Guerra Mundial, sus origenes se remontan al siglo XVII. Pascal
y Fermat, que habfan inventado el concepto de esperanza matemética, inician los
estudios de Investigacién Operativa junto con Jacques Bernoulli y Waldegrave al
intentar resolver problemas de decisién en el campo de la incertidumbre.

Posteriormente, Monge (1746-1818) se propuso y logré resolver un problema
econémico de naturaleza combinatoria: el de los desmontes y rellenos. Borel (1871-
1956) presenté la Teorfa matemdtica de los Juegos en la Academia de Ciencias de
Paris, mientras que Erlang establecia la de las “filas de espera”, que utilizé para la
concepcion de redes telefénicas. En visperas de la II Guerra Mundial, Kantorovitch
concebia y aplicaba la programacién lineal a la planificacién. Por ello cuando el fisico
inglés Blackett, en 1938, fue llamado para reunir el primer equipo de investigadores
operativos, ya le habian precedido personalidades en dicho campo.

Blackett tuvo el mérito de encontrar la férmula que le permitié tratar de forma
rdpida y con éxito la dificil cuestién de la implantacién éptima de los radares de
vigilancia britdnicos, que desempefiaron un papel tan decisivo en la “Batalla de
Inglaterra”. Desde que finalizé la guerra se ha utilizado con éxito para resolver
problemas de dmbito empresarial, industrial, etc.

Es justo sefialar que el desarrollo de la investigacién operativa ha sido posible
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gracias al desarrollo de los medios informéticos que son los que posibilitan resolver
los problemas en la préctica, como gestién de grandes conjuntos econémicos, orga-
nizacion sistematica de tareas complejas o controlar toda una red eléctrica nacional.

Debido al éxito de la Investigaciéon Operativa en el campo militar, los industria-
les recurrieron a ésta para solucionar los problemas generados por la complejidad y
especializacién que iba en aumento dentro de sus organizaciones. En 1951, la Inves-
tigacién Operativa ya se habia introducido por completo en la industria britdnica
v estaba en proceso de hacerlo en la estadounidense. Desde entonces, su desarrollo
ha sido muy rdpido, en gran medida gracias a la ayuda del ordenador que, desde
el momento de su aparicién, queda irremediablemente unido a la Teoria de la Pro-
babilidad, a la Estadistica y especialmente a la propia Investigacion Operativa y
aumenté enormemente las posibilidades de la Ciencia.

Segun Hillier y Lieberman (1991), en esencia la contribucién del enfoque de la
Investigacion Operativa proviene principalmente de:

e La estructuracién de una situacién de la vida real como un modelo matemitico,
logrando una abstraccién de los elementos esenciales para que pueda buscarse
una solucién que concuerde con los objetivos del que toma decisiones.

o El anilisis de la estructura de tales soluciones y el desarrollo de procedimientos
sistemdticos para obtenerlas.

o El desarrollo de una solucidn, incluyendo la teoria matemdtica si es necesario,
que lleva el valor éptimo de la medida de lo que se espera del sistema.

Actualmente la Investigacién Operativa incluye gran cantidad de ramas como la
Programacion Lineal y No Lineal, Programacién Dindmica, Simulacién, Teoria de
Colas, Teoria de Inventarios, Teorfa de Grafos, etc. y se encuentra muy difundida,
con aplicaciones en campos muy variados y en particular muy unida a la Economia
y a la Informdtica y por supuesto a la Estadistica y Teorfa.de Probabilidad, consti-
tuyendo una materia universitaria con entidad propia.

1.2 Modelizacién de un problema de P. L.

Introduciremos las lineas generales del modelo de Programacion Lineal (P.L.) ilus-
trandolo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1 Alimentacion del ganado

Nos proponemos alimentar el ganado de una granja de la forma que sea la mds
econdémica posible. La alimentacion debe contener cuatro tipos de nutrientes que
llamamos A,B,C,D. Estos componentes se encuentran en dos tipos de piensos M y
N. La cantidad, en gramos, de cada componente por kilo de estos piensos viene dada



1.2. MODELIZACION DE UN PROBLEMA DE P. L. 19

en la tabla siguiente:

A B C D
M| 100 100 200
N 100 | 200 | 100

Un animal debe consumir diariamente al menos 0,4 Kg del componente A, 0,6 Kg del
componente B, 2 Kg. del componente C y 1,7 Kg. del componente D. El compuesto
M cuesta 20 pts/kg y el N 8 pts/kg. sQué cantidades de piensos M y N deben
adquirirse para que el gasto de comida sea el menor posible?

Para resolver el problema construimos un modelo matematico del mismo. La
construccion de este modelo puede hacerse siguiendo el proceso que se describe a
continuacion:

1.2.1 Formulacién de los modelos
Paso 1: Determinar las variables de decision o de entrada y representarlas alge-
braicamente. Tomamos en este caso las variables:
z1 = cantidad de pienso M(en Kg)
x9 = cantidad de pienso N(en Kg).
Paso 2: Determinar las restricciones expresandolas como ecuaciones o inecuaciones
de las variables de decisién.

Las restricciones se deducen de la composicion requerida para la dieta (en Kg.):

En componente A 0,1x; + 0z > 0,4
En componente B 0z; + 0,1z > 0,6
En componente C  0,1z; + 0,2z9 > 2

En componente D 0,2z; + 0,1z > 1,7

Paso 3: Expresar todas las condiciones implicitamente establecidas por la natu-
raleza de las variables (que no puedan ser negativas, que sean enteras, que sélo
pueden tomar determinados valores, etc.)

En este ejemplo los cantidades de pienso no pueden tomar valores negativos
por lo tanto, deberfamos imponer que sean x; > 0; 2 > 0. No imponemos
otras restricciones al tipo de variables.

Paso 4: Determinar la funcién objetivo.

El objetivo de este problema es:

Minimizar gasto = Min Z = 20z; + 8za.
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El modelo por tanto es el siguiente:

Min Z = 20z, + 8z2

TEMA 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE OPTIMIZACION

s.a.: 0,1z + Ozo > 0,4
Oz1 + 0, 1z2 > 0,6
0,1x1 + 0,22, > 2
0,2x1 + 0,1z > 1,7
z1,x2 20

1.3 Modelizacién de diversos problemas de 1.0.

Vamos a modelizar ahora diversos problemas que se pueden plantear en la Investi-
gacién Operativa (I1.0.) que enunciamos a continuacién:

Ejemplo 2 Transporte de tropa.

Un destacamento militar formado por 40 soldados de Ingenieros, 36 especia-
listas dinamiteros, 88 antiguerrilleros y 120 infantes como tropa de apoyo, ha de
transportarse hasta una posicidn estratégica importante. En el parque de la base
se dispone de 4 tipos de vehiculos A,B,C,D, acondicionados para el transporte de
tropas. El nimero de personas que cada vehiculo puede transportar es 10,7,6,9 de la

forma en que se detalla en la siguiente tabla:

Ingenieros | Dinamiteros | Antiguerrillas | Infantes
A 3 2 1 4
B 1 1 2 3
C 2 1 2 1
D 3 2 3 1

Los gastos de gasolina de cada vehiculo hasta el punto de destino se estiman en
160, 80, 40 y 120 litros respectivamente. Si queremos ahorrar gasolina. ;Cudntos
vehiculos de cada tipo habrd que utilizar para que el gasto de gasolina sea el menor

posible?

P1) z; = n° vehiculos de cada tipo que se usen.

P2)

3x1 + 2 + 223 + 324
221 + o + 23+ 214
1+ 2x0 + 223 + 324
4z, + 329 + 23 + 24

z; son enteros.

40
36
88

VIVIVIV

120
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P4) Minimizar gasto gasolina = 160z; + 80z + 40z3 + 12024

Min Z = 160z + 80x5 + 40x3 + 12024

s.a.. 3x1 + 22 + 2x3 + 314 > 40
2x1 + xo + 23 + 214 > 36
T1+ 2x9 + 223 + 314 > 88
41 + 329+ 3 + T4 > 120

z; >0 ; enteros.

Ejemplo 3 Transporte de mercancias.

Un fabricante desea despachar varias unidades de un articulo a tres tiendas T1,
T2, T3. Dispone de dos almacenes desde donde realizar el envio, A y B. En el
primero dispone de 5 unidades de este articulo y el seqgundo 10. La demanda de cada
tienda es 8, 5 y 2 unidades respectivamente. Los gastos de transporte de un articulo
desde cada almacén a cada tienda estdn expresados en la tabla:

Tri| T2 | 73
Al 1 2| 4
Bl 3| 2 1

5Cdémo ha de realizar el transporte para que sea lo mds econdémico posible?

z; = n° de unidades transportadas.

Problema equilibrado (Oferta=Demanda):

T1 | T2 | T3 | Disponibilidad
A I i) I3 5
B T4 s Te 10
Demanda | 8 ) 2

Min Z =1 + 229 + 423 + 3x4 + 225 + 26
s.a. r1+x9+x3=2>5
T4+ T5+ 36 =10

r1+x4 =8
Tot+xT5=2>5
T3+ =2

x; enteros y no negativos.

Ejemplo 4 Arboles frutales.

Un agricultor tiene una parcela de 640 m? para dedicarla al cultivo de drboles
frutales: maranjos, perales y manzanos. Se pregunta de qué forma repartird la su-
perficie de la parcela entre las tres variedades para conseguir el mdzimo beneficio
sabiendo que:
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Cada naranjo necesita un minimo de 16 m?, cada peral 4 m? y cada manzano 8

m2.

Dispone de 900 horas de trabajo al ario, necesitando cada naranjo de 80 horas al
afio, cada peral 5 y cada manzano 10.

Los beneficios unitarios son de 50, 25 y 20 unidades monetarias respectivamente
por cada naranjo, peral y manzano respectivamente.

I

T2

I3

= ndmero de naranjos.
= ndmero de perales.

= ntimero de manzanos.

Max Z = 50x; + 25x2 + 20x3
s.a.: 16z; 4+ 4x9 + 83 < 640
30z1 + 5o + 1023 < 900

z; 20 ; enteros.

Ejemplo 5 Arboles frutales (II).

. Si se produce un incremento del precio de los naranjos que hace elevar el be-

neficio de cada naranjo a 120. ;Sigue siendo vdlida la solucion?

Si desciende el beneficio de los perales hasta situarse en 10. ;Se modificard la
solucion del problema?

Al agricultor se le plantea la posibilidad de cultivar limoneros que necesitan
12m? de tierra, 20 horas anuales de mano de obra, proporcionando un beneficio
de 80 u.m. 5Cudl serd ahora la situacion?

A causa de la sequia, el agricultor tiene restricciones para el riego: Le han
asignado 200m3 de agua anuales. Las necesidades son de 2m3 por naranjo,
1m3 por peral y 1m3 por manzano cada afio. ;Cémo repercute esta nueva
situacion en la solucion inicial?

Se compra una parcela contigua de 160m?. ;Cudl serd en este caso la nueva
solucion?

De acuerdo con un estudio técnico, para el tratamiento éptimo de los perales
se necesitan 10m? y 15 horas de mano de obra anuales. ;Sigue siendo vélida
la solucion?

.7 = 120z + 2529 + 20x3

Z" = 50x; + 20x9 + 2023
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3. x4 = numero de limoneros.

Max Z = 50x1 + 20x2 + 20z3 + 30z4
s.a.: 16xy + 4xo + 8x3 + 1224 < 640
30x1 + dxo + 10z3 + 2024 < 900
x; >0 ; enteros.

4. Nueva restriccion: 2z, + x2 + 3 < 200
5. 16x; + 4x9 + 823 < 800

6. El programa lineal se escribira:

Z = 50x1 + 2529 + 2023
s.a.: 16z + 1020 + 8z3 <L 640
30z, + 1525 + 10x3 < 900
xr; >0 ; enteros.

Ejemplo 6 Asignacion de personal.

Una empresa ha preseleccionado & candidatos para ocupar 4 puestos de trabajo en
la empresa. Los puestos de trabajo consisten en manejar 4 mdquinas diferentes (un
trabajador para cada mdquina). La empresa ha probado a los cinco trabajadores en
las 4 mdquinas, realizando el mismo trabajo todos ellos en cada una de las mdquinas,
se obtuvieron los siguientes tiempos:

Trabajo | Maquina 1 | Mdquina 2 | Mdguina 8 | Mdquina 4
1 10 6 6 5
2 8 7 6 6
3 8 6 5 6
4 9 7 7 6
5 8 7 6 5

Determinar qué trabajadores debe seleccionar la empresa y a qué mdquinas debe
asignarlos.

La variable x;; representa la accién “el trabajador ¢ se asigna a la maquina j".
Los dos estados de esta accién son 0 (si no se asigna) y 1 (si se asigna).

Min Z 10x11 4 891 + 8231 + 9241 + 851+
6212 + Txog + 6x32 + Txa2 + TTs2+
6x13 + 393 + Sx33 + TT4o + 653+

5214 + 624 + 6234 + 6244 + 5]354

+ o+ 4
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S.a.: T11 +T21 + 31 + T4
T21 + Z22 + T23 + XT24
T31 + Z32 + Z33 + T34
T41 + Ta2 + Ty3 + Taq
T11 +Z21 + 231 + T4 + Z51
T21 + Z22 + T2z + T2q4 + T2
T31 + X32 + T33 + T34 + Ts3
T4l + Ta2 + T43 + Tyq + Tsq
zi; > 0;  x;€{0,1}

AN IA A IA

=t = e i ped b e e

Ejemplo 7 Camino minimo.

Una persona tiene que desplazarse a diario de un pueblo 1 a otro 7. Estd es-
tudiando usando el mapa de carreteras cudl debe ser el trayecto mds corto. Las
carreteras y sus distancias estdn en la figura 1.1.

Figura 1.1 Mapa de carreteras de los pueblos 1 al 7.

La variable x;; representa la accién “desplazarse del pueblo 7 al 57, indicando el
uno que se produce tal desplazamiento, y el cero que no se produce.
Min Z = 12x19 + 4x13 + 5To4 + 395 + 2234+
+ - bxgo + 2x43 + 10245 + x50 + 10254+
4+  2z57 + 1063 + 4267

S.a.: 12 + 13
Zog + To5 — T12 — T42 — Ts2

T34 + T36 — T13 — T43 — T63 =
T42 + X43 + Tas — Tog — T34 — Ts4
Tsp + Tsqa + Ts7 — Tos — Tas

T63 + Te7 — T36

—ZT57 — Te7 = -1
Tij >0 ;o Ty € {0, 1}

I
cCooco o
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Ejemplo 8 Localizacion.

Una empresa tiene la exclusiva para la distribucién de un producto en 4 pobla-
ciones. En un estudio de mercado se ha determinado la demanda potencial:

Poblacion 1 Poblacion 2 Poblacion 3 Poblacion 4
3000 unidades | 2000 unidades | 2500 unidades | 2700 unidades

Se sabe que los costes de transporte son de dos pesetas por Km y unidad transportada.
La distancia entre los pueblos es la que figura en la tabla siguiente:

1121 8] 4
11-125]35]| 40
2(-1 -120) 40
3 -] - - | 80
41-1- B -

Para abaratar los costes de transporte se decide instalar un almacén con capacidad
para 6000 unidades en dos de estas cuatro ciudades.

Determinar en qué poblaciones deben instalarse los almacenes para que el coste
de distribucidn sea minimo.

La variable z;; representa la cantidad enviada del almacén ¢ a la poblacién j, e
y; toma el valor 1 si se selecciona la ciudad ¢ para localizar el almacén. Toma el
valor 0 en caso contrario.

MinZ = 050x10+ 70x13 + 60x14 + 50x91 + 40203+
4+  80x94 + 70x31 + 40232 + 6034 + 60247+
+

80z42 + 60143

s.a.; T11 +T21 +T31 + T4 > 3000
T12 + To2 + T32 + Tq2 > 2000
T13 + To3 + T33 + Ta3 > 2500
T14 + Tog + T3g + Taq > 2700
ity t+yst+ya = 2
T11 +Z12 + 113+ 714 —6000y; <O
To1 + Tag + T3 + 223 — 6000y < 0
T31 + T3z + X3z + x34 — 6000ys < 0
ZTq1 + Tag + Taz + 744 — 6000y <O

Tij >0 ; Tij € {0, 1}.

1.4 Modelos de programacién matemadtica

La modelizacién general de un problema de programacién lineal es:
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Max(Min): Z = c1z1 + o2+ -+ + cnn
sujeto a: aj1z1 + a12T2 + -+ + G1ny (£=2) un
Am1T1 + Am2T2 + - + AmnTn (S=Z) bm

120,22 2>20;...2, 2 0.

donde tanto la funcién objetivo como las restricciones son funciones lineales.

Si la funcién objetivo y/o las restricciones no fueran funciones lineales diremos
que el problema es de programacién no lineal.

En la programacién cuadrética la funcién objetivo es de segundo grado y las
restricciones si existen son lineales.

En el caso particular de un problema de programacion lineal en el que las variables
de decisién tomen valores enteros, se llama programacién entera.

Cuando las variables sélo toman valores 0,1 se llama programacién booleana.
Los modelos de programacién lineal se incluyen en una clase mds amplia, la clase
de modelos de optimizacién en los que se optimiza una funcién de las variables
de decisién, denominada funcién objetivo, sujeta a un conjunto de limitaciones o
restricciones sobre las variables de decisién.

La formulacién general de un problema de optimizacién es:

Opt Z = f(x1,22,...,%n)
0;

sujeto a g;(x1,...,&,) < ji=1,...,m donde,
f es la funcién objetivo, (z1,z2,...,2,) son las variables de decisién, y tenemos
unas restricciones caracterizadas por las desigualdades sobre (g1,92,...,9m)-

En el caso de la programacién lineal la funcién objetivo y las restricciones son
lineales en las variables de decisién:

f(z1, 29, ,20) = ami+- +epzn =C'X
gj(z1,...,2n) = a1T1+ -+ ajpTn — b;
A- X < b en notacion matricial, donde,

C es el vector coeficientes del objetivo, A es la matriz de coeficientes tecnoldgicos,
b es el vector de términos constantes y X el vector de variables de decisién.
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1.5 EIl método geométrico

En algunos casos sencillos vamos a poder resolver problemas de programacién lineal
usando el método geométrico. La unica restriccion que tendremos que considerar es
que tenga dos variables de decisién. Tlustramos este método con el ejemplo siguiente:

Ejemplo 9

Max Z = 2331 + Zg
s.a.:b5ry+2ry, < 10
3z1+5x2 < 15

z1,22 > 0.

Paso 1: Representamos en un sistema de coordenadas adecuadas y, en él, las rectas
que corresponden a las restricciones.

521 + 225 = 10 —

1—2 T2 0
o .’L'1=0 Trg =
3z, + 5x9 =15 — L =5 zo=0

Paso 2. Se representa la regién del plano que verifica simultdneamente todas las
restricciones. Esta regién se conoce con el nombre de regién factible. La region
factible estd4 marcada en la figura siguiente:
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Z =2

2l

+ 42 =4.47368.

1.5.1 Descripcién del método geométrico

1) Dibujar un sistema de coordenadas cartesianas en el que las variables de decisién
corresponden a los ejes. Se elegira una escala adecuada (no necesariamente la
misma en ambos ejes) Representar las rectas correspondientes a las distintas
restricciones.

2) Representar las regiones del plano que cumplen cada una de las restricciones,
incluidas las de no negatividad. La interseccién de estas regiones nos darfa la
regién de soluciones o regién factible (si la interseccién es () el problema no
tiene solucién).

3) Si la funcién objetivo es Z = ¢1x1 + coxp, tendremos que representar la recta
r = c1x1 + cox2 = 0 y estudiar la variacién de Z al desplazarnos dentro de
la regién factible mediante rectas paralelas a r = cjz1 + cox2 = 0. En los
problemas de maximizacién la solucién serd el punto de la regién factible que
nos de un Z mayor, en los de minimizacién el que nos proporcione un Z menor.

Ejemplo 10
Max Z = 6xy 4+ 10z9
s.a.: dxy + 2o < 10
3x1 + 5x9 < 15
T1,T2 > 0.
Paso 1.

5r1 + 229 = 10 —

321 4522 =15 — ~

.’El=0 l‘2=0

6z, + 1029 =0 — o =1 xzz—%

Paso 2. Ver figura 1.3.
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Paso 3.

La recta paralela a £; — 4zo = 0 que pasa por (1,0) serfa 1 — 4z5 = 1 con
Z=iL‘1 —4:172=11—40—_—-1

Tengo que ir hacia arriba porque el término independiente ha aumentado y lo
que tengo que hacer es minimizar. El punto donde se obtiene el éptimo es el
punto A, con coordenadas:

Al m +x2=6 _ § _ 36
—4z + 3z9 =12 donde, 7

Y la solucién éptima es: Z =1 — 4y = —%.

Nota: Si el programa hubiese estado escrito en forma maximizante, el 6ptimo
se obtendrfa en el punto B(2,0), como puede verse en la figura 1.4.

Ejemplo 12
Maxr Z =2z — x9
s.a.; T1 — T2 < 2
dx1 —2x, < 16
z1,22 20
Paso 1.
_ Iy = 0 To = -2
ToE=2— .721——2 Ty =
_ T1 = 2 Ty = -3
51‘1—2.’52—16-—> .T1=% $2=0
I =0 Ty =

21E1—932=0—'—>

Paso 2. Ver figura 1.5.
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TEMA 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE OPTIMIZACION



Tema 2

Programacion Lineal

2.1 Modelo general de programacién lineal

Un programa lineal consiste en encontrar un vector X = (x1, 9, ...,&,) que opti-
mice una funcién lineal.

Opt. Z=cix1+ecxo+ -+ cpy
s.a.. 1171 + @12%2 + -+ a1y, (£=2) b
ao1T1 + Ao + -+ - + agpr, (<=2
Am1Z1 + Qm2Z2 + - + QmnTn (§:>) b
z; >0 1=12,...,n

Todos los ¢; son conocidos, también los a;; y los b;.

A los coeficientes c¢; se les denomina coeficientes de coste, a los a;; coeficientes
tecnoldgicos y a los b; coeficientes de recursos.

Programa lineal en forma estdndar. Decimos que un programa lineal estd
en forma estdndar si todas las restricciones son de igualdad y todos los b; con
t=1.2,...,m son positivos o nulos.

Veamos un ejemplo de un programa lineal en forma estdndar:

Ejemplo 13 Problema en forma estindar

Mazx Z =3x1 + 212 — x3
201 +x9— 33 = 4
s.a.: 3xr1—2x0—x3 = 2
r1,T2,T3 > 0
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A veces puede aparecer en forma matricial:

Opt. Z=cX
sa.: AX=b
X>0
C1 zy b
2 Z2 b2
donde c¢= X = . |,b= . y
Cn Tn bm
arl Ain
A= :
AQml ... Amn

También puede aparecer en forma vectorial:

Opt. 7= CtX K
s.a.: airy+axro+---+apxT, =b N
X>0 !

donde a; es la j— ésima columna de la matriz A.

Ejemplo 14 El modelo anterior en forma vectorial serta:

T
Opt. Z=(3,2,-1)| 2
. 2 (1 -3 [ 4
S.a.. 3 A _9 o + 1 T3 — 9

X>0

Programa lineal en forma canénica maximizante. Decimos que un programa
lineal est4 en forma canénica maximizante si todas las restricciones son de desigual-
dad del tipo < y el programa es de maximizar.

Ejemplo 15 Forma candnica mazrimizante

Maz Z =3z, 4+ 2z9 — z3
201+ 20 —3z3 < 4
s.a.: 3x1 — 220 —x3 < 2
$1,.’I§2,.’L‘3ZO
h ]
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Programa lineal en forma candénica minimizante. Decimos que un programa
lineal est4 en forma canénica minimizante si todas las restricciones son en desigual-
dad (>) y el programa es de minimizar.
Ejemplo 16 Forma candnica minimizante
Min Z =3x1 4+ 2x9 — T3
21 +x53—3x3 > 4

s.a.: 3zy — 229 —x3 > 2
wl,l‘ZaISZO

;,Coémo pasar cualquier modelo a forma estandar?
Paso 1: Si algun b; es negativo se multiplica la restriccién por —1.

Paso 2: Si la variable z, no tiene condicién de no negatividad, expresarla como
diferencia de dos variables positivas de la forma:

! /
Tr=1z, —z!; 2, >0;z) >0

Paso 3: Las desigualdades se convierten en igualdades mediante la introduccién de
variables de holgura positivas de la forma:

n n
Zaijz:j <bh; = Zaijzj +s;=by; 820

n n
Zaijﬂl?j >b = Zaijxj —t;=b;; >0
Ejemplo 17 Pasar a forma estindar el programa lineal:

Max Z =3x1 + x9

r1+x2 <8
s.a.: 2x1 +5x2 < 20
z1,23 >0

Los pasos 1 y 2 no son necesarios en este caso.

Paso 3:
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Max Z=3x1 +xo
T+ 2x9 + 23 = 8
s.a.: 2r1 +5x0o+x4 = 20
x1,T2,73,24 20

Ejemplo 18 Pasar a forma estindar el programa lineal:

Mazx Z =x,+ 1o

1+ 512 < 5
s.q.: 2r1 —xr2 < —4
T1,T2 > 0
Paso 1: 221 — 290 < 4 221+ 22 >4
Paso 2: Son mayores que cero.
Paso 3:
Max Z=1x+x
T + 9519 + a3 = 5
s.a.: —2r1+x0—24 = 4

Z1,22,T3,T4 > 0

Ejemplo 19 Pasar a forma estandar el programa lineal:

Min Z = 5x1 + 220

6x1 + 2 > 6
4x1 + 322 < 5
s.a.:
I Z 0
To stn restriccion
Paso 1: No es necesario.
Paso 2: zo =xh —xf; xh,25 >0
Paso 3:
Min Z = 5xq + 225 — 224
6r1 +z5—z5—23 = 6
s.a.: dr1 + 325 -3z +x4 = 5
.131,.'1,'/2,1'/2/,1'3,1‘4 > 0
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Cambiar el sentido de optimizacién. Un problema de maximizacién puede
pasarse a otro de minimizacién y viceversa:

n

n
Max z = chxj < Min2z = Z(——cj)xj ; z=—2

n

n -
Min z = chxj < Maxz: = Z(—cj)xj ; z=-2

Cambiar el sentido de una desigualdad.

En:aija:j <b = Zn:(—aij)l’j > —b;

n n
Zaijmj > bl‘ — Z(—aij)a:j < —bi
Convertir igualdades en desigualdades.

= Tagrs < b
Zaijl'j = b e { %n 7 > b A

a;;T;

o { “agr; < b {Zn(—aij)ﬂﬂj

o

VIV
&

S (—ay)z; < b > aijz;
Ejemplo 20 Dado el programa lineal:

Min Z =3x1 + 219 — 23

I, — QCEQ =

s.a.: 31 + 3 =
x1,%2,23 2 0

4

3

pasarlo a forma candnica mazximizante, y forma candnica minimizante.
Forma canénica maximizante:

Max 7' = —3171 - 2.’E2 + I3

IS

1 — 2x9

x1—2x2:4<—>{ 21 — %29

IAIA
I
1SN

rs — 2.172
“—
-1 + 229

IVAA
>
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3z + 3
3z + 3

IV IA
ININA
!
o

_ 3 3z1 + 3
3ZL‘1+$3—3H{ H{—3;271—:133

Max 2= -3x1— 2129 + 13

1 — 229 < 4
—I1 + 224 < —4

s.a.: 3x1 + 3 < 3
—31‘1 — I3 S -3

Z1,Z2,73 20
Forma canénica minimizante:
Min 7 =3x1+2x0 — 23

—x7 + 229 > —4
T — 2:172 Z 4

S.a.: —3x; — 3 > =3
3z1 + z3 > 3

Zy,T2,73 >0

2.2 Nociones previas

Decimos que {d1,as,...,@,} es un conjunto de vectores linealmente depen-
diente si existen aj,asq,....a, constantes no todas nulas de forma que se cumple
18 + a2y + 0383 + ... + @ndy = 0. Son vectores linealmente independientes
si la igualdad anterior sélo se cumple para a; = as = ... = a, = 0.

Decimos que el vector ¢ se puede expresar como combinacién lineal convexa
de los vectores {ay,ds,...,dn} si existen constantes positivas Aj, Az, ...\, de forma
que se verifique:

T=Mar+ Ao+ ...+ M@y M1+ X +..+ A, = 1.

Sean A; y A dos puntos de IR"; se llama segmento lineal cerrado de extremos
A1 y As al conjunto:

{Ac R"JA=XA, + (1 - XAy 0<A<1}

Un conjunto C C IR™ es un conjunto convexo cuando dados dos puntos cua-
lesquiera de C el segmento lineal cerrado determinado por esos puntos estd contenido

en C.

Decimos que un punto z de un conjunto convexo C es un punto extremo o
vértice de C si no existen dos puntos z1, 2 € C de forma que = = Azy + (1 — A)zg
para algin A / 0< A< 1.
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Se llama semiespacio cerrado al conjunto de puntos de IR™ que cumple

o121 + o + ... + anTn < a

Se llama poliedro al conjunto interseccién de una cantidad finita de semiespacios
cerrados.

Ejercicio Demostrar que todo semiespacio cerrado es un conjunto convexo.

Demostracion:

Sea S = {(x1,z2,..xn) € R" | oz1+az2+ ...+ anty, < a}. SeanY y Z dos
puntos de S, entonces se cumple:

Y =(y,y2,-Yn) €S <= a1ty +..topys <o

Z=(z,22,..2n) €S <= mz1+azx+..+amz, La.

Demostraremos que cualquier punto del segmento Y Z verifica la condicién:

AY +(1-NZeS : 0<i<1

Pero

AY + (1= X)Z = AMy1,v2,- -, Yn) + (L = N (21,22, ..y 2n) =
= ()‘yl + (1 - )\)21,/\2/2 + (1 - )‘)327 . 'a/\y’n + (1 - )‘)Zn)

Ahora sustituimos y comprobamos que sea menor o igual a .

a1{Ayr + (1= Aa1] + az[Ayz + (1 = A)zo] + -+ + an[Ayn + (1 — A)zp] =

a1 Ay +a1(1 — Nz + agdy2 + (1 — A)ze + - + @pAyn + an(l — Nz, =
Maryr +o2ys + -+ anyn) + (1 = M(a121 + @2z + -+ + anzp) <
Aa+(1-ANa=da+a—-Ira=«a

Il

IA

luego

AY + (1= AN)Z €S
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Teorema 1 Si C es un conjunto convexo acotado con un numero finito de puntos
extremos, entonces cualquier punto de C puede expresarse como combinacion lineal
conveza de los puntos extremos. Esto es:

Ay, Ao, ..., Ar puntos extremos de C , A € C =
A = MAL+XAs+ -+ A A,

sitendo A1 + Ao+ -+ Ay = 1.

2.3 Definiciones sobre las soluciones de un proble-
ma

Vamos a dar a continuacién algunas definiciones sobre las soluciones de un problema
de programacién lineal.

Se llama solucién factible a cualquier vector x que verifique
Ar=b, 220
Se llama regién factible al conjunto de todas las soluciones factibles
F={zelR" | Az = bz > 0}

Decimos que X* es una solucién factible 6ptima si optimiza en el sentido
deseado a la funcién objetivo. Esto es:

Caso de Maximizacién Z* = C!X* cualquier otro X € F =
Z=CX<CX*=27"

Caso de Minimizacién
Z* =CtX* cualquier otro XcF = Z=C'X>C'X*=2*

Sea X* la solucién 6ptima del programa lineal, a la cantidad Z* = CtX* se le
llama valor 6ptimo del programa lineal.

Decimos que un programa lineal es no acotado cuando no tiene valor éptimo
finito: Max Z — 400 0 Min Z — —o0.

Decimos que un programa lineal es infactible o no tiene solucién cuando
no existen valores para las variables x; que verifiquen las restricciones. Es decir, la
regién factible es vacfa, F = 0.



2.3. DEFINICIONES SOBRE LAS SOLUCIONES DE UN PROBLEMA

Matriz basica: Supongamos un sistema de ecuaciones del tipo:

0111+ ... + 01,2, = b
Oz + ...+ 0oz, = by
011+ ... +0mnzn = by

43

Si suponemos que 7(A) = m, tomamos cualquier submatriz B de A no singular

de orden m (determinante no nulo). La matriz B se llama matriz bésica.

Si hacemos igual a cero las n — m variables asociadas a los vectores columnas
de A que no estdn en B, la solucién del sistema formada por estas variables nulas
y la solucién del sistema resultante BXp = b de m ecuaciones con m variables se

denomina solucién basica asociada a la matriz bédsica B.

Se denominan variables bdsicas a las variables del vector X formado por las
m variables del sistema BXpg = b. Las variables que se han igualado a cero “n —m”

se denominan variables no bdsicas.

Ejemplo 21 Encontrar las soluciones bdsicas de:

r1+2x+r3 = 4
2r1+ 29+ 53 = 5
1 2 1
A—<2 1 5) ; r(A)=2

y por tanto z3 = 0.

po=e 5 o= (G 1)(R)-(5)=

T +2x0 = 4
201 +x9 = 5

Xp =B — (2):(;?>—1<§>:<
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Una solucién bésica del sistema seria:

x1=2; 19 =1, r3=0.
Podriamos haber escogido como submatriz

B=(91,03)=(

[ ]
QU =
SN—’

y por tanto z9 =0

4 I+ 3
5 ) = 2r1 + 5x3

I
[SLI N
——

-1

el z1 Y _ (11 4\ 5
wese = (3)=(23) (5)-(2)
Una solucién bésica del sistema seria:

1 =9 9 =0; z3 = —1.

Otra submatriz

— N

32(92,03)=(

T =
N—

y por tanto x; =0

-1

1 2y _ [ 2 1 4\ [ 5/3
wert = (2)=(13) (5)-(38)
Una solucién bésica del sistema serfa:

1 =0; 20 =7; T3 =

wl

2
=

Resumiendo, las soluciones bédsicas de este ejemplo son:

Variables basicas | Variables no bdasicas
1 =2, 290=1 z3 =0
I1=5;Z‘3:—1 .ZQ:O
11722-2-;333:% l'1=0
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Si A es una matriz de dimensién m X n y n > m, tendrd ( m ) soluciones

. N . . 3 .
bdsicas como maximo. En el ejemplo anterior ( 9 | = 3, y como hemos visto

anteriormente, hay 3 soluciones bdsicas exactamente. A veces este nimero maximo
de soluciones bésicas no se alcanza porque algunas de las submatrices tienen deter-
minante nulo. Esto puede verse en algunos problemas en la parte de los ejercicios
resueltos.

Si X5 es una solucién bésica y se cumple que los valores de las variables bésicas
son mayores o iguales que cero, decimos que la solucién es bdsica factible y que
la base B es una base factible.

Si en una solucién factible bésica, alguna de las variables bésicas vale cero, deci-
mos que la solucién es factible basica degenerada.

Soluciones bésicas factibles adyacentes son dos soluciones bésicas factibles
que tienen en comiin m — 1 variables bdsicas.

Ejemplo 22 Con referencia al ejemplo anterior:

Variables basicas | Variables no basicas
T1=220=1 z3 = 0 Solucion bdsica factible
=523 =-1 o = 0 Solucién bisica no factible
Ip = %;xg = % 21 = 0 Solucion bdsica factible

2.4 Algunos resultados sobre las soluciones

Vamos a estudiar ahora algunos resultados relacionados con las soluciones de un
problema de programacién lineal.

Teorema 2 FEl conjunto F de las soluciones factibles es convezo.

Demostracién

Suponemos F = {z € IR" / Az = b, z >0}

Z1,T2 € F probaremos que z = AZ1 + (1 -AN)Z € F;  0<A<1
r1eF — Aflzb; >0
Iy e F <~ AfQZb; 7o > 0

Como x = AZ1 + (1 — A)@2 € F si cumple que AX = b; esto es:
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A[)\fl +(1- )\).i"g] = A\ + A(l — /\)fg = A + (1 - /\)Afz =

=X+ (1—Xb=Xo+b—\b=b.

Veamos que x > 0
AT1 + (1 — A)Z2 > 0 son sumas de dos productos > 0; por tanto es > 0.

Luego se verifica que A1 + (1 — A\)@2 € F. Luego F es convexo.

Teorema 3 Sea A una matriz m x n con r(A) = m y sea b un vector m x 1. Sea
F el conjunto convero formado por los vectores X que cumplen AX =b con X > 0.
Un vector X es una solucidn bdsica factible si y solo si X es punto extremo de F.

Demostracion

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X = (z3,Z2,...,2m;0,0,...,0)
es una solucién bdsica factible, y B = {a1,az,...,an} es la base asociada a esta
solucién.

Supongamos que X no es punto extremo, y razonaremos por reduccién al ab-
surdo.

Si X no es punto extremo, existen dos puntos ¥,z € F' que verifican:
X=2y+(1-X)z para algun A€ (0,1) con y#=.
Ademss y, z son de la forma:
Y= (Y1,Y2,- s Ym Ym+ls- -+ Un) 2= (21,22, s 2m} Zmt1s- -+ 2n)-

De esta forma tenemos:

(z1,22,...,Tm;0,...,0) =

= )‘(yhy27 ey Umis Ym+, - - 7yn) + (1 - )‘)(213227 oy Zmy fm4ly s e ’Zn)'

Si operamos tenemos:
(1,22, -, Tm;0,...,0) =

= Ay + 1 =Xz, g2+ (1= Nzg, ..o, Aym + (1 = N zm, AYyme1 +
H(L =N zmg1, -3 AUn + (1 = A)2n).
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Luego
AYm+1 + (1 - )\)Zm-i-l =0
..................... _—
A+ (1=XN)z, =0
Ym+1 = 0 Zm+1 = 0
= ¢ ... VoK e
Yn =0 2, =0

puesto que no puede haber soluciones negativas.

Ademads tenemos, como y, z € F' se cumple

i
SH

y1a1 +y2a2 + - + Ymlm = b
2101 + 2202 + - + 2 Qm

Si restamos ambas expresiones nos queda:

(y1 — 2z1)a1 + (y2 — 22)a2 + -+ + (Ym — 2m)am = 0.

Por definicién sabemos que los escalares tienen que ser cero, pues {a1,asz,...,am}
forman una base, y por tanto son linealmente independientes, por lo que se deduce:

y1—z1 = 0 Y1 = 21
T S I N
Ym —2m = 0 Ym = Zm

Pero esto es absurdo pues habiamos supuesto que y # 2. Y por tanto hemos llegado
a una contradiccién, esto implica que X es punto extremo.

Supongamos que X es un punto extremo de F que tiene k componentes es-
trictamente mayores que 0. Suponemos sin pérdida de generalidad que son las k
primeras X = (z1,22,...,2;0,...,0).

Como tiene que verificar el sistema tendremos:
T101 + ToGs + -+ xTpar = b (2.1)

Vamos a probar que {ai,as,...,ax} son linealmente independientes. Vamos a ra-
zonar por reduccién al absurdo.

Supongamos que no son linealmente independientes, entonces existen A1, Ag, ..., Mg
no todos nulos tal que: )

)\1(11 +)\202+"'+>\ka :6
Si multiplicamos por € > 0, entonces:

eAay + €Ngag + -+ + edpag =0 (2.2)
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Si sumamos (2.1) y (2.2) tenemos:

(r1+€er1)a) + (z2 + €rg)az + - - + (zp + €Np)ar =D
Si restamos (2.1) y {2.2) tenemos:

(1 —€edr)ay + (xa —eXg)ag + -+ - + (zx — €Ag)ar = b
Si llamamos y, z a los vectores:

y=(x1+ €A, z2+€Xg, ..., Tp + €A, 0,...,0)

z={(T1 — €A1,y — €Xa,..., Tk — €Ak, 0,...,0)
Ambos son solucién de AX = b. Si tomamos e suficientemente pequeno:

i +ex >0 y>0
T;— €N >0 z>0

Por tanto y, z verifican el sistema y ademds son mayores o iguales a cero, entonces
y,z € F.

. 1 1
Pero si calculamos §y + 52 tenemos:

1 1 1 1 1 1 1 1

Ey + 52 = (§I1 + 56)\1, 51‘2 + 56)\2, ey §l‘k + 56/\k,0, . ,0> + (23)
1 1 1 1 1 1

<§l'1 - 56)\1, 51‘2 - 56)\2, ey Emk - 56)\]@,0, cey 0) =

= (xl,wg,...,mk,o,...,()) =X

.+_

Pero esto es contradiccién con que X sea punto extremo de F. Por tanto
{a1,a2,...,ar} son linealmente inidependientes, siendo & < m.

Pueden ocurrir dos cosas:

e Si k = m forman base, y entonces X es solucién bésica factible.
e Si k < m se completan las columnas que faltan formando una base, entonces

serd solucién bésica factible degenerada.

Teorema 4 Dado un programa lineal en forma estdndar factible acotado, el valor
éptimo del programa lineal se obtiene en un punto extremo de la region factible.

Demostracién

Sea el programa lineal
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Maz z=ctX
s.a. AX=1b
X>0
y sean {E1, Es, ..., Ex} puntos extremos.
Si llamamos M = maz{c'E1,c'Es,...,ctEy}.

Sea ahora X € F un punto cualquiera de la regién factible, usando el teorema
anterior tendremos:

X=ME +ME 4+ -+ M By, / M+t + =1
Entonces:

Z ctX = Ct(/\lEl +)\2E2 + ... +)‘kEk) —
MAEEL + XAt By + -+ M By S MM + MM 4 -+ MM

= (/\1+A2+~--+)\k)-M:1-M=M.

Il

Asi tenemos que M es el valor de la funcién objetivo en algin punto extremo.
Vx € F el valor de la funcién objetivo Z < M, entonces el punto de la regién factible
que me da el mayor valor es el valor extremo.

La demostracién para el caso minimizante es idéntica, sélo que hay que buscar
el minimo y tendremos que Z > m, siendo m = min{c*E1,c'Fs,...,ct Ex}.

Ejemplo 23 Hallar la solucion dptima del programa lineal:

Maz Z =2xy — 3x0 + 10x3
Ty +2x2+23 = 4
s.a.: 2z1+ 29+ 523 = b
z1,%2,23 2 0

Variables béasicas | Variables no bdsicas | Objetivo
T1=2;22=1 z3 =0 z=1
1 =05; x3=-1 o =10 No factible
22=5/3; 23 =2/3 | 21 =0 z=5/3

El valor méximo de Z es Z = 5/3, eso implica que la solucién 6ptima es:

.’L'1=0 1‘2:5/3 .’17322/3
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Teorema 5 Sean x1,Io,...,T) soluciones dptimas de un programa lineal en forma
estandar, entonces las combinaciones lineales convezas de x1, o, ..., T también son
soluciones dptimas.

Sillamamos X = A\jx1 + Aoxg + - - + gk, y evaluamos Z, obtenemos:

Z = X =cMzi+Aozo+ -+ Apzy) =
Atz + dactze + -+ Aty =
= MM+XIM+- -+ M=

A+ X4+ M) -M=1-M=M.

Luego X también es éptima.

Ejemplo 24 Resolver el siguiente P.L.

Mazx z2=x1+ T
—r1+zr2 < 2
r1+2z2 < 6
s.a.:
2r1+z2 < 6
z1,22 20

Los puntos extremos son A(4,0), B(4,2), C(3,3), D(0,3), E(0,0) que aparecen
en la siguiente figura.

A

Figura 2.1: Soluciones éptimas multiples
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Variables bdsicas | Objetivo

r1=0;20=0 z = 0 Solucién bésica factible
r1=0;20=3 z = 9 Solucién basica no factible
z1=3;20 =3 z = 18 Solucién éptima,

1 =429 =2 z = 18 Solucién éptima

1 =420 =0 z = 12 Solucién bésica factible

Luego B y C son soluciones éptimas, y por tanto todos los puntos del segmento
lineal BC también son soluciones éptimas.

2.5 El algoritmo del Simplex

El algoritmo del Simplex es una técnica general de resolucién de problemas de pro-
gramacién lineal. Los pasos bésicos del algoritmo son los siguientes::

1. Partir de una solucién basica factible. (Un vértice de la regién factible).

2. Comprobar si esta solucién es 6ptima. Si es asi, parar. En caso contrario, ir
al paso 3.

3. Hallar una nueva solucién bédsica adyacente a la anterior que mejore el valor
de la funcién objetivo. Ir al paso 2.

Explicaremos la forma en que se realizan estos pasos con el siguiente ejemplo,
dejando para mds adelante una exposicién més detallada del algoritmo.

Ejemplo 25 Resolver el siguiente P.L.

Mazx z=x1+x2
—x1+x2 < 2
sa: 1 +2rp, < 6
T 201 +292 < 6
z1,72 >0

Como el problema tiene sélo dos variables podrfa resolverse por el procedimiento
geométrico. Se puede comprobar que la regién factible es el poligono de vértices O,
A, B, C, D. Las coordenadas de los vértices y los valores de la funcién objetivo de
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cada uno de ellos son:

Vértice | Coordenadas | Valor de la funcién objetivo
0] (0, 0) 0
A (0,2) 2
B (5:3) 3
C (2, 2) 4
D (3,0) 3

Por lo tanto el valor 6ptimo va a ser C con un valor éptimo de 4 para la funcién
objetivo.

Ahora queremos resolver este problema por un procedimiento analitico.

Lo primero que vamos a hacer es formular el problema en forma estdndar, intro-
duciendo variables de holgura:

Max z2=2I1+ 22
—Z1 +x2 +h; = 2
s 1 +215 ' +hg = 6
. 21, +x2 +hs = 6

2120 2220 h120 hp>0 h3>0

Paso 1 Partir de una solucién bdsica factible. (Un vértice de la regién factible). En
este caso es muy facil partir de una solucién bdsica factible. Si tomamos como
variables bédsicas las variables de holgura, y damos a las no bésicas z; y 3 el
valor cero tenemos la solucién bdsica factible de partida (x1,x2, k1, h2, h3) =
(0,0,2,6,6) con un valor para z = z; +x3 = 0. Los valores anteriores cumplen
el siguiente sistema que se ha conseguido afladiendo al anterior una ultima
ecuacién conseguida trasponiendo términos en la funcién objetivo.

-I3 +19 +hy = 2

T +2x9 +hs = 6

221 +x2 +hs = 6

2 -1 —Io = 0

2120 2220 h1 >0 hy 20 h3>0

Puede observarse que todos los valores de las variables bdsicas, y también el
valor de z, aparecen en los términos independientes de este sistema.

Paso 2 Comprobar si esta solucion es 6ptima. Puesto que z = 7 + 19 = 0. Podremos
mejorarla si logramos introducir en la base la variable ;6 x3. Supongamos
que introducimos r; en la base aumentando su valor dentro de las condiciones
de factibilidad y manteniendo z2 como variable no bésica (zz = 0). Se deberd
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Paso 3

Ir paso 2

pues cumplir:

—I +h = 2
x1 +ho = 6
2x1 +hs = 6
2120 h1 20 he>0 h3>0
es decir
hy = 2 + z1 >0
h2 = 6 - I 2 0
h3 = 6 - 21’1 Z 0

Como x1 > 0 la primera restriccién se cumple siempre. Para que se cumplan
las otras dos hadeser 17 <6 y 73 < g =3 Por lo tanto el mejor valor
para x; cumpliendo todas las condiciones de factibilidad es 3. Asi que la
solucién actual no es éptima, puesto que puede mejorarse aumentando el valor
de z1.

Hallar una nueva solucién bésica adyacente a la actual que mejore el valor de
la funcién objetivo.

Sitomamoszy =3, h3 = 6 — 2z; =0 . Porlotanto la variable hj sal-
dré de la base entrando en su lugar ;. La nueva solucién es (z1, 2, k1, ha, hg) =
(3,0,5,3,0) con un valor para z = x; + 2 = 3+ 0 = 3, mejordandose por tanto
el valor de z. Con el objeto de que la actual solucién aparezca de nuevo en
el lugar de los términos independientes del sistema realizamos las transforma-
ciones adecuadas para que los coeficientes de x; del sistema sean 0, 0, 1, 0, que
eran los coeficientes que antes tenia hz. Para ello dividimos la tercera ecuacién
por el coeficiente de 1, que es 2 (pivote), y realizamos las transformaciones
del método de Gauss a las restantes ecuaciones, de modo que los restantes
coeficientes de z1 sean nulos. De esta forma se obtiene el sistema siguiente:

31, +hy +%h3 = 5

%1)2 +h2 ——h3 = 3

T +%$2 —+—?h3 = 3

z —5%2 +§h3 = 3

2120 2220 h1 20 hy2>0 h32>0

La solucién actual es (x1, 2, k1, he,hg) = (3,0,5,3,0) (Es éptima? Despe-
jamos z de la dltima ecuacién obteniendose z = 3 + -é—:cz — %hg. El valor de
z puede mejorar si podemos aumentar el valor de zo que toma en la solucién
bésica actual el valor 0. Conviene mantener para hg el valor 0. Impondremos
las condiciones de factibilidad:

3 3 1
h1=5—'§1‘220, h2=3—§IQZO, 1‘1=3—§$220

Por lo tanto
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Estas condiciones se cumplen para xo < 2

Dando a x5 el valor 2 se mejora lo mds posible el valor de z. Esta variable entra
en la base. Sustituyendo este valor para x2 y hg por 0, se obtiene he = 0 que
es la variable que entra en la base. Si denominamos pivote al elemento aji
siendo z; la variable que deja de ser bésica, y xx la variable que pasa a ser
bdsica, el pivote es ahora el coeficiente de zo de la segunda ecuacién, que es
%. Dividiendo esta segunda ecuacién por % y haciendo las transformaciones de
Gauss adecuadas para anular el resto de los coeficientes de x5 el sistema toma
el siguiente aspecto.

hq —hs +h3 = 2

o) +2h2 —éhg = 2

I —zhz +§h3 = 2

z -|-§h2 +§h3 = 4

IIJ120 1‘220 h120 }LQZO /7,320

La nueva solucién bdsica es (1,2, h1, ho, hs) = (2,2,2,0,0). Esta solucién
ya es 6ptima. En efecto, si despejamos z de la iltima ecuacién del sistema
obtenemos z = 4— %hg —%hg. Como hs y hg no pueden tomar valores negativos
el mejor valor para estas variables es cero. Por lo tanto la solucién actual
(2,2,2,0,0) no puede mejorarse.

2.6 Algoritmo del Simplex en forma de tabla (max)

Vamos a describir el Algoritmo del simplex en forma de tabla en el caso maximizante:

0.

Construir la tabla inicial: Esta tabla se construye tomando en cada fila los
coeficientes de cada restriccién seguido del correspondiente término indepen-
diente de la forma estdndar. Afiadimos una ltima fila con los coeficientes que
resultan si se trasponen los términos de la funcién objetivo hasta igualarlos a
cero. Los términos de la matriz de los coeficientes se designan en general por
yi; ¥ los términos independientes por z?. En la parte superior de la tabla apare-
cen los costes y las variables. En la parte izquierda de la tabla aparecen estos
mismos datos referentes a las variables bdsicas. La tabla inicial presentaria el
siguiente aspecto:
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Opt. 1 €23 e .eo ... Cp | coef. objetivo
T To i .. ... I variables

0
I C1 Y11 Y12 Yin i
0
T2 C2 | Y21 Y22 ... co. . Yon L
0
Im Cm | Yml Ym2 -+ v o Ymn T
r1 o ... aie ... Th Zy

Los coeficientes r; que aparecen en la iltima fila se suelen llamar costes re-
ducidos de la variable correspondiente.

1. Partir de una solucién basica factible: Suponemos que esta primera solu-
cién corresponde a una base canénica ( La correspondiente matriz bésica es
la identidad). La forma de conseguir esta solucién candnica inicial se detallars
posteriormente.

2. Comprobar si esta solucién es 6ptima. La solucién actual es éptima
st todos los costes reducidos, coeficientes de la wltima fila, son no negativos
(positivos o nulos). Si es asi, parar. En otro caso ir al paso 3.

3. Hallar una nueva solucién bédsica adyacente a la actual que mejore
el valor de la funcién objetivo:

3a. Regla de la variable de entrada

Seleccionar para entrar en la base la variable con r; mds negativo. Sea
ésta la ry. Cuando hay varias variables que tienen este mismo valor, se
selecciona arbitrariamente una cualquiera de éstas.

3 b. Regla de la variable de salida
0

€T:
Seleccionar para salir de la base el que haga minimo el cociente —- para
Yik
los y;x > 0. Sea la fila l. (Sitodos los y; < 0, el problema es no acotado)

— [Enl En caso contrario ir al paso 4.

4. Realizar transformaciones en la tabla para conseguir una nueva matriz unitaria
tomando y;; como pivote. Se realizan transformaciones lineales similares a
las que se usan en el método de Gauss, hasta conseguir que la columna k tenga
el valor 1 en el lugar del elemento pivote y 0 en los restantes. De esta forma
obtenemos una nueva solucién bésica factible adyacente a la anterior. Con esta
nueva solucién, ir al paso 2.

Ir paso 2

Ejemplo 26 Resolver el problema anterior
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Mazx 2 =11+
~z1+1T < 2
r1+2r, < 6
s.a.:
2zy+z2 < 6
IlszZO

en forma de tabla

Paso 0 La tabla inicial es (introduciendo variables de holgura):

1 1 0 0 0
T1 T2 h1 hy hg

0 Ay|-1 1 1 0 0 |2
0 hey(1 2 0 1 0 |6
0 A2 1 0 0 1 [6

-1 -1 6 0 0|0

Paso 1 Partimos de una base candnica. La solucién bésica factible inicial es (x1, 2, h1, he, h3) =
(0,0,2,6,6) con un valor para z = 21 + 22 =0+ 0= 0.

Puede observarse que todos los valores de las variables bésicas, y también el
valor de z, aparecen en los términos independientes de este sistema.

Paso 2 Comprobar si esta solucién es 6ptima. No es 6ptima puesto que hay valores
no negativos de los costes reducidos (los que corresponden a las variables z; y
T2 ambos con valor —1.

Paso 3 a Seleccionamos la primera como variable de entrada k = 1.

Paso 3 b Seleccionamos como variable de salida la que aparezca en la fila correspondien-
0

. . Z; .
te al minimo cociente —- para los y;x > 0. En este caso el valor minimo se
Yik '
alcanza cuando: min (£, $) = min (6, 3) = 3. Corresponde a la tercera fila. Asf
que [ = 3. Por lo tanto el elemento pivote es y3; = 2. La variable de salida es

hs.

Paso 4 Hallar una nueva solucién bésica adyacente a la actual que mejore el valor de
la funcién objetivo.

Pivoteando se obtiene la siguiente tabla:

1 1. 0 0 0
I i) hl h2 h3
0 m|0 5§ 1 0 4 [5
0 he |0 % 0 1 —3|3
1 -»n|l1 7 0 0 1 |3
0 -3 0 0 3 |3

La nueva solucién es (1, 2, h1, ha, hs) = (3,0, 5, 3,0) con un valor para z = 3.
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Ir paso 2

Paso 3 a

Paso 3 b

Paso 4

Ir paso 2

(Es 6ptima? No porque algtin coste reducido es negativo (el que corresponde
a la variable z3 que vale —1.

Seleccionamos x2 como variable de entrada, por lo tanto k = 2.
Seleccionamos como variable de salida la que aparezca en la fila correspondi-

1 s . xi 1 i E . : S 3 3 —
ente al minimo cociente — para los y;; > 0. En este caso min | §, 5, 1) =
Yik 2 2 2

min (42,2,6) = 2. Corresponde a la segunda fila. Asi que [ = 2. Por lo tanto

el elemento pivote es yo2 = % La variable de salida es hs.

Hallar una nueva solucién bésica adyacente a la actual que mejore el valor de
la funcién objetivo.

Pivoteando se obtiene la siguiente tabla:

1 1.0 0 0
I ) h1 h,g h3
0 |0 0 1 -1 1 |2
0 2|0 1 0 2 —3|2
1 -»n|1 0 o0 -1 2 12
0 0 0 3 3 |4

La nueva solucién es (x1,x2, A1, h2,h3) = (2,2,2,0,0) con un valor para z =
4.

(Es 6ptima? Sf, porque ningin coste reducido es negativo. Por lo tanto la
solucién 6ptima de este problema es x1 = 2, zo = 2. El valor de las variables
de holgura vale para saber qué restricciones estdn saturadas (se cumple la
igualdad) con esta solucién. En este caso las dos tltimas restricciones estdn
saturadas por lo que los recursos segundo y tercero se agotan y, en cambio,
sobran 2 unidades del primer recurso, pues h; = 2.

2.7 Algoritmo del Simplex en forma de tabla (min)

Vamos a describir ahora el Algoritmo del Simplex en el caso minimizante.

Un procedimiento que puede seguirse es transformar la funcién objetivo de ma-
ximizacién en otra de minimizacién tal como se ha indicado anteriormente.

Un problema de maximizacién puede pasarse a otro de minimizacién de la siguiente
forma:

n

n
Min z = chxj < Max7 = Z(—cj)wj ; z=-2

De esta forma ya se podria aplicar el algoritmo anterior.
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También cabe la posibilidad de usar un algoritmo especifico para este caso. con
ligeras modificaciones al anterior. Estas variaciones se reducen a cambios de signo en
los costes reducidos. A continuacién indicamos los pasos del algoritmo minimizante
de Simplex. Se han subrayado los cambios que se hacen al algoritmo anterior (caso
maximizante).

2.7.1 Algoritmo del simplex en forma minimizante

Construir la tabla inicial: Esta tabla se construye tomando en cada fila los
coeficientes de cada restriccién seguido del correspondiente término independiente
de la forma estdndar. Afadimos una ultima fila con los coeficientes que resultan
si se trasponen los términos de la funcién objetivo hasta igualarlos a cero. Los
términos de la matriz de los coeficientes se designan en general por y;; y los términos
independientes por z?. En la parte superior de la tabla aparecen los costes y las
variables. En la parte izquierda de la tabla aparecen estos mismos datos referentes
a las variables bdsicas. La tabla inicial presentaria el siguiente aspecto:

Opt. c1 €2 ... ... ... Cp | coef. objetivo
T o ... ... ... In variables

, 0
X1 C1 Y11 Y12 v eev wvv Yin 3y
0
T2 €2 | Y21 Y22 ... ..o oo Yon I3
0
Tm Cm | Um1 Ym2 . . R Ymn ZTm
1 T2 v e ce Tn Z()

Los coeficientes r; que aparecen en la ltima fila se suelen llamar costes reduci-
dos de la variable correspondiente.

1. Partir de una solucién bdsica factible: Suponemos que esta primera solu-
cién corresponde a una base canénica ( La correspondiente matriz bésica es
la identidad). La forma de conseguir esta solucién candnica inicial se detallard
posteriormente.

2. Comprobar si esta solucién es optima. La solucién actual es éptima si
todos los costes reducidos son no positivos (todos son negativos o nulos). Si es
asi, parar. En otro caso ir al paso 3.

3. Hallar una nueva solucién bdsica adyacente a la actual que mejore
el valor de la funcién objetivo:

3a. Regla de la variable de entrada
Seleccionar para entrar en la base la variable con r; mds positivo. Sea
ésta la xp. Cuando hay varias variables que tienen este mismo valor, se
selecciona arbitrariamente una cualquiera de éstas.
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3 b. Regla de la variable de salida
0

X
Seleccionar para salir de la base el que haga minimo el cociente —- para
Yik
los g > 0. Sea la fila l. (Si todos los y;; < 0, el problema es no acotado)
— [FInl En caso contrario ir al paso 4.

4. Realizar transformaciones en la tabla para conseguir una nueva matriz unitaria
tomando y;; como pivote. Se realizan transformaciones lineales similares a
las que se usan en el método de Gauss, hasta conseguir que la columna k tenga
el valor 1 en el lugar del elemento pivote y 0 en los restantes. De esta forma
obtenemos una nueva solucién basica factible adyacente a la anterior.

5. Con la nueva solucién del paso anterior, ir al paso 2.

Ejemplo 27 Dado el programa lineal:

Min Z = x9 — 3x3+ 2x5

r1 + 3x9 — x3 + 2158 = 7
s —2x9 +4x3 + 74 = 12
o —4x9 4+ 33 +8r5+16 = 10

T1,T2,23,T4,T5,%6 = 0

resolverlo usando el algoritmo del Simplex en forma minimizante.

Tomamos como variables bdsicas: (z1, 24, Ze)

Construimos la tabla del Simplex:

Tabla I]| 0 1 -3 0 2 0 |sol bésica
1 Tg X3 T4 Ts Tg factible
I of1 3 -1 0 2 0 7
Ta 0o -2 @ 1 0 O 12
g 0j]0 -4 3 0 8 1 10
0 -1 @@ 0 -2 0 Zy =0

La variable que pasa a ser bdsica es z3 por ser r3 el méds positivo de los r;. 'Y
. . . (12 10 12
deja de ser bdsica 4 pues min{ —; — = — =3
4" 3 4
Si hacemos las transformaciones:
Multiplico la fila 2 por 1/4.
Sumo a la fila 1 la fila 2.
Resto a la fila 3 la fila 2 multiplicada por 3.

Obtenemos la siguiente tabla:
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Tabla IT| 0 1 -3 0 2 0 | sol. basica
1 X2 T3 T4 rs g | factible
z, 0|1 B2 o 1/4 2 0 10
z3 -3|0 -1/2 1 1/4 0 0 3
Tg 0 0 -5/2 0 -3/4 8 1 1
0 /24 o -3/4 -2 0| Z=-

Entra en la base x; por ser el més positivo de los r;. Y sale z; pues es el Unico
Y2 que es positivo.

Si hacemos las transformaciones:

Multiplico la fila 1 por 2/5.

Sumo a la fila 2 la fila 1 multiplicada por 1/5.

Sumo a la fila 3 la fila 1.

Obtenemos la siguiente tabla:

Tabla 111 0 1 -3 0 2 0 | sol. bédsica
1 Xy I3 T4 T5 zg | factible
T 1 2/5 1 0 1/10 4/5 0 4
z3 -3/ 1/ 0 1 3/10 2/5 0 5
Zg 0 1 0 0 -1/2 10 1 11
-1/5 0 0 -4/5 -12/5 0| Z=-11

La solucién asociada a esta base es 6ptima pues todos los r; < 0, la solucién es

.’L‘1=O :122=4 133———5 934=0 :E5=0 1‘6=11 ) Z=—11

2.8 Bisqueda de soluciones iniciales

Vamos a considerar dos casos:

o Primer caso: Hay desigualdades (<).

¢ Segundo caso: Hay igualdades o desigualdades (>).

Primer caso (Desigualdades <).

En este caso, las desigualdades se convierten en igualdades introduciendo varia-
bles de holgura positivas que tienen como coeficiente en la funcién objetivo igual a
cero. Ya hemos aplicado este procedimiento anteriormente. Ilustramos la busqueda

de soluciones iniciales con varios ejemplos:
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Ejemplo 28 Dado el programa lineal:

Max Z =3x1 +2x9 423

1 +2z2+2x23 < 10

1 +x2+223 £ 9
21 +3x3 < 12
z1, 22,23 2 0

s.a..

Si introducimos las variables de holgura positivas tendremos el programa equi-

valente:

Max Z = 321 + 229 + x3

T1 + 229 + T3+ T4 = 10
sa Ty +xo+223 +x5 = 9
o 211 + 3x3 +xg = 12

Z1,%2,T3,%4,T5,T6 > 0

Tomamos como variables bdsicas las de holgura: x4, x5, zg. Por tanto una solucién
bésica factible inicial es:

1‘1=0 3:'2=0 1’3=0 1‘4210 .735:9 $6:12 ) Z():O

Construimos la tabla del Simplex:

Tabla I| 3 2 1 0 0 0 |sol basica
1 X9 T3 T4 Ty xg| factible
T4 0|1 2 1 1 0 0 10
s 01 1 2 0 1 0 9
T6 0 o 3 0 0 1 12
-2 -1 0 0 O Zp =10

Entra en la base z; por ser el més negativo de los r;.

9 10 12}_2_

T2 =20

Y sale zg pues: min{

Si hacemos las transformaciones:

Multiplico la fila 3 por 1/2.

Sumo a la fila 1 la fila 3 multiplicada por (-1/2).
sumo a la fila 2 la fila 3 multiplicada por (-1/2).

Obtenemos la siguiente tabla:
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Tabla II| 3 2 1 0 O 0 sol. bésica
1 To T3 T4 Ty e factible
T4 0410 -1/2 1 0 -1/2 4
Ts 0|0 1 /2 0 1 -=1/2 3
T1 311 0 32 0 0 1/2 6
0 772 0 0 3/2 Z =18

Entra en la base a9 porque le corresponde el més negativo de los r;. Y sale x4
3 4 4
Sming —; = p == =2.
pues mm{l, 2} 5

Si hacemos las transformaciones:

Multiplico la fila 1 por 1/2.
Sumo a la fila 2 la fila 1 multiplicada por (-1/2).

Obtenemos la siguiente tabla:

Tabla IIT| 3 2 1 0 0 0 sol. b sica
T1 T3 T3 T4 Ts Tg factible
o 2 6 1 -1/4 1/2 0 -1/4 2
T 0 0 0 3/4 -1/2 1 -1/4 1
1 3 1 0 3/2 0 0 1/2 6
0 0 3 1 0 1 Z =22

La solucién asociada a esta base es éptima pues todos los 7; > 0, la solucién es:

.Z'1:6 IE2=2 333:0 ) Z =22

Las variables de holgura no se han incluido en la solucién éptima.

El valor para la variable de holgura x5 = 1 significa que una unidad del segundo

recurso no se ha gastado.

Ejemplo 29 Dado el programa lineal:

Mazx 4 =x1+ 2%

r1 — 21‘2 S 4
s.a.: r1—529 < 8
z1,72 2 0

Si introducimos las variables de holgura positivas tendremos el programa equi-

valente:
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Max Z =1z +2x9
T — 2T + X3 = 4
S.8.: 1 —dro + x4 = 8
T1,%2,%3,%4 20
Y por tanto una solucién bésica factible inicial es:
21 =0 20=0 x3=4 1x14=2; Zg =10
Construimos la tabla del Simplex:
Tabla I| 1 2 0 0 |sol bésica
Iy Tp X3 X4 factible
3 0|1 -2 1 0 4
gy 0} 1 -5 0 1 8
-1 0 0 Zp=0
La solucién es no acotada o ilimitada pues todos los y;0 < 0 ya que yzo = —2 < 0,

y42=—5<0.

Nota: Este programa lineal puede resolverse usando el método geométrico estudiado
en el Tema 1. Puede observarse entonces que la region factible es no acotada y la

solucion de este programa lineal también es no acotada.

Segundo caso: (Igualdades o desigualdades >).

Como en el caso anterior, vamos a estudiarlo a través de algunos ejemplos.

Ejemplo 30 Dado el programa lineal:
Min Z = 3x1 + bxo

T S 4

s o < 6

o 3x14+2x > 18
z1,z2 > 0

Si introducimos las variables de holgura positivas, y una variable artificial zg

tendremos el programa no equivalente:

Min Z = 31 + 5z + mxe

1+ I3 = 4
s To + X4 = 6
o 321 + 210 — x5 + 16 = 18

Z1,X2,%3,T4,T5,T6 Z 0
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De esta forma hemos construido un programa no equivalente con variables ar-
tificiales, que en el caso en que todas las variables artificiales sean nulas, serd un
programa equivalente al inicial.

En el ejemplo anterior, el sistema es equivalente al inicial si la variable artificial
Ire = 0.

n n
Z a;;T; = bi = Zaijmj +r; = b;
j=1 j=1

n n
Zai]‘l‘j >b; - - Zaijzj —ti+7r; =b;
j=1 j=1

donde r; son las variables artificiales, y ; son las variables de holgura.

2.8.1 Meétodo de las Penalizaciones

Caso Maximizante. A las variables artificiales se les pone costo muy bajo (—m) —
—o0 en la funcién objetivo (Z), para que salgan rdpidamente de la base.

Caso Minimizante. A las variables artificiales se les pone costo muy alto (m) —
+0o0 en la funcién objetivo (Z), para que salgan rdpidamente de la base.

Teorema 6 Dado un programa lineal con variables artificiales y dada la solucidn
bdsica factible éptima Xg = B~1 - b, si alguna de las variables artificiales es bdsica,
y con valor positivo, entonces el problema original es no factible.

Si continuamos con el ejemplo anterior, y construimos la tabla del Simplex, usan-
do el método de las penalizaciones obtenemos:

La solucién bésica factible inicial es:

21=0 29=0 23=4 24=06 25=0 z5=1§; Zoy = 18m

Construimos la tabla del Simplex:

Tabla 1 3 5 0 O 0 m | sol. bésica
Min bl I T3 T4 ITs Te factible
x3 0 m 0 1 0 0 0 4
T4 0 0 1 0 1 0 0 6
Tg m 3 2 6 0 -1 1 18
75 bm—=—9 2m-5 0 0 -m 0| Zy=18m

Asi, entra en la base x; por ser r el mayor y sale de la base z3, pues hace minimo
el cociente 4/1 y 18/3. Si construimos la nueva tabla del Simplex obtenemos:
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Tabla II| 3 5 0 0 0 m | sol. bdsica
Min T o T3 T4 Ty Tg factible

1 311 0 1 0 0 0 4

T4 00 1 0 1 0 0 6

Tg m| 0 -3 0 -1 1 6

T 0 Bm=3 -3m+3 0 -m 0 |Z=6m+12

Entra en la base x5 por ser ro-el mayor, y sale de la base xg pues es el que hace
minimo el cociente 6/1 y 6/2. Si construimos la nueva tabla del Simplex:

Tabla IIT| 3 5 0 0 0 m sol. bésica
Min 1 To X3 T4 Is Zg factible
T 3 1 0 1 0 0 0 4
Z4 0|0 0 32 1 1/2 -1/2 3
) 5 10 1 =3/2 0 -1/2 1/2 3
Tj 0 0 -9/2 0 -=-5/2 5/2-m| Z=27
La solucién 6ptima es 1 =4, z2 =3 ,con z=27.

La variable de holgura x4 = 3 se interpreta como que el segundo recurso no se
gasta, y quedan 3 unidades.

Ejemplo 31 Dado el programa lineal:

Min Z =11 — 229 4 313
21 +x9+3x3 = 2
s.a.: 21 +3x9+4z3 = 1
Z1,T2,T3 >0

Si introducimos las variables artificiales x4, x5 tendremos el programa no equi-
valente:

Min Z =x1 — 225 + 313 + mxy + mxs
—2r1+xo+3x34+x24 = 2
s.a.: 21 +3x9+4x3+z5 = 1

T1,22,23,T4,T5 Z 0

Asi hemos construido un programa no equivalente con variables artificiales, que
en el caso en que todas las variables artificiales sean nulas, serd un programa equi-
valente al inicial.

En el ejemplo anterior, €l sistema es equivalente al inicial si las variables artifi-
ciales 4 = 25 = 0.
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La solucién bésica factible inicial es:

r1=0 20=0 23=0 24=2 x5=1, Zy=3m

Construimos la tabla del Simplex:

Tabla I | 1 -2 3 m m | sol. basica
Min I I3 3 Tys Ix factible
T4 m| —2 1 3 1 0 2
s m| 2 3 il 0 1 1
T; -1 4m+2 [m=3 0 0| Zg=3m

Asi, entra en la base x3 por ser r3 el mayor y sale de la base a5, pues hace minimo
el cociente 2/3 y 1/4. Si construimos la nueva tabla del Simplex obtenemos:

Tabla II 1 -2 3 m m sol. basica
Min I Ta I3 4 Ts factible
T4 m —7/2 -5/4 0 1 -3/4 5/4
z3 3 1/2 3/4 1 0 1/4 1/4
7T 1 D 17 7 K] 3
rj —§m+§ —Zm+z 0 0 —Zm-i-z Z—5m+z

Asi, el problema original es no factible, porque he llegado a la tabla éptima, y la
variable artificial 24 no ha salido de la base, y tiene un valor positivo x4 = 5/4.

2.9 Algoritmo del Simplex en forma matricial

Si partimos de la forma matricial

Opt. Z=cdX
sa.:. AX=0b
X>0
siendo
1 I bl
co T by ai Q1n
c= aX = . ,b = y A= :
cn I bm Am1 - Amn

Y considerando, sin perdida de generalidad, que las n primeras columngs de A
corresponden a la matriz bédsica B asociada a una solucién basica factible, ¥%s.la

.
'


columnas.de
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matriz formada por las restantes columnas y que Xg, Xy, ¢B, ¢y son, respectiva-
mente, las matrices formadas por las variables bésicas, las no bésicas, los costes de
las variables bésicas y los costes de la variables no bésicas, entonces el problema
puede expresarse en la forma:

Maz 7= (cg,cy)(x2) =csXp+ XN
sa: (B[N )(35)=BXp+NXy=b
X>0

Multiplicando por B~! el sistema formado por las restricciones, se obtiene:

B 'BXp+ B INXy=B"1'

'y por tanto
Xgp=B"1- B INXy
Sustituyendo en la funcién objetivo este valor de Xp tenemos:
Z=(cg ) (X2) = s Xp +cyXn =i (B7'0— BTINXN) + cy Xy =
=cgB7lb+ (dy — cgB7IN) Xn.

En el caso particular de la solucién bésica asociada a esta matriz B, Xy = 0,
por lo que las dos 1iltimas expresiones tomaran la forma:

Xp=B"1= X% y Z=cyB b=2°

que son los valores de las variables bésicas y de la funcién objetivo correspondiente
a una solucién bésica factible inicial.

Por lo tanto, en general se cumplird para cualquier otra solucién factible:

Xp = X% - B-INXy,
Z=2+(cy —cgB7IN) Xy = 2% = (cgB™'N —cn) Xn.

Dependiendo de los valores de los elementos de la matriz (cBB_lN — c_N) el
valor de la funcién objetivo, Z, se podrd mejorar o no. Asi, si el problema fuera
de maximizacién, se podria mejorar la solucién anterior si algin elemento de esta
matriz fuera negativo, aumentando el valor del z; € Xy dentro de las condiciones
de factibilidad X% — B7INXy S 0.
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2.9.1 Meétodo del Simplex en forma matricial (caso maxi-
mizante)

Paso 1 Partir de una solucién bésica factible inicial. Xg =B b =X% y Z=
cdgB7b = Z°.

Paso 2 Regla de la variable de entrada: Seleccionar para entrar en la base la
variable no basica de X cuyo coeficiente en (¢zB~!N — c¢jy) sea lo menor
posible. (el mds negativo). Si ninguno de estos coeficientes fuera negativo la
funcién objetivo no podria aumentar y tendriamos la solucién éptima.

Paso 3 Regla de la variable de salida: Se selecciona la variable de salida de
forma que la variable de entrada considerada anteriormente pueda tomar el
mayor valor posible dentro de las condiciones de factibilidad X% ~B INXy >
0.

Paso 4 Tomando ahora esta nueva base ir al paso 1.

Vamos a aplicar este enfoque del método del Simplex al ejemplo que aparece a
continuacion.

Ejemplo 32 Dado el programa lineal:

Mazx Z =2x1 — 3z9 + 10z3
T1+229+23 = 4

s.a.: 2r1+x9+5x3 = 5
Z1,22,23 2 0

B = (al,aQ):(; f) —

a1 _ { —1/3 2/3 _ (1
= B ‘( 23 -173 )0 N=@)={5
Ordenamos los calculos de la forma siguiente:

B! <BENEb) = (B-lBEB—lNEB—1b> = (153—1NEB-1b>

(o 2 ) (s 11515 ) = (o

X%:B“l-b:<1), Z°=cgB b= ( 2 —3)(?):1
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(Es esta solucién 6ptima?

GBIN — iy = ( 2 _3)<_31>_(10)=(9—10)=(-1).

Por ser negativo, la solucién puede mejorar. Entra en la base z3.

Las condiciones de factibilidad son:

2 3 2~-3
v (1) )= (122)

Ha de cumplirse que 2 — 3z3 > 0, ya que 1 4 x3 es siempre mayor o igual que

cero si lo es x3. El mejor valor para z3 = % Si damos este valor, la variable ; = 0
v sale de la base.

Las nuevas variables bésicas son z2 y x3. Partiendo ahora de la matriz transfor-

mada resultante

— O

]

—_

— N
oo N—

N
[N
O =
N—
TN
O -
— O
¥
—_ W
— N
N——’
i
TN
Lolop—
wlnxolor
N—

0
T2 _ 0 _p-1.p_
() - s

Z° = Bl =(

>_2=g

Por lo tanto la solucién actual z1 = 0,22 = 5/3, 23 = 2/3; 2 = 5/3; es 6ptima.

wltxolot
—

&

—

<o

~—
TN

¢pBTIN—cy= (-3 10) (

W=

2.10 Adaptaciéon algebraica del algoritmo del Sim-

plex

Definimos algunas magnitudes y concretamos algunos conceptos:
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Opt. Z=c'X
Sea el programa lineal s.a.: AX =15
X>0

donde 7(A) =my B = (a1,a2,..-,an).

Si tenemos algin a; que no esté en la base B, entonces podemos expresarlo como
combinacién lineal de los vectores de B, de la forma:

Yij
aj = y1ja1 + Yoja2 + -+ + Ymjiam = B - y; donde y; = y2]

Ymj

. . . _ _1 .
Asf tenemos un procedimiento, pues y; = B™* - a;.

Hay un caso particular muy importante, cuando la base inicial coincide con la
matriz identidad tendremos que B = I y por tanto y; = a;.

i . =ct oy =B 1. a,
Definimos el escalar z; como z; = ¢ - y;. = cgB™' - a;.

2.10.1 Algoritmo del Simplex (enfoque algebraico)

Partimos de una solucién factible bésica inicial, y a partir de ella se pasa a otra
solucién bésica factible advacente que se consigue cambiando una sola columna de
la base. Este cambio se hace mediante un criterio légico basado en:

e Mejorar lo méds posible la funcién objetivo.

e Mantener la factibilidad (no deben salir soluciones bésicas no factibles).
Para ello necesitamos:

¢ Regla para la variable de salida (Mantener la factibilidad).

e Regla para la variable de entrada (Mejorar la funcién objetivo).

Demostracién de la Regla para la variable de salida.

Suponemos que la base B = (a1,az,a3) y a; es el vector que no estd en B y que va
a entrar en la nueva base.

Supongamos que las variables bésicas son x1,z2,3, ¥ que x; es variable no
bédsica. Si las variables toman los valores:

T = 1} T2 = 13 r3 = 23 z; =0.
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Al introducir a; en la nueva base tendremos:
=2 I9 = Ta I3 = I3 a:j:()zo.

siendo alguna de las variables x1, x2, x3 igual a cero y el resto son mayores o iguales
a cero.

Como ambas soluciones deben ser factibles tendrd que cumplirse:

1‘(1)611 + l‘gaz + chag = b
rra1 + Xoas + F3as + 9(1j = b
x?al + Ctgaz + :L‘gag = Fh1a1 + Toag + X3a3 + Oaj (2.4)

Como a; es combinacién lineal de los vectores de la base, tendremos que:

aj = Y1541 + Y2;a2 + Y3543 (2.5)

Si sustituimos (2.5) en (2.4) tenemos:

0 0 0 . . -
zia1 + Tpag + x3a3 = £ra1 + Faaz + F3az + 0(y1;01 + Y2502 + Y3503)

m?al + l‘gaz + .’L'gag = (1 + 9y1j)a1 + (fg + (9y2j)(12 + (f3 + 0y3j)a3

1‘(1) = A1+0y1j T =x(1’~0y1j
29 = &5 + Oya; y despejando queda Lo = 29 — Oyo; (2.6)
.’Ifg =23+ 0y3j I3 = l'g — (9y3j

donde algin &7, Z2, 3 debe ser cero, esto es:
x(l]—Hyljzo mg—eijzo a:g—ﬁygj:O

o equivalentemente
0 0 0
x x
f=—=L fg="=2 =3 (2.7)
Y15 Y2j Yaj
Como 6 ha de ser positivo o cero, y 29,29, 2 lo son, podemos desechar las columnas
para las que y;; < 0.
Para las que cumplen que y;; > 0 tendremos que como #y,#2,Z3 han de ser
mayores o iguales que cero, y por tanto de (2.6) deducimos que:

0

g < ZL
29— 0y1; >0 Zilff
x) — Oya; > 0 = 6<% (2.8)
CEg—ng]‘ZO Z‘fg

<=

LY
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Como preteﬁdemos que 6 cumpla (2.7) y (2.8) tendremos:

0
()=min{2; yij>0}

Yij

Y ésta es la regla para la variable de salida, aquella que hace minimo el cociente

xT:
~+ tal que y;; > 0, siendo z; la variable de entrada en la base.
Yij

Como regla de la variable de salida tenemos que dada la solucién bésica factible
Xp = B™!-b, siendo el vector a; que entra en la base, yi; > 0 para algun 7, entonces
saldrd de la base aquel vector ax que verifique:

0 0
—k =mm{—’— P Yij >0}.
Yk Yij

Demostracién de la Regla para la variable de entrada.

Sea B = (a1,a2,a3) y sea a; que no estd en la base B. Si las variables toman los
valores:

z1 =) 0 0 0
Ty = 29 = Zo = 17 + cox9 + c373.
z3 = 79

Al introducir a; en la nueva base tendremos:

r1 =21

Ty = T - - N R
2 2 = Z = 1@ + ¢y + c3703.

T3 =1I3

l‘j = 9

Si usamos las relaciones obtenidas anteriormente (2.6) tendremos:

Z = ol = Oy1;) + ca(ad — Oyn;) + cs(a§ — Oys;) + bc; = (2.9)
clx? + chg + csxg — Ociyn; — Ocayzj — Ocays; + ch =
= Zo—0(ciy1j + cayoj + c3yzj — ¢5) = Zo — 0(z; — ¢j).

Y15

pues ya hemos definido que z; = ¢’ - y; siendo y; = y2j

De la expresion (2.9) se obtienen dos conclusiones:

e Para el caso maximizante: Dada la solucién bésica factible Xg = B~1 - b con
un valor para la funcién objetivo Zy = ¢!y - X, la actual solucién es 6ptima si
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zj — c¢; > 0 para toda columna a; de A. Veamos:

Z = Zo — 6(zj — c;) y como >0 y z;—¢; >0 =

Y por tanto Zg es el valor maximo.

Por tanto concluimos como regla para la variable de entrada:

Dada la solucién factible basica Xg = B~! - b, la variable de entrada serd
aquella que proporcione un valor més negativo de z; — ¢;.

e Para el caso minimizante: Dada la solucién bésica factible Xg = B~!- b con
un valor para la funcién objetivo Zg = ¢ - X, la actual solucién es 6ptima si
zj — ¢j < 0 para toda calumna a; de A.

Y por tanto concluimos como regla para la variable de entrada:

Dada la solucién factible bisica Xg = B! - b, la variable de entrada serd
aquella que proporcione un valor més positivo de z; — ¢;.

Soluciones 6ptimas alternativas.

Teorema 7 Dada la solucidn bdsica factible Xg = B~ -b dptima, si eziste algin a;
fuera de la base para el que se cumpla que z; — c; =0, el problema tiene soluciones
alternativas.

Caso particular: Si z; —c; = 0; a; no estd en la base B, pero no hay ningin
13 > 0, no podemos sacar ninguna a; de la base. Cuando ésto ocurre decimos que
hay un rayo éptimo (una serie de variables que pueden tomar valores infinitos pero
que dan unos valores finitos en la tabla).

Soluciones no acotadas.

En el caso maximizante tenemos que hay algiin z; — ¢; < 0 y a; es un vector que no
estd en la base y todos los y;; < 0.

Teorema 8 Dada Xp = B~ b solucidn bdsica factible, si para alguna columna a;
no bdsica es z; — c; < 0 con y;; < 0 para todo ¢, el problema es no acotado.
Demostracion:

Supongamos que la base consta de 3 vectores, y que éstos son los tres primeros. Asi:

B = (ai,a2,a3) a; no bisico z;—¢; <0 y
yi; < 0 y; <0 y3; <0

Pero como el vector a; se puede expresar como combinacién lineal de B entonces:

a; = y1ja1 + Y2302 + Y3;a3 (2.10)
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Sea la solucién bésica factible: z; = 2§ ; zo=2% ; z3=2z).
Expresandolo vectorialmeante tenemos:

.I'?al + .’,L'(ZJCLQ + xgag =b (211)

Si multiplicamos la expresién (2.10) por a > 0 entonces:

ayijar + ayzjar + ays;az = aa; (2.12)

Si restamos (2.11) - {2.12) obtenemos:

(l‘(l) — Otylj)(ll + (Ig — aygj)a,g + (Ig — aygj)ag +aa; = b.

Asi obtenemos una solucién del sistema de restricciones:

ry = :L‘(l) — Ozylj
r2 = ’Ig — QY2j
I3 = xg — QY3
.’L'j = «

que es una solucién factible no bdsica. Si buscamos la solucién éptima:

Z = ala] —ayy) +ca(zh — ays;) + cs(2] — aysy) + ¢ja =
a1z + cax3 + ¢35 — aciyy; — acoys; — acys; +ac; =
= Zy—alcyyy + coyzi +c3ys; —¢j) =

= Zp—afzj—c¢) comoa<0 y 2z—¢<0 =

= 7> 2.

Como « es arbitrario, puedo hacerlo tan grande como quiera, es decir no acotarlo,
la solucién 6ptima aumentard al aumentar .

2.10.2 Método del Simplex en forma de tabla (Usando z; — ¢;
en la ultima fila)

Opt. 1 c2 Cn coef. objetivo
I T e e In variables

0
I €1 Y1 Yi2 Yln zj
0
xIo Co Y21 Yoo P e e Yon Z9
0
Tm Cm Ymi Ym2 . . . Ymn T
z;— ¢ |z1—c1 Z2—cC2 ... ... ... Zyp—Cn -2y
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Si B=1In = y; = B a; =aq;.
Una vez que tengamos la tabla (caso maximizante), los pasos a seguir son:
Paso 0:
Construir la tabla inicial.
Paso 1:
Si todos los z; — ¢; > 0, la solucién es 6ptima —  [Finl
Si z; — ¢; < 0 para alguna variable, ir al paso 2.
Paso 2:

Seleccionar para entrar en la base la columna con z; — ¢; méds negativo. Sea ésta la
ar.

Paso 3:
¥

Seleccionar para salir de la base el que haga minimo el cociente — para los y; > 0.
Yik

Sea la fila r.

(Si todos los y;x < 0, el problema es no acotado) —  [Einl Si no es asi, ir al paso
4.

Paso 4:

Realizar transformaciones en la tabla para conseguir una nueva matriz unitaria
tomando Y, como pivote.

Paso 5:

Volver al paso 1.

Ejemplo 33 Resolver el programa lineal, usando el método del Simplex en forma
de tabla.

Mazx Z = 3r) +2x9 — 213 + 14

2.731 +3$2+£C3 = 12

§.a.: 2T1+ 22+ 24 = 8
I1,X2,T3,T4 ZO

Tomamos como base:

B = (a3, a4) = I
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Construimos la tabla del Simplex:
Tabla I 3 2 -2 1 | Sol. bésica
1 T2 I3 Xa factible
I3 -2 2 1 0 12
T4 1 2 1 0 1 8
Zj— C; -5 EZI 0 0 Zo =—16
Entra en la base az por ser el mds negativo.
. [12 8 12
Y sale az pues min {?, I} =35 = 4.
Si hacemos las transformaciones siguientes:
Divido la fila 1 por 3 (multiplico por 1/3).
Resto a la fila 2 la fila 1.
Obtenemos la siguiente tabla:
Tabla. II| 3 2 -2 1 | Sol. bésica
Iy s T3 X4 factible
T2 212/3 1 1/3 0 4
zs 1 |BOB o -1/3 1 4
z— o |B o 73 o z=12
Entra en la base a; por ser 21 —¢; < 0 el unico negativo. Como variable de salida
hacemos:
4 4
N —;— o =mi =3.
mm{2/3,4/3} min{6, 3}

Y por tanto sale de la base aq4.
Hacemos las transformaciones siguientes:
Multiplico por 3/4 la fila 3.
Resto a la fila 1 la fila 2 por 2/3.

Obtenemos la siguiente tabla:

Tabla IIT| 3 2 -2 1 Sol. bésica
] Xg X3 T4 factible
T 0o 1 1/2 -1/2 2
1 1 1 0 -1/4 3/4 3
2j— ¢;6 |0 0 9/4 1/4 Z =13
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La solucién asociada a esta base es 6ptima pues todos los z; —¢; > 0, la solucién
es:

.731:3 £C2=2 .CE3=0 CE4=0 y Z =13.

La base 6ptima es
3 2 _ 1/2  —-1/2
B=(a2,a1)=<1 2> = Blz<_1//4 3/{1 )

Si observamos la Tabla III del Simplex tenemos que la matriz B~! son las columnas
que formaban la base inicial.

Si escribimos el método del Simplex para el caso minimizante tenemos:

Paso 0:

"Construir la tabla inicial.

Paso 1:

Si todos los z; — ¢; < 0, la solucién es 6ptima —  [Enl
Si z; — ¢; > 0 para alguna variable, ir al paso 2.

Paso 2:

Seleccionar para entrar en la base la columna con 2z; — ¢; més positivo. sea ésta la
ag.

Paso 3:
0

Seleccionar para salir de la base el que haga minimo el cociente —& para los y;; > 0.
Yik

Sea la fila 7.

Si todos los y;x < 0, el problema es no acotado. —  [Einl Si no es asi, ir al paso
4.

Paso 4:

Realizar transformaciones en la tabla para conseguir una nueva matriz unitaria
tomando yr; como pivote.

Paso 5:

Volver al paso 1.

Ejemplo 34 Resolver el programa lineal, usando el método del Simplex en forma
de tabla.
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Min Z =19 — 313+ 225
T1 + 3x2 — 23 + 215
—2x9 + 4x3 + 14
—4z5 + 323 + 8x5 + x¢
T1,T2,23,%4,%5,%6 = 0

-

12
10

s.a..

Tomamos como base:

B= (a17a47a6) = —[3

Construimos la tabla del Simplex:

Tabla I| 0 1 -3 0 2 0 {Sol bésica
Ty To T3 T4 Ty Tg factible
T ofr 3 -1 0 2 0 7
T4 0j]0 -2 @ 1 0 O 12
Te 0j0 -4 3 0 8 1 10
25 —Cy 0 -1 0 -2 0 . Z() =0

Entra en la base a3 por ser el mds positivo de los z; — ¢;.
Y sale a4 pues min {%, 1—;} = 1?2 =3.

Si hacemos las transformaciones siguientes:
Multiplico la fila 2 por 1/4.

Sumo a la fila 1 la fila 2.

Resto a la fila 3 la fila 2 multiplicada por 3.

Obtenemos la siguiente tabla:

Tabla II'|0 1 =3 0 2 0 [Sol basica
I I I3 T4 rs Te factible
T o1 B2 o 14 2 o0 10
3 -3|0 -1/2 1 1/4 0 0 3
6 0|0 —-5/2 0 -3/4 8 1 1
zj — ¢ 0o 22 o -3/4 —2 0| Z=-9

Entra en la base ap por ser el mds positivo de los z; — ¢;. Y sale a; pues es el
unico y;2 que es positivo.

Si hacemos las transformaciones que aparecen a continuacion:

Multiplico la fila 1 por 2/5.
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Sumo a la fila 2 la fila 1 multiplicada por 1/5.
Sumo a la fila 3 la fila 1.

Obtenemos la siguiente tabla:

Tabla II1 0 1 -3 0 2 0 | Sol. bésica
1 T2 I3 T4 s g factible
o 1 2/5 1 0 1/10 4/5 0 4
T3 -3 15 0 1 3/10 2/5 0 5
Tg 0 1 0 0 -1/2 10 1 11
2j — ¢ -1/5 0 0 -4/5 -12/5 0| Z=-11

La solucién asociada a esta base es 6ptima pues todos los z; — ¢; < 0, la solucién

€s:

r1=0 z2=4 23=5 24=0 z5=0 z¢=11 ; Z=—11.

La base 6ptima es

3 =10 2/5 1/10 0
B = (az,a3,a6)=| -2 4 0 — B'=1{1/5 3/10 0
-4 3 1 1 —1/2 1

2.11 Otros algoritmos de programacién lineal

Vamos a estudiar otros algoritmos de programacién lineal:

2.11.1 Meétodo de las dos fases

Este algoritmo suele utilizarse cuando hay igualdades o desigualdades del tipo >,
y por tanto serfa necesario afiadir variables artificiales. Consta de dos fases: La
primera de ellas consiste en minimizar la suma de las variables artificiales. En
este problema todas las variables artificiales han de ser nulas, en caso contrario el

problema no tiene solucién (es infactible).

[Fase T1

Paso 0: Escribir el programa en forma estdndar, afiadiendo variables artifi-
ciales.

Paso 1: Modificar la funcién objetivo {minimizante/maximizante} Z’ que se
obtiene incorporando al objetivo las variables artificiales con coeficientes

{1,-1} y asignando coeficiente cero al resto.



80 TEMA 2. PROGRAMACION LINEAL

Paso 2: Aplicar el algoritmo del Simplex, con la funcién objetivo descrita en
el paso 1. Si en la solucién éptima aparecen variables artificiales con valor
positivo, el problema original es no factible —  [Finl

Si no ocurre, ir a la fase 2.
Fase 7

Paso 3: Considerar la funcién objetivo original, con coeficiente ¢; = 0 para
las variables artificiales que aparezcan en la base 6ptima del paso 2. Se
prescindird de las variables artificiales no bdsicas y se actualizaran los
2; — ¢j.
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Paso 4: Sien la funcién objetivo del paso 3 no hay variables artificiales aplicar
el algoritmo del Simplex al nuevo programa hasta obtener la solucién
6ptima.

Paso 5: Si en la funcién objetivo del paso 3 hubiera variables artificiales,
aplicar el algoritmo del Simplex con esta modificacién en la variable de
salida:

Si z es la variable de entrada e y;; < O para alguna variable artificial z;,
elegir x; como variable de salida, e y;; como pivote.

Ejemplo 35 Resolver el programa lineal usando el método de las dos fases.

Min Z = 31’1 + 51‘2

I S 4

s o T2 < 6

o 3r1+2x, > 18
z1,22 20

Si introducimos las variables de holgura positivas, y una variable artificial zg
tendremos el programa no equivalente:

Min Z = 3x, + bxo

1 + T3 = 4
sa.: T2 + X4 = 6
e 3x1 + 209 — x5 + T4 = 18

I1,T2,X3,T4,T5,T6 Z 0

Este ejemplo ya lo hemos resuelto anteriormente usando el método de las pena-
lizaciones, vamos a resolverlo ahora usando el método de las dos fases:

- [Fase T1
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Construimos la tabla del Simplex como indica el paso 1:

Tabla I|0 0 0 0 0 1
Min Ty Xy X3 T4 s Tg
T3 o(m ¢ 1 0 0O O 4
T4 o 1 0 1 0 0 6
Tg 113 2 0 0 -1 1 18
Zj —Cj 2 0 0 -1 0 Z() =18
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Asi, entra en la base a; por ser z; — ¢; el mayor y sale de la base a3, pues hace
minimo el cociente 4/1 y 18/3. Si construimos la nueva tabla del Simplex obtenemos:

Tabla II{0 0O O 0 0 1

Min r1y X2 X3 T4 s T
1 o1 o0 1 0 0 O 4
T4 0|0 1 0 1 0 O 6
Te 110 -3 0 -1 1 6

2j — €4 0 -3 0 -1 0 Z=6

Entra en la base as por ser z2 — ¢o el mayor, y sale de la base ag pues es el que

hace minimo el cociente 6/1 y 6/2. Si construimos la nueva tabla del Simplex:

Tabla IIT| 0 O 0 0 0 1

Min r1 X2 I3 T4 Ty Te
I 3 1 0 1 0 0 0 4
T4 0ol0 0 32 1 1/2 -1/2| 3
o 5 10 1 -3/2 0 -1/2 1/2 3

2] —C4 0 0 0 0 0 —1 Z =

[Fase 2

Como en la base 6ptima no aparece ninguna variable artificial, segiin el paso 3,
prescindimos de esta variable. Asf la nueva tabla queda:

Tabla IV |3 5 0 0 0
Min 1 X2 I3 T4 Ts5
T 311 0 1 0 0 4
T4 6|0 0 32 1 1/2 3
T2 500 1 =3/2 0 -1/2 3
2§ —¢j 0 0 -9/2 0 -5/2|Z=27
La solucién 6ptima es 21 =4 z2=3 , con z = 27.

La variable de holgura 4 = 3.
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2.11.2 Algoritmo revisado del Simplex (Caso maximizante)

Este algoritmo tiene ventajas desde el punto de vista de la implementacién, ya
que ocupa menos posiciones de memoria. Ademds no acumula errores, porque las
operaciones se realizan siempre con los datos originales.

Paso 0: Escribir el problema en forma estdndar y obtener una matriz bésica inicial.

Paso 1: Evaluar B~! y el vector multiplicador 8 = cg - B~!. Calcular los z; —
¢; = §-a; —c;. Si todos son mayores o iguales a cero, la solucién es 6ptima

— [End

Paso 2: Seleccionar el vector que entra en la base, que serd el que proporcione un
valor mds negativo de z; — c;. Sea éste ay.

Paso 3: Evaluar y, = B~} -ar y Xg = B~} b y seleccionar el vector que sale de

la base, serd el que haga minimo el cociente — para los y;x > 0. Sea a,.
Yik

Paso 4: Sustituir en B el vector a, por ai. Volver al paso 1.

Vamos a resolver el siguiente ejemplo usando el algoritmo revisado del Simplex.
Este programa lineal ya se ha resuelto anteriormente en el ejemplo 33.
Ejemplo 36 Dado el programa lineal:

Max Z =3x1+2x9 — 2x3 + 14
21 +3x2+23 = 12

s.a.: 21+ 10+ 14 = 8
T1,T2,%3,T4 > 0

Tomamos como base:

B=(03,CL4):IQ — B_1 =1

El vector multiplicador del Simplex es:
§=cp-B! =cg- I =cg=(-2,1).
Si calculamos los z; — ¢; tendremos:
2
2

21—c1=(—2,1)< )—3:—2—3:—5

b OO

22—022(—2,1)< >—2:—5—2=m
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Si calculamos yx = B™!-ay y g = B~ - b tenemos:

y2=B'1-a2=12~a2=a2=(i)> ; .Z'B=B—1-b:b:<182>

Entra en la base a por ser el mds negativo.
12 8 12
Y sale ag pues min { } =—=

=2 = 4.
371 3

Iteracién 1 La nueva base es:
_ {30 -1 1/3 0
B_(“2’a4)_<1 1) = B ‘<—1/3 1>

El vector multiplicador del Simplex es:

§=cp-B™'=(2,1)- ( 51/?3 (1) ) =(1/3,1).

Si calculamos los z; — ¢; tendremos:

21—61:(1/3,1)< §>—3:8/3—3=

23—03:(1/3,1)< ; ) —(=2)=1/3+2=7/3.

Si calculamos yx = B~!-ay y g = B~! - b tenemos:
R . 1/3 0 ) 2N 2/3 \
n=>5 "“‘(-1/3 1 2 )=\ 43 )’
o (13 0N (12 _[4
=B 'b_<—1/3 1 8 JT\4)

Entra en la base a; por ser z; —e; < 0 el tinico negativo. Como variable de salida
hacemos:

min {%; 4%} — min{6,3} = 3.

Y por tanto sale de la base a4.
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Iteracion 2 La nueva base es:
_ (3 2 1 /2 -1/2
B_(‘”"“)“<1 2) = B ‘(—1/4 3/4 )
El vector multiplicador del Simplex es:

F=cp B '=(2,3)- ( _11//24 ‘31/{12 ) — (1/4,5/4).

Si calculamos los z; — ¢; tendremos:

25— c3 = (1/4,5/4) ( h ) (-2)=1/4+2=9/4

24——04:(1/4,5/4)< 0 ) —1=5/4—1=1/4

La solucién ya es 6ptima.

Si calculamos g = B~! - b tenemos:
et Y2 -2 (12 _ (2
e =B""-b= ( ~-1/4 3/4 8 )7\ 3

La solucién asociada a esta base es éptima pues todos los z; —c; > 0, la solucién
es:

r1=3 29=2 x3=0 x24=0 ; Z=13
La base 6ptima es
B:(az,a1)=<zl)) ;) — B—1:< _11//24 _31/{12>
Ejemplo 37 Aplicar el procedimiento anterior al programa lineal:

Maz  Z =2z, — 3z + 1013

r1+2r9+x3 = 4
s.a.: 2r1+x9+ 53 = 5
T1,T2,23 >0

Este programa lineal ya lo hemos resuelto anteriormente usando el método del
Simplex en forma matricial, (ver ejemplo 32 en la pagina 68).
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Si lo resolvemos ahora usando el algoritmo revisado del Simplex, tenemos que si

ewn=(41) = (3 )

tomamos como base:

La solucién asociada a esta base es factible pues:
_ T N _ (=13 2/3 4 _ (2

X = B b‘<x2>_<2/3 ~1/3 5 )=\1 )=

= r1=2 z2=1 z23=0.

Si calculamos los z; — ¢; usando que z; = % - y; obtenemos:

21—c1=(2,—3)< é)—2:2—2=0

m—ca=( ,—3)( ) ) (-3)=-3+3=0
3
23—632(2,—3)< 1 >—10=9—10=—1.
Como estamos en un problema de maximizar, entra en la base ag (segin la regla de
la variable de entrada).
— p-1. _ —1/3 2/3 . 1 _ 3 o 3
v =B a3‘< 2/3  —1/3 5 )\ -1 )7\ 4

Veamos qué variable tendrd que salir (usando la regla de variable de salida)

0 0
I3 :min{x—l 5 Y3 >0}
Y
Como y13 = 3 y y23 = —1, s6lo puede salir de la base a; pues y23 es negativo.

Al salir de la base a; tenemos:
5/9 -1/9 )

B=(a27a3)=(§ é) = B_1Z<—1/9 2/9

La solucién asociada a esta. base es factible pues:
XB:B‘I-b:<g§§> = r1=0 z2=5/3 z3=2/3.
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- e ety .
Si calculamos los z; — ¢; usando que z; = ¢} - y; obtenemos:

zl—clz(—3,10)< };g ) —2=7/3-2=1/3

zz—cQ=(—3,10)< é)-(-3)=—3+3=0

z3—03=(—3,10)( (1)>—10=10—10=0.

Como estamos en un problema de maximizar, y todos los z; — ¢; > 0, por la regla
de parada, la solucién ya es 6ptima.

2 5
r1=0 z2=5/3 z3=2/3 ; Z=0+(—3)§+10§:§.

Ejemplo 38 Resolver el programa lineal usando el algoritmo revisado del Simplex:
Max Z =1x1 — 19+ 10x3 — 614
r1+2x3+5z4 = 10
s.a.: ro+5r3+3zy = 15

L1,T2,T3,T4 Z 0

Tomamos como base:

_ {10 1 _ 4, _ (10
B—(al,ag)—<0 1) — B —IQ—(O 1)

Asi, directamente obtengo una solucién bésica factible asociada a esta base pues:

XB=B‘1-b=<ig) = z1=10 z2=15 z3=0 z4=0.

i s . T .
Si calculamos los z; — ¢; usando que z; = ¢ - i; obtenemos:

Z1—C = 0
29 —Cp = 0
2
- = (L-1) ; |-10=-3-10=-13

ra—cs = (1,-1)( 5>—(—6)=2+6=8.

Como estamos en un problema de maximizar, entra en la base as (segin la regla
de la variable de entrada). Veamos qué variable tendra que salir (usando la regla de
variable de salida).
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3 x?
— = min {—’ 7 Y3 >0 €N NUEStro caso j = 3.}
Yk3 Yi3

Como y13 =2y y23 = 5:

9 1
5 min { 10 5} — min{5,3} = 3.

Yks3 275
20
Luego el minimo corresponde a y—z, v por tanto sale de la base az. Al cambiar de
23

base tenemos:

peman=(§ 2) = = () )

La solucién asociada a esta base es factible pues:

XB:B_I-b=<§> — r1=4 x9=0 x3=3 x4=0.

i e = oty .
Si calculamos los 2; — ¢; usando que z; = ¢ - y; obtenemos:

zZ1—C = 0
n-c = (1,1o)< ‘1%5 ) —(~1)=8/5+1=13/5
23 —C3 = 0

ey = (1,10)( 139//55 ) — (=6) = 49/5 + 6 = 79/5,

Como estamos en un problema de maximizar, y todos los z; —¢; > 0, por la regla
de parada, la solucién ya es éptima.

r1=4 x220=0 x23=3 x4=0 ; Z=4-0+10(3) —0=34.
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Tema 3

Dualidad en programacién
lineal

3.1 Formas de la dualidad

3.1.1 Forma candénica maximizante de la dualidad

Dado el programa lineal:

MaxZ =C*- X
sujetoa AX <b
X220

donde,
A es una matriz de dimensién m x n
C es un vector columna de dimensién n x 1
b es un vector columna de dimensién m x 1
X es un vector columna de dimensién n x 1

llamado Programa Primal, se llama Programa Dual del mismo al programa
lineal:

Min W =b.Y
sujetoa At-Y >C
Y>0

donde A y A, C'y C?, by b son matrices traspuestas entre si. El vector columna
Y, que contiene las variables del problema, ha de ser de dimensién m x 1.
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Ejemplo 39 Obtener el programa dual de:

Maxr Z=2x1 — 20+ 223+ 24
s.a.; 2xry +x9+ 3 +2x4 <18
31 +4re + 223+ x4 <24
r; >0, i=1,2,3,4

Sean:

Por lo tanto

W =0bt-Y = (18,24) < 4 >

At Y =

N — = N
— N W

asi que el programa dual es

Min W = 18y, + 24y,
s.a.: 2y; +3y; > 2

y1+4y2 2 —1

Y1+2y2 22

2y1 +y2 21

y1,y2 20

En la préctica hacemos:
Max

Min T o T3 x4 | <
% 2 1 1 2|18
Y 3 4 2 1|2
> 2 -2 1

yy variable dual asociada a la primera restriccion.

yo variable dual asociada a la segunda restriccion.
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Si el problema no estuviera expresado en forma canénica maximizante una forma
de hallar su dual es transformarlo previamente a su forma canénica maximizante,
como haremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 40 Obtener el programa dual de:

Max Z =3z, + 8xo + 2x3 — 414
s.a.:

Ty +x9+2x34+3x4 <5
Iy —51322—1
$3—$4Z46

z; >0, i=1,2,3,4

Transformamos las restricciones segunda y tercera en desigualdades de signo <

$1—I2=—1<=>{

forma:

z1
I

T -1

T2

z

T2
+ T2

IV IA
IAIA

“{

I3 — X4 > 46 S —x3 + x4 < —46.

Por lo tanto el problema se expresa en forma canénica maximizante de la siguiente

Max
Min I1 I I3 T4 S
s 1 -1 0 o0|-1
y3 | -1 1 0 0| 1
ya | 0O 0 -1 1 |-46
> 3 8 2 -4

Min W = 5y1 — Y2+ Y3 — 46y4
s.a.: Y1 +y2—y3 >3

Yy1—Y2+ys =38
2y1 —ys > 2
3y1 +ys > —4
Y1,:Y2, Y3, 44 2 0

Si se hacen los siguientes cambios:

Yo = Y2—U3 }
Y3 —Y3



92 TEMA 3. DUALIDAD EN PROGRAMACION LINEAL

tenemos:

Min W = 5y; — g5 + 46y5
sa.: y1+yp>3
y—yp =8
2y +y5>2
3y —y5 > —4
y1 >0, 5 no restringida, y5 <0
) variable dual asociada a la primera restriccion.

y5 variable dual asociada a la segunda restriccion.

y3 variable dual asociada a la tercera restriccion.

3.1.2 Forma estandar maximizante de la dualidad

La dualidad se puede expresar en diferentes formas.
Por ejemplo, si el programa lineal estd en forma estdndar
MaxZ =Ct'- X sujetoa Ar=b, X >0

su dual puede expresarse en la forma siguiente:
Min W =b*-Y, sujetoa A*-Y > C, Y no restringida.

En efecto, pasando la forma estdndar a forma canénica maximizante obtenemos:

Az =b Az <b Az <b
T=0=0 Az >0 —Ar < ~b
Llamando
AT = (-—AA) y b= (—bb)

El problema se transforma en
Max Z = C* - X sujetoa A*z <b*, X >0

Segtin la definicién de dualidad su dual es

Min W = (b*)" - Y*, sujetoa (A*)' - Y >C, Y >0
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Realizando operaciones

Min W = (%) (%), s.a (4) () >0 Y20 o
Min W = (b, —b')-(}}), s.a (A4 -4")-(3)>C, Y>0 &

Min W = bty — btYs, sa.: AYY) — A'Y,, > C, Y1,Y2 > 0.

Definiendo Y = Y; — Y5 con Y7, Y2 > 0 hacen que Y no esté restringida en signo,
resultando que el programa dual puede expresarse en la forma:

Min W =b'-Y, sujetoa A*-Y > C, Y no restringida.

Ejemplo 41 Hallar el dual del siguiente programa lineal:

Max Z = 2x1 + 322 + 43

s.0.. x1+x2+x3<3
331—.1222
z1+z2=1
1 >0, x0<0, z3 libre

Para ponerlo en forma candénica maximizante realizamos primero los cambios
necesarios para que todas las variables sean no negativas:

/ / !
g = —Tg, I3 =Tz — Ty

Max Z = 2x; — 3z4 + 425 — 4z,
s ) —ah+ap—xy <3
z1+2h>2
ry—xh=1
x>0, 202>0, z3 >0, zj >0

Realizamos ahora las transformaciones para que todas las restricciones sean de
signo <

Max Z = 2z, — 3z + 4z — 4z}
sa: X1 —xh+ah—xzy <3

-z — I < =2
1 — Th <1
—z1 + xh 1

< —
331207 .'L'2_0, $§ZO, -TQZO
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Su dual es

Min W=3y; —2yo + y3 — s
$.8.0 Y1 — Y2+ Y3 —Ya =2
Y1 —Y2—y3s+ys > -3
n =>4
-y > —4
Y1, ¥2,Y3-¥4 = 0

Realizando los cambios

/

Ys—Ya =13 Yo = —Uo

Obtenemos que el problema dual es:

Min W = 3y, + 2y + v}
sa. Y1 +ys+ys > 2
n—y2+y3 <3
y =4
y1 >0, yp <0, yj libre

Ejemplo 42 Obtener el programa dual de:

Max Z = 2x1 + 3x9 — 13
s.a.: 3ry +4x9 +2x3 < 3
3.’131 —2.1'2—-(173 S 7
x1 > 0, x9 no restringida, T3 <0

Hago los siguientes cambios:

/ /1

Max Z = 2z, + 3z — 35 + x5
s.a.: 3r1 + 4z —4ay — 225 < 3
3z1 —2xp + 204 + 25 <7
T1,Th,25,25 >0
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Max
Min | 17 24 zf 24| <
w | 3 4 4 =23
w | 3 2 2 117
> 2 3 -3 1
Min W = 3y1 + 7y2
s.a.: 3y +3y2 > 2
dy; —2y2 2 3
-4y +2y2 > -3
=2y +y22>1
y1,y2 20

Buscamos el programa dual:

2y t+y2le2pp—y2 < -1

dy1 — 2y
dy1 — 2y

ANAY

El programa dual quedaria:

Min W = 3y; + Ty

s.a.: 3y1 +3y2 > 2

dy1 — 22 =3
2y —y2 < 1
y1,%2 >0

3.1.3 Reglas para escribir el problema dual

g }©4y1—2y2=3
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Con el objeto de no tener que realizar todas estas transformaciones en cada problema
conviene tener una serie de reglas para escribir el problema dual conociendo el primal.

Las reglas de conversién son las siguientes:

1. Funcién objetivo:

(a) Eldual de un problema de maximizacién es un problema de minimizacién.

(b) Eldual de un problema de minimizacién es un problema de maximizacién.

2. Numero de incégnitas y de restricciones:
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(a) El nimero de incdgnitas del dual es el nimero de restricciones del primal.
(b) El mimero de restricciones del dual es el nimero de incégnitas del primal.
3. Coeficientes de coste y términos independientes de las restricciones.
(a) Los coeficientes de coste del dual son los términos independientes de las
restricciones del primal.
(b) Los términos independientes de las restricciones del dual son los coefi-

cientes de coste del primal.

4. Las matrices tecnoldgicas del primal y dual son traspuestas entre si.

5. Signo de las restricciones y de las variables.
A cada restriccién de un problema viene asociado una variable del otro.

Las reglas para escribir los signos de las restricciones y de las variables corres-
pondientes vienen resumidas en la tabla siguiente:

Primal de Maximizacién Dual de Minimizacién
< >0
restriccion > <0 variables
= libre
>0 >
variable <0 < restriccién
libre =
Dual de Maximizacién Primal de Minimizacién

3.1.4 Forma candnica minimizante de la dualidad

La siguiente expresién enuncia la dualidad en forma canénica minimizante.

Dado el programa lineal Min Z = c¢'- X, sujetoa A*- X >b, X > 0suduales
Max W =b'.Y, sujetoa At Y <¢, YV >0.

Se puede comprobar que en este enunciado se cumplen las reglas para determinar
el programa dual dadas en la tabla anterior.

Ejemplo 43 Obtener el dual del problema:

Min Z = 31‘1 + 91’2
s.a.:xy—x92>1
2r1+ 10> 3
3171 — T9 2 5
Z1,T2 > 0

El problema dual que se obtiene con ayuda de la siguiente tabla y de las reglas
de signo de variables y restricciones es:
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Max
Min | = To | 2
Y1 1 -1 1
Yo 2 113
Y3 3 -1 5
< 3 9

Max W =y + 3y2 + 5y3

s.a.: Y1 +2y2 +3y3 <3

“Y1+y2—ys <9
Y1,Y2,¥3 > 0

Ejemplo 44 Hallar el dual del problema siguiente realizando previamente las trans-
formaciones necesarias para expresarlo en la forma candnica minimizante. Compro-
bar a posteriori que se cumplen las reglas de los signos.

Min Z=2x1 — a9
s.a.; 4z + Txo <10
3.’),’1 - 41‘2 > 8
z1 >0, x2 no restringida

Llamamos z = x4 — z7:
Min Z = 2z1 — oz + x4
s.a.: 4ry + Trh — Tz < 10
3z —4xy +4xy > 8
I1, I,27 ‘TIQI > 0
Ay + Txhy — Ty < 10 & —dxy — Txh + 724 > —10

Escribimos ahora el dual

Max
Min | =1 zf zf | >
U1 -4 -7 7 - 10
Y2 3 -4 4 8
< 2 -1

Max W = —10y; + 8ya
s.a.: —4y; +3y2 <2
=Ty —4y2 < -1
Ty1+4y2 <1
Y1, Y2 2 0
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Si llamamos ¥} = —y; tenemos:

Max W = 10y} + 8y»
s.a.: 4yl + 3y2 < 2
Ty — 4y < -1
—Ty; +4y2 <1
N S 0’ Y2 S 0

7y,1_4y2 > -1 ’ _
-y < -1 [T A=l

El dual ser4:

Max W = 10y} + 8y2
sa. 4yl + 3y <2
Ty) — 4y = -1
yi < 05 Y2 2 0

En la siguiente tabla estdn indicados los cambios efectuados:

1¢ < 1 >0
restriccién del dual variables del primal
20= g libre
> > 24
variable del dual{ yg{Q < 00 < ?a restriccién del primal
1S <
Dual de Maximizacién Primal de Minimizacién

3.2 Propiedades de la relacién de dualidad
1.- El dual del dual es el primal.

Demostracion.

MaxZ =Ct- X
sujetoa AX <b
X>0

donde A es una matriz de dimensién m x n y X un vector de dimensién n x 1. Su
dual es:
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Min W =bt.Y
sujeto a A'Y > C
Y>0

Como no hemos demostrado las reglas de los signos su uso no puede ser considerado
una demostracién, no obstante si las apliciramos se obtendria este resultado de
inmediato. Asf tendremos que el problema dual de este tiltimo es el primitivo:

MaxZ =C' X MaxZ =C'- X
sujeto a (A})IX <b & sujetoa AX <b
X >0 X>0

A continuacién exponemos una demostracion de esta propiedad.

Para calcular el dual de

min W =58.Y
sujeto a AY > C
y=>0

que es el dual del primitivo, lo expresamos en forma canénica maximizante

W' =-—W=—btY

max W=max (-W) = -b-Y
sujeto a — A'Y < —-C

y=>0
Su dual es:
min (-2} =~C*- X
sujeto a — AX < —b
X>0
es decir:
max Z=C"- X
sujeto a AX > b
X>0

que es el problema primitivo.

2.- Teorema de dualidad débil.
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Si zp e yo son soluciones factibles para el programa primal y el programa dual
respectivamente, entonces se cumple que C? - zo < bt - .

Demostracion.

Los problemas son:

MaxZ =c¢t- X Min W =bt.Y
sujeto a AX <b ysudual sujetoa A'-Y >c¢
X2>0 y20

Como xy es factible se verifica:

Azg <b; 15 >0 (3.1)

Como yyp es factible se cumple:

Alyo > ¢ yo>0 (3.2)

Si multiplico (3.1) por la izquierda por y§ tenemos:

yéA:ro < yf)b (3.3)

Si multiplico (3.2) por x} tenemos:
0

xhAlye > zhe (3.4)

Si hallo la traspuesta de (3.4) tenemos:

ys Az > clzg (3.5)

Considerando (3.5) y (3.3) clzg < yfAdzy y  ybAxo < yib.

Por tanto ctzg < yib = blyy puesto que
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by Y

b ) t
Yob = (y?aygygn) : = (bl,bg...bm) . =b" -y

bm 9,

Consecuencias del teorema de dualidad débil.

Esta desigualdad tiene las consecuencias inmediatas siguientes:
a) Cualquier valor que tenga la funcién objetivo primal es cota inferior para la
funcion objetivo dual.
b) Cualquier valor que tenga la funcion objetivo dual es cota superior para la funcidén
objetivo primal.

" También se deducen las siguientes propiedades

¢) Si el primal es factible y no acotado, entonces el dual es no factible.

Demostracion.

Z=c-X—+400 y C'-zg<b y.

Si el dual fuera factible existe yo que cumple las restricciones y la no negatividad,
entonces: Wy = blyg = Z < W,. Pero si el primal tiene cota superior no puede ser
no acotado.

d) Si el dual es factible y no acotado, entonces el primal es no factible.

Si el primal fuera factible entonces existe un zy que cumple las restricciones y la
no negatividad, por tanto Zy = ctxg = Zy < W. Pero si tiene una cota inferior
no puede ser no acotada. )

e) Si existen soluciones factibles para los problemas primales y duales que dan el
mismo valor para las respectivas funciones objetivo entonces dichas soluciones
son optimas para sus respectivos problemas.

Demostracion.

Supongamos dos soluciones factibles para cada uno de los problemas primal y
dual respectivamente z* e y*, llamamos Z* =ct - z* e W* = bt . y*. y Z* = W™,
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Primal: Sea x cualquier otra solucién factible entonces ¢! - x < biy* = ¢t - 2* =
cx < ctax* vz
z* es el valor mas alto al que puede llegar el objetivo por tanto z* es éptima.
Dual: Sea y cualquier otra solucién factible entonces ¢t X* < bty = bly* < bly VY

bty*es el valor mimimo al que llega la funcién objetivo por tanto y* es éptima.
3.- Teorema de dualidad principal.
Si el problema primal tiene solucién éptima finita correspondiente a la base B,

entonces el problema dual también tiene solucién ¢ptima finita y dicha solucién es
Y*t = C{ B~} (vector multiplicador simplex de la base éptima).

Demostracién.
Max Z =C'-X Min W =bt.Y
sujeto a Az <b ysudual sujetoa A*-Y >C
X>0 y>0

Afiadiendo al primal variables de holgura (X,,) resulta

AX +IX,=b (Al =(ajaz..ane1,€2..€,)

B base 6ptima => Xg = B~lby CYB~Y(A|I)—(C* | 0) > 0 porque los costes
reducidos son no negativos si la base es 6ptima.

Separando los costes reducidos de las variables primitivas y de las variables de
holgura tenemos:

CLB™1A - Ct >0.
Transponiendo la primera de estas desigualdades resulta

A (CLBY —C >0 = AY* >C

De la segunda obtenemos
CLB M I=CLB™ ' =(Y*)" >0

Luego Y* es una solucién factible del problema dual. Veamos que es ademds

6ptima:

W* = Y =Y"b=CpB ' - b=CpxtXp=2"
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Por la consecuencia €) del teorema de dualidad débil, Y™* también es 6ptima.
Consecuencias:

Si el primal es factible el dual es factible.

Si el dual es infactible entonces el primal es no acotado o es también infactible.

Si el primal es infactible entonces el dual es no acotado o es también infactible.

Solucién del problema dual en la resolucién del dual

o Si se emplea el algoritmo revisado del simplex ya tenemos la solucién de la
dualidad:

Y* =C% . B! =S (vector multiplicador del simplex)

¢ Si se emplea el algoritmo del simplex la solucién coincide con los costes reduci-
dos de las variables de holgura:

Yy*=ChL. B

Ejemplo 45 Dado el P.L.

Mazx Z = 5x1 + 322
s.a.: ¢y <2
5r1 + 2x9 <12
3xr1 + 8x9 < 12
z1,22 20

Hallar su dual y obtener las soluciones primal y dual.
El dual es:
Min W = 2y; + 12y9 + 12y3
s.a.: y1+5y2 +3y3 > 5
2y2 +8ys > 3

Y1, Y2, Y3 = 0

Solucién del primal:
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104
5 3 0 0 o0
Max 1 Io X3 X4 Tp
x3 o|1* 0o 1 0 0 2
4 o5 2 0 1 0 12
5 013 8 0 0 1 12
Z; —¢j S5 3 0 0 0 |z=0
5 3 0 0 o0
Max 1 Tp Ty T4 ITp
z1 5101 0 1 0 0 2
Z4 0j0 2 -5 1 0 2
T 0|0 8 3 0 1 6
Zj — ¢ 0 3 5 0 0 |z=10
5 3 0 0 0
Max Ty T2 T3 T4 Ts
) 511 0 1 0 0 2
Zy4 0|0 0 -17/4 1 -1/4 1/2
) 3{0 1 -38 0 1/8 3/4
Zj— ¢ 0 0 31/8 0 3/8 |2z=49/4
Solucién 6ptima del programa primal: z; = 2,19 = %, zZ* = %.

Solucién 6ptima del dual: y; = %,yz =0,y3 = %, W* = 4749.

Nota: Si la base unitaria primitiva no procede de una variable de holgura puede
tener algun coste no nulo en el objetivo.

Por ejemplo, si hubiese tenido x4 costo 5 unidades, es decir que ¢4 = 5 entonces
al valor resultante en el coste reducido correspondiente Z, — ¢4 habria que

anadirle ¢4 = 5 para obtener el valor de y; pues el valor y; coincidirfa con el
de Z4. Este caso, lo veremos al resolver el siguiente ejemplo.

Ejemplo 46 Dado el P.L.

Min Z2=2x, + 3z2 — x3
s.a.:2r1+x9 —xT3 > 2
r1 — 209+ 3x3 =06
1+ 3z + 423 < 10
1,22 > 0, x3 no restringida

Deducir su problema dual. Resolver el problema primal y hallar la solucion del

dual a partir de la tabla del primal.

Hacemos el cambio z3 = x4 — 75
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Min Z = 221 + 322 — x5 + 2§
s.a. 22 + X9 —xh + 24 > 2
x1 — 2z9 + 325 — 325 =6
x1 + 3x2 + 4o — 424 < 10
x1, T2, 24,24 >0 '

Pasando a la forma candnica minimizante

Min Z = 21 + 3z — x5 + 2%
s.a.: 2xy + a0 —xh + x4 > 2
x1 — 29 + 325 — 325 > 6
—1 + 229 — 375 + 324 > —6
—x1 — 3xg — 4ah + 424 > —10
x1,Z2, T4, x4 >0

Max
Min | z; 2 x5 z3

ys | -1 2 3 3
ya | -1 -3 4 4
< 2 3 1 1

<

[ %)

—

]

[\

o

1

(%]
- o ol
OOJ

El problema dual es

Max W = 2y; + 6y2 — 6y3 — 10y
s.a: 2y +y2 —yYs —yg < 2
Y1 —2y2+2ys —3ya <3
—y1+3y2 — 3ys —4ys < -1
Y1 —3y2 +3ys +4ys <1
Y1,Y2, Y3, Y4 Z 0

-y + 3y2 — 3y3 — 4y < —
=y —3 3 4y = 1.
y1 — 3y2 + 3yz + 4y < 1 Y1 — 3y2 + 3yz + 4y,
Si hacemos el cambio:
Yy = Yo —U3
Yo = U

105
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El programa dual seré:

Max W = 2y; + 6y} + 10y,
s.a. 2y +yp +yy <2
y1—2y5 +3y, <3
—y1 +3yp + 4y = 1
y1 > 0, y5 no restringida yj <0

Hallamos ahora la solucién del primal. Afiadiendo variables de holgura y artifi-
ciales y transformando las variables en no negativas tenemos:

Min Z = 2z 4 3zo — o + 24 + mas + mas
20) +xo —xh + 25 -4+ x5 > 2

s.a.:
Ty —2xry+ 325 — 325 + 26 =6
zy + 3x9 + 4y — 425 + 27 < —-10
2, >0, i=1,2,..,7
2 3 -1 1 0 m m 0
Min 1 o x4 xY T4 Ty Te Xy
Ty m 2% 1 -1 1 -1 1 0 0 2
Tg m 1 -2 3 -3 0 0 1 0 6
Ty 0 1 3 4 —4 0 0 0 1 10
Zj — ¢ dm-2 -m-3 2m+1 -2m-1 -m 0 0 0 |8m
2 3 —1 1 0 m m 0
Min Y o xh xy T4 T5 T 7
2| 1 12 —1j2 1/2 -1/2 _1/2 0 0 1
zs  m| 0  —=5/2  7/2« —7/2 1/2 -1/2 1 0 5
2z 0|0 52 9/2 -9/2 1/2  -1/2 0 1 9
Z, — ¢ 0 =m_p @ =—m m_] ImI{ 0 0 |bm+2
2 3 -1 1 0 m m 0
Min I o xh Y T4 Ts T X7
o1 2 |1 1/T 0 0 -3/T 3/7 1/7 0 |12/7
, —1|0 -s/7 1 -1 1/7 =-1/7 2/7 0 |10/7
7 oo 40/7 0 0 -1/7 1/7 -9/1 1 |18/7
Zi —cj 0 -2 0 0 -1 l-m -—-m 0 2

Solucién dptima del programa primal:

Ty =

12

Solucién 6ptima del dual:

n=NQ-m)+m=1,yo=—m+m=0, y3=0,W*

72

:071‘3:%72*:

2.
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4.- Teorema de Holgura Complementaria.

Sean X* = (z;) e Y* = (y;) soluciones factibles de los problemas primal y dual
repectivamente, y sean U* = (u;) y V* = (v;) los valores respectivos de las
variables de holgura para las soluciones X* e Y™, entonces, X* e Y™ son
dptimas si y solo si se cumple que:

Demostracion.

= Supongamos que X* e Y* son éptimas. Partimos de:

MaxZ =C' X Min W =bt.Y
sujeto a AX <b ysudual sujetoa A Y >C
X>0 y>0

Tenemos:

AX* 4+ U* = b = multiplicamos por Y*' por la izquierda

Y'*tAX* + Y*tU* — Y*tb

Y*tU* — Y*tb _ Y*tAX* (36)
y
A'Y* — V* = C = multiplicamos por X*
Y*tAX*_V*tX* =V*tX* 37
VX =t X* - Y AX* (3.7)
Por ser 6ptimas se cumple que
CtX* = bty ™. (3.8)

Pero cuando ademds Y**b = b'Y™* de (3.6) (3.7) y (3.8) tenemos:
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YHU* = -V X* = YU+ VX =0

U1 el

u2 1‘2
(y17y27")ym) : +('U1,U2,..,’Un) ' =0

Um X,

m n
E Y Ui + E vjz; =0
i=1 7j=1
Como todos los sumandos son no negativos ha de ser:

Yy ouy =0 1=1,2,..,m
virx; =0 j=12,.,n

<= Supongamos que X*,Y* verifican u;y; = 0; vjr; = 0 y ademés son
factibles

i Yiui = 0; Z;-l:l viz; =0, luego,
m n
Zyiui + Zvjxj =0
i=1 j=1

Y*tU* + V*tX* =0

pero
AX*+U* = b =  Ur=b—AX*(1)

AY*—V* = C = Y"A-Vv*=0C" = V*=Y"A-C"

Usando las tres relaciones iltimas tenemos:
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Y* b - AX*)+ (YA-CHX* = 0
V¥ — YAX* + YHAX* - C'X* = 0
Yy = C'X*

Por la consecuencia €) del teorema de dualidad débil, entonces son éptimas.

Nota: Este teorema puede utilizarse para deducir la solucién del dual conociendo
la del primal, veamoslo por medio del siguiente ejemplo:

Ejemplo 47 Dado el programa lineal siguiente, determine la solucion dptima del
programa dual.

Mazx Z = bx1 + 322
s.a.;xy <2
5r1 + 220 < 12
3ry +8x2 <12
Z1,T2 > 0

La solucién 6ptima del primal es: 1 =2, x93 = %, Z = 4749.

Introduciendo variables de holgura, el sistema de restricciones ser4:

r + U1 = 2
511+ 220 + uo = 12
3.1']_ + 8$2 + ’u,3 = 12

El dual sera:

Min W: = 2y1 + 12y2 + 12y3
s.a.y; +5y2 +3y3 2 5
2y2 +8yz > 3
Y1, y2,y3 > 0

y el sistema de restricciones del dual con variables de holgura es:

y1 + 5y2 + 3yz — 1 = 5
2y2+8y3 — V2 = 3
vizt = nr = 0 como 4 1T 2 > 0 =
it vz, = 0 7 o = 3/4 > 0
— v =0 y 51:?
= 2= 3
V2 0 ’LL3“‘—‘O
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ury; = 0
uY; =0¢ ugyp, =0 ycomo y, = 0
usys =0

Sustituyendo los valores v; = 0, v =0, y» = 0 en el problema dual, se obtiene
su solucién resolviendo el sistema.

31

Y1+ 3y3 5 _8 -2
3 :>y3_37 yl_8

8y3

Es decir la solucién 6ptima del problema dual es:

p=52=0,y=% 11=0,v=0W=22

3.3 Interpretacién econémica de la dualidad

Las variables duales nos indican como varfa la funcién objetivo al cambiar los recur-
SOS.

Si la base 6ptima es B; X3 = B7b; Z* =CLX}
Si cambian los recursos a b + 6b entonces:

X3 =B b+6b) =B b+ B~1(6b)

Z' =CL XYy = CHB b+ CgB™Y(6b) = Z* + Y™ (6b) =

= 2"+ y;(6bi) = Z" + Y5 (6b1) + y3(8b2) + - - + Y7, (6bm)

i=1

Esto sélo es cierto si la correccién de b es lo suficientemente pequena para que
no haya cambio de base éptima. '

Ejemplo 48 En el siguiente problema

Max Z: = b5x1 + 3x2
s.a..xy <2
5z, + 2x9 < 12
3x1 + 8x9 <12
z1,22 > 0

la solucion éptima primal: 1, = 2,25 = %, Z = % y la solucidn dptima dual es

* _ 31 * * _ 3. __ 49
Y1 = 7% y2_0ay3_§7‘W_T'
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Si b; = 2 aumenta una unidad — Z aumenta %. Si by = 12 aumenta una
unidad = Z aumenta 0. Si b3 = 12 aumenta una unidad = Z aumenta —?g. Este
resultado sélo es valido si los cambios en b no implican un cambio de la base 6ptima
y por tanto de la matriz éptima B.

En resumen, jcudndo conviene resolver el programa dual?

o Cuando el dual sea més facil de resolver.
e Cuando necesitamos aplicar su interpretacién econémica.

e En aquellas ramas de la Investigacion Operativa en las que la dualidad aparezca
de modo natural, por ejemplo en los problemas de transporte y asignacién.

Ejemplo 49 (Interpretacién econdémica del dual) Una fabrica hace muebles:
pupitres, mesas y sillas. Cada pupitre supone una ganancia de 60 euros, cada mesa
80, y cada silla 20. El material y horas de sueldo necesarios para realizar cada uno
de estos muebles viene expresado en la siguiente tabla, donde también se indica la
cantidad de recursos disponibles actualmente:

Gasto por unidad y mueble pupitres | mesas | sillas | Disponibilidad
En material (madera) 8 6 1 48
En carpinteria (horas trabajo) 4 2 1.5 20
En acabado y transporte 2 1.5 0.5 8
ganancia por unidad 60 30 20

& Cudntos muebles hard de cada clase para mazimizar la ganancia? Plantear este
problema y hallar una interpretacion del problema dual.

Planteamiento:

Sean las variables de decisién para el problema:
1 = numero de pupitres,

To = nimero de mesas,

r3 = nimero de sillas.

Max Z = 60z + 30z + 20x3
s.a.: 8xrp +6xo + 23 < 48
41 + 229 + 1.523 < 20
2x1 4+ 1.529 + 0.523 < 8
T1, T2, T3 = Oa

Supongamos que un empresario desea adquirir la fabrica. Lo que puede adquirir
son los materiales y las horas de trabajo disponibles, y debe hacer una oferta que no
sea rechazada por el anterior propietario, pero que al mismo tiempo sea para €l lo
mds ventajosa posible. jCuanto deberd pagar por la madera y las horas de trabajo?
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Sean y1, y2, y3 los precios a los que va a pagar la unidad de madera, la hora de
trabajo de los carpinteros y la hora de trabajo de acabado, respectivamente. Lo que
deberia pagar el comprador serd 48y; + 20y2 + 8ys, y naturalmente deseard que esta
cantidad sea lo menor posible, pero supone, que como es de esperar, el actual dueno
no se la venderd si esto le supone alguna pérdida. Por eso, el precio que pague por
el material y horas que permitan hacer cada mueble deberd ser al menos igual que
la ganancia que el duefio actual saca por este mueble. En resumen el problema que
el comprador ha de resolver es el siguiente:

min 48y1 + 20y2 + 8ys
s.a.  8y1 +4ys + 2y3 > 60 (precio de un pupitre)
6y1 + 2y2 + 1.5y > 30 (precio de una mesa)
y1 + 1.5y + 0.5y3 > 20 (precio de una silla)
Y1, Y2,y3 2 0
que como se ve es el dual del primero. Las variables del problema dual deben ser
interpretadas como los precios por unidad de cada recurso. Se suelen llamar ”precios-
sombra de los recursos”, ya que, no es un precio real o de mercado, sino asociado al
problema primal.

3.4 Algoritmo Dual del Simplex. (Caso maximizante)

Este método es 1til a veces para no tener que introducir variables artificiales. Este
algoritmo se aplica cuando puede obtenerse una solucién bdsica, que tiene costes
reducidos positivos, pero que no es factible porque tiene algunas soluciones negativas.
Es decir, se aplica en el caso de una tabla en la que todos los z; — ¢; > 0, pero con
algin z; < 0. Este tipo de soluciones se llaman dual factible.

Paso 1
Si g solucién bésica factible cumple zg > 0, entonces la solucién es éptima.
Paso 2 (Seleccién de la variable de salida)

Seleccionar como variable de salida aquella variable béasica con valor méds negativo.
Sea z,.

Paso 3 (Seleccion de la variable de entrada)

Determinar para las columnas no bésicas los cocientes p; = fiy;cl para los y; < 0.
T
Entra la variable de mayor cociente (o menor valor absoluto). Sea x.

Paso 4
Establecer una nueva tabla con y,; como pivote y volver al Paso 1.

Nota 1: Si todos los yr; > 0 el programa dual es no acotado y el primal es no
factible.
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Nota 2: En el caso minimizante todo es igual salvo:

e Paso 1. Hay que partir de una tabla en la que z; —¢; < 0.

e Paso 3. Se selecciona la variable de entrada que de minimo el cociente (o mayor

valor absoluto).

Ejemplo 50 Resolver el programa lineal siguiente y su programa dual:

Min Z=x;+xs+ 23
sa.: T —To+3x3>1
2ry —x9+x3 >0
1+ X9 —x3>2
z1,%2,23 > 0

El problema dual serfa

ry T2 I3 |2
w11 -1 3|1
wl|l2 -1 110
w1l 1 -1]2
<11 1 1

Max W=y +2y3

S.a.: y1+2yp+tyz <1
-y —y2tys <1
3yity—y3 <1

Y1,%2,Y3 2 0

Para calcular la solucién del primal cambiamos previamente el signo de las de-
sigualdades, lo que va a implicar un cambio de signo en las variables duales:

Min Z=x1+x9+ 23
sa. —x;1+x—3x3< -1
—2r1+1T2—ax3 <0
—r1 — X+ x3 < -2
r1,22,23 2 0

Min Z=1x;+x9+x3

S.a.: —xy+ a0 —3x3+x4 =—1
—2rx14+xT9—x34+25=0
~T1 — Ty + 23+ Tg=—2

T1,T2,T3,T4,Ts5,T6 Z 0

1 1 1 0 0 0
Min 1 Xy X3 Xa Tz Tg
T4 0| -1 1 -3 1 0 0 -1
Ty 0|-2 1 -1 0O 1 0 0
T 0|0 -1 1 0 0 1 -2
2j —¢j -1 -1 -1 0 0 0| 2=0
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Sale zg pues tiene el valor mds pequefio xg = —2, y entra x, pues en la tercera
fila min{ :—i, :—}} = 1. Asi, haciendo las transformaciones correspondientes, usando

-1 como pivote, tenemos la siguiente tabla:

1 1 1 0 0 0
Min Ty T9 X3 T4 Ty Tg
T4 0] 0 -4 1 0 -1 1
Ts 0 0 3 -3 0 1 =2 4
T 1] 1 1 -1 0 0 -1 2
Z; = ¢y 0 0 -2 0 0 ~-1]|z=2

Como el valor zg — co = 0 y 22 no estd en la base, indica que hay soluciones
miiltiples. Como xg > 0, tenemos que una solucién éptima del primal es:
T3 = 0 , &= 2.

1 =2 y 1‘2:0 5

Como hemos cambiado de signo las restricciones del primal tenemos que la solu-
cién 6ptima del dual es:

y1:0 3 y2=0 ) y3:1 ’ w=2.

Como hemos dicho hay un coste reducido cero en una variable no bésica (z2 — ca = 0),
y por tanto si se introduce la variable x9 sale x4. Si se hacen las transformaciones

~ correspondientes usando como pivote 2, obtenemos la nueva tabla:

1 1 1 0 0 0
Min 1 Ty I3 T4 Zs Te
Ty 0 1 -4 1/2 0 -1/2| 1/2
T5 0|0 0 -3 -3/2 1 -1/2| 5/2
xy 11 0 -1 -=1/2 0 -1/2| 3/2
Z; — ¢ 0 0 =2 0 0 -1 z=2
Asi obtenemos que otra solucién éptima para el primal es:
1 =3/2 , z2=1/2 | z3=0 , .z2=2.

Y la solucién 6ptima para el dual, coincide con la obtenida en la tabla anterior. Por
tanto, el problema primal tiene infinitas soluciones, sin embargo, el problema dual
tiene solucién tnica.

Ejemplo 51 Resolver el programa lineal:

Min Z=2x,+ x5+ 4x3
s.a.;. 2xy — X9 +3x3>8
1+ 3z + 223> 7
T1,%2,T3 20
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Si escribimos el problema en forma maximizante, (2/ = —z) obtenemos el pro-
blema equivalente:

Max 7 = —21‘1 — T9 — 41‘3
s.a.: —2r1+ X0 —3r3+ax4=-8
—r1 —3xy — 223+ x5 = =7

T1,T2,T3,%4,T5 Z 0

Asi pues, se cumplen las condiciones para poder aplicar el algoritmo dual del
simplex, pues el primal es infactible (zp < 0); y el dual es factible pues z; — ¢; > 0.
Si construimos la tabla y aplicamos el algoritmo dual del simplex obtenemos:

-2 -1 -4 0 O
Max ) i) T3 T4 Ts
T4 0] —2« 1 -3 1 0 -8
Ts 0] -1 -3 -2 0 1 -7
Zj — ¢ 2 1 4 0 0]2Z=0
Sale x4 pues tiene el valor mds pequefio x4 = —8, y entra x;, pues en la primera

fila min{‘%’, _is‘} = 1. Asi haciendo las transformaciones correspondientes, si
usamos —2 como pivote, tenemos la siguiente tabla:

-2 -1 —4 0 0
Max Al o) T3 T4 Iy
Ty 211 —1/2 3/2 -1/2 0 4
T5 0 0 -7/2x -1/2 -1/2 1 -3
2; — €4 0 2 1 1 0 Z = —8
Sale =5 pues tiene el valor mds pequeno x5 = —3, y entra o, pues en la se-
gunda fila min{’ _72/2‘, _11/2 , _11/2‘} = 4/7. Asi haciendo las transformaciones

correspondientes, usando —7/2 como pivote, tenemos la siguiente tabla:

-2 -1 —4 0 0
Max T T2 I3 T4 I5
x, -2 1 0 23/14 22/14 1/7 31/7
T2 -1/ 0 1 17 1T =2/7 6/7
zj —¢; 0 0 5/7 5/T 4J7 |2 =—-68/7

Como zp > 0, tenemos que una solucién 6ptima del primal es:

zy =31/7

.’1,‘226/7 )

Y la solucién 6ptima del dual es:

) y2:4/7 y

y1="5/7

w = 68/7.

z=-2' =68/7.
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Tema 4

Analisis de sensibilidad

4.1 Introduccién gréfica

Consideraremos en el siguiente ejemplo

max Z =311 + 220
221 + 29 < 100
s.a.: 1+ x2 £ 80
x1, T2 20

cuya solucién 6ptima es x; = 20, 29 = 60, con Z = 180.

. Qué ocurriria si se realizaran cambios en los coeficientes de la funcién objetivo?

Observando la representacion gréfica de este problema en la figura 4.1 de la pagina
118, puede deducirse que si se hicieran pequeiias modificaciones de los coeficientes de
la funcién objetivo el resultado serfa un ligero giro en la representacién gréfica de la
funcién objetivo, sin que se altere, el valor del punto donde se alcanza el valor 6ptimo,
aunque si se alteraria el valor de Z. En el Andlisis de Sensibilidad, que iniciamos en
este capitulo, se estudiardn los efectos producidos por algunas modificaciones en los
datos iniciales. En el caso que estamos tratando, un cambio en los costes, ¢;, podria
mantener la solucién 6ptima para ciertos intervalos de variacién, aunque variaria el
valor del objetivo.

Si lo que cambian son los recursos, bi, algunas aristas de la regién factible se
desplazardn paralelamente. En este caso, puede que se mantenga la base éptima
pero en muchos casos, como en el de nuestro ejemplo, variard la solucién éptima y
por tanto también el objetivo. Mds complicado es ver qué ocurrirfa cuando cam-
bien los coeficientes tecnolégicos (a;;) aunque también pueden obtenerse algunas
simplificaciones.
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La tabla de simplex que da la solucion dptima es:

60 30 20 O 0 0

I xIo I3 h1 h2 h3
0 m| 0 -2 0 1 2 —8 24
20 z3{ O -2 1 0 2 —4 8
60 x| 1 125 0 0 -05 1.5 2

0 5 6 0 10 10 | Z =280

Consideremos que vamos a realizar un cambio en el coste de x2, cuyo valor es 30
a 30 + A, de modo que se conserve la matriz dptima actual.  5Qué cambios se

producirian en la tabla anterior?

Recordamos que las filas correspondientes a las restricciones pueden obtenerse
ordenando los célculos de la forma siguiente:

B! (B ‘N b> = (B—lB "B7IN: B—1b> = (I “B7IN: B—lb)

¥ que los costes reducidos de las variables no bésicas son g B! N — ¢y, siendo nulos
los costes reducidos de las variables bésicas. La solucién del problema es:

XY=B"1b Z°=czB7'

qué era 6ptima si
cgB™'N =y > 0.

Por lo tanto, como sélo vamos a cambiar una variable no bdsica sélo puede
cambiar, en todo el proceso anterior esta iltima expresién. Unicamente tendremos
que recalcular zo — ¢o, resultaria:

—2
22—02:(0 20 60) -2 —(30+A) =5.0-A.
1.25

La tabla quedarfa en este caso en la siguiente forma:

60 30+A 20 O 0 0

1 Io I3 hl h2 h3
0 h| O -2 0 1 2 -8 24
20 z3| O -2 1 0 2 —4 | 8
60 x| 1 1.25 0 0 -05 151 2

0 5-A 0 O 10 10 | 280
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Se observa que la tabla permanecers 6ptima si 5 — A > 0, es decir si A < 5. Este
hecho pone de manifiesto que el coste reducido, 5, de una variable no bésica, xo, en la
tabla 6ptima es la cantidad méxima en que puede aumentar el coste de esta variable
en la funcién objetivo sin que varié la actual solucién éptima. Por tanto el valor de
c2, puede aumentar hasta 35. También el valor de la funcién objetivo serd en este
caso el mismo ya que Z° = ¢5bB~'b y ninguna de estas matrices cambia si ¢ < 35.
Igualmente, ¢z puede disminuir todo lo que se quiera, pues no hay restriccién para
A por la izquierda.

Si no se cumpliera esta condicién y ¢z pasara a ser, por ejemplo 40, la tabla final
del simplex quedaria:

Max 60 40 20 O 0 0
I T2 I3 h1 hvg h3
0 hh| O =2 0 1 2 -8 24
20 =x23| 0 =2 1 0 2 -4 8
60 x| 1 125 0 0 -05 15 2
0 -5 0 0 10 10 | 280

y habria que continuar hasta obtener de nuevo optimalidad. Sale 1 y entra xs,
con lo que la nueva tabla quedara:

Max I I9 T3 hl h2 hg
0 hi 16 0 0 1 1.2 =56 27.2
20 z3 16 0 1 O 1.2 -16 11.2
30 z 08 1 0 0 -04 1.2 1.6
4 0 0 O 8 16 | Z =288

que ya es la tabla 6ptima.

La nueva solucién 6ptima con la variacién en co = 40 es:

z1=0,20=16, z3 =112 Z = 288.

4.2.2 Variacién en un coste de una variable basica

Supongamos que el cambio lo realizamos ahora en ¢; = 60 que va a tomar el valor
60+A. En este caso puede haber cambios en los costes reducidos de todas las
variables no bésicas:

/ -1 -

-2 2 -8
=(0 20 60+A)[ -2 2 —4|-(30 0 0)=
125 05 1.5
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=(50+1.25A4 100-.5A 10.0+1.5A ).

La tabla ahora tomaria el siguiente aspecto:

60 + A 30 20 0O 0 0
I ) I3 ]'Ll h2 h3
0 hy 0 -2 0 1 2 -8 24
20 T3 0 -2 1 0 2 —4 8
60+ A 1z 1 1.25 0 0 —-0.5 1.5 2
0 54+1.25A 0 0 10—0.5A 104+ 1.5A } 280+ 2.

La base se mantiene 6ptima si se verifica que todos las componentes del vector

( 5.0+1.25A 10.0—-.5A 10.0+1.5A )

son no negativas:

50+ 1.256A>0 A> -1 =-40
10-0.5A>0 = A <20 =
100+ 1.5A >0 A>0=—6.6667

= —4<AL2

Es decir que ¢; puede variar entre 56 y 80 manteniéndose éptima la base y la
solucién anterior.

El valor del objetivo ser4:
Z =(60+A)*2+ 300+ 20*8 =280 = 280 + 2A.

Si pasamos estos limites la solucién deja de ser 6ptima. Supongamos que ¢; toma
el valor 100 y por tanto A = 40. La tabla serfa:

100 30 20 O 0 0
I1 T2 I3 hl hg h3
0 M 0 -2 0 1 2 -8 | 24
20 =z3| O -2 1 0 2 -4 8
100 = 1 1.2 0 0 =05 15| 2
0 55 0 0 -—-10 70 | 360

que no es 6ptima.

Habria que continuar el problema a partir de esta tabla hasta obtener todos los
costes reducidos positivos.



122

Entra ho v sale x3, y aplicamos el algoritmo del simplex:

TEMA 4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

1000 30 20 O 0 0
I T2 I3 h1 hQ hg
0 h| O -2 0 1 2 -8 24
20 z3| O -2 1 0 2* -4 8
100 = 1 125 0 0 —-05 15 2
0 5% 0 0 —10 70 | 360

La solucién 6ptima del nuevo problema es:

1 =4,20 = 0,23 =0, con z = 400.

4.2.3 Cambios en los recursos

Ahora vamos a cambiar un recurso sin cambiar la base, por lo tanto permanece
el valor de B. Revisando las formulas que nos dan la evolucién de la tabla ob-
servamos que los cambios sélo pueden darse en la dltima columna, ya que X% =
B='.b y Z°= cgB~b son las tnicas férmulas donde intervienen los recursos.
En concreto si el cambio se realiza en el segundo recurso:

Lo que varia es

1 2 -8 48 24 +2A
X¢=B1lbs=|10 2 4 20+A | = 8+2A ,
0 -05 1.5 8 2 —0.5A

que tendria que tomar todos los valores positivos si queremos que se mantenga la
base actual.

24+2A >0

8+2A >0

2—-05A2>0

Si no cumple la restriccién anterior, por ejemplo A = 10, la tabla resultante serfa

60 30 20 O 0 0

Iy Io X3 hl hg h3
0 hy] O -2 0 1 2 -8 | 44
20 z3 | O -2 1 0 2 —4 | 28
60 {1 125 0 0 -05 15| -3

0 ) 0 0 10 10 | 280

Esta solucién es dual factible, pero no primal factible y deberemos aplicar el

algoritmo dual del Simplex para continuar la resolucién del problema. Tras hacer
una iteracién del algoritmo dual del simplex, se obtiene que la solucién éptima del
programa modificado, con bs = 20 + A = 30, es la siguiente:

z1 = 0,20 = 0,23 = 16, con z = 320.
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4.2.4 Cambios en los coeficientes tecnolégicos

En una columna de una variable no bésica

Si en el ejemplo anterior, cambiamos la segunda columna de la matriz de coeficientes
tecnoldgicos, y ésta pasa a ser (5,2,2)%, entonces la tabla inicial quedarfa:

cg | T3 xz3 hy hy hg
hi O 8 5 1 1 0 0 48
ha O 4 2 1.5 0 1 0 20
hs O 2 2 0,5 0 0 1 8
—-60 —43 -20 O 0 0 |2=0

Esto sélo originarfa un cambio en la columna 2 de la tabla final, que quedaria

como sigue:
1 2 -8 5 -7
0o 2 44 2 | =1 -4 ],
0 -05 1.5 2 2
y en el coste reducido de esta columna serfa:
-7
22 — co = (0,20, 60) * -4 | —43=-3.
2
Y por tanto la tabla quedarfa:
60 30 20 O 0 0
1 Tz To h1 ko hs
0 m|{0O0 -7 0 1 2 -8 24
20 z3| 0 -4 1 0 2 —4 8
60 x4 1 2 0 0 -05 15 2
0 -3 0 O 10 10 | z =280

En este caso cambia la base ¢ptima, ya que hay un coste reducido positivo y con-
tinuamos aplicando el método del Simplex, hasta obtener todos los costes reducidos

no negativos.

Si aplicamos el algoritmo del Simplex a la tdltima tabla, obtenemos la solucién
6ptima del programa modificado, con los cambios en la columna de la segunda

variable. Dicha solucién éptima es:

71 =0,22 = 0,23 = 16, con z = 320.
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Si lo que cambia es la columna de una variable bésica el problema es absolu-
tamente distinto, porque ya no se mantiene la matriz bésica, por lo que hay que
resolver el problema completamente desde el principio.

4.3 Incorporacién de una nueva actividad

Incluimos en este caso una nueva variable en el problema con sus correspondientes
caracteristicas. Esto equivale a afiadir una nueva columna en la tabla de simplex
inicial, que es la dnica que va a cambiar. Por ejemplo, afiadiendo una nueva variable
zgconcg =15 y af =(1,1,1), tenemos:

CcB I1 ] I3 T4 hl h2 h3
hiy O 8 6 1 1 1 0 0|48
hy 0O 4 2 1.5 1 0 1 0|20
hs 0 2 1.5 0,5 1 0 O 1 8
-60 -30 -20 -15 0 0 O

Si partimos de la misma base s6lo hay que cambiar la columna nueva. Permanece
la solucién si

24 —cy=cgB71 | 1 | —15 resulta no negativo.

En este caso podemos usar la solucién del dual ¢z B! = (0,10, 10). Asf que

1

24 —Cq = (O, 10, 10) 1

1

falta introducir la nueva actividad en la base.

— 15 = 5, la solucién sigue siendo 6ptima y no hace

Si no fuera asf calcularfamos la nueva columna de coeficientes. En este caso no es
necesario calcular dicha columna. No obstante, para ilustrar lo que seria necesario
hacer si el coste reducido de la nueva actividad resultara negativo, la calculamos de
todos modos. Entonces la cuarta columna quedaria:

1 2 -8 1 -6
0 2 -4 1 1 =1 -2
0 -05 1.5 1 1
La nueva tabla quedaria:
60 30 20 15 O 0 0
I T2 I3 T4 h1 h2 h3
0O Mm|0O0 -2 0 -6 1 2 -8 24
20 z3| 0 -2 1 -2 O 2 —4 8
60 z;| 1 125 0 1 0 -05 15 2
0 5 0 5 0 10 10 | 2=1280
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4.4 Incorporaciéon de nuevas restricciones

Incluimos restricciones, si la solucién anterior verifica las nuevas restricciones en-
tonces sigue siendo éptima. Si no verifica alguna restriccién hay que incluirla en la
tabla.

Para ilustrarlo, proponemos el ejemplo anterior, en el que incluimos la restriccion:
T1+zo4+23<7T=>11+22+ 23+ hy =7, donde hy es una variable de holgura.

Como la solucién 6ptima X g del problema original es: ©1 =2, 2, =0, z3 =38,
v no verifica la restriccién anterior, entonces hay que incluirla:

Tabla I |60 30 20 O 0 0 0
T T2 I3 h1 hQ h3 h4
0 hi | O -2 0 1 2 -8 0| 24
20 zg | 0 =2 1 0 2 -4 0 8
60 z1 {1 125 0 0 05 15| 0 2
0 hg | 1% 1 1* 0 0 0 1 7
0 5 0 O 10 10 280

Para conservar x; y 3 en la base hay que hacer nulos los elementos senalados
con asterisco en la tabla anterior. Para conseguirlo, basta restar a la fila cuarta la
suma de las dos anteriores. Posteriormente actualizamos la fila de costes reducidos,
obteniendo la Tabla II, que aparece a continuacién.

Tabla II |60 30 20 O 0 0 0
I Iy 3 hl h2 h3 h4
0 hi | O -2 0 1 2 -8 0 [ 24
20 zs | O -2 1 0 2 -4 0 8
60 |1 125 0 0 -05 15| 0 2
0 hg | 0O 175 0 0 ELIY 25| 1| -3
0 5 0 O 10 10 | 0 | 280

Para continuar el problema hay que emplear el algoritmo dual del simplex. El
dnico elemento que puede hacer de pivote es el sefialado con un recuadro en la tabla
anterior.

Realizando las transformaciones correspondientes, llegamos a la solucién 6ptima.

La solucién 6ptima es x1 =3, z2 =0, z3 =4, Z = 260.
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4.5 Programacién Parameétrica

4.5.1 Parametrizaciéon de los coeficientes de coste

Dado el programa lineal:

Max Z = (Ct ¥ Acot) X
sujeto a AX <b
X>0

El problema consiste en optimizar Z segin los valores de A.

Los valores anteriores representan:
A pardmetro real,
C* coeficientes independientes de la funcién objetivo,

C% vector de coeficientes del pardmetro en la funcién objetivo.

Ejemplo 53 Si tenemos el problema paramétrico siguiente, escribir los coeficientes
del objetivo.

Z=(3-Xz1+(2+3Nz2=[(3,2) + A(-1,3)] ( 71 )

T2
Entonces, los coeficientes del objetivo, siguiendo la notacién anterior son:
¢ =(3,2) & =(-1,3)
Los costes reducidos para un problema paramétrico se podran escribir de la forma

siguiente:

(Ch+ACE)y; — (Cj+ACY) = (4.1)
= Chy; —Cj+ NC%y; — C)) =
= Z;-Cj +)\(Z]Q —C}’).

—~~
MN)
|

<
=
>
S
i

Y el valor de la funcién objetivo se escribird

Z(A) = (Ch + ACY)zp = Chap + \CG x5 = Z + AZ°. (4.2)
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Hemos denominado:
0 0
Z i q) = CtB Y — Cj

0
ZO = CtBCL‘B

Vamos ahora a concretar cuales son los pasos a seguir para aplicar el algoritmo de
programacién paramétrica. Este algoritmo viene sugerido por las expresiones (4.1)
y (4.2) para los costes reducidos y la funcién objetivo, que marcan una separacién
entre la parte paramétrica y la no paramétrica.

Algoritmo de programacién paramétrica.

Paso 0: Calcular la solucién éptima para A = 0 y afiadir a la tabla final una fila
conlos Zy - C >0y Zo.

Paso 1: Imponer a la tabla la condicién de optimalidad Zj — C*j > 0 (caso maxi-
mizante), determinando el recorrido del pardmetro para el cual la tabla per-
manece éptima.

Paso 2: Sustituir A por aquellos valores extremos que sean finitos y aplicar el
algoritmo del simplex. introduciendo las columnas no bésicas con Z; —C; = 0.

Paso 3: Repetir los pasos 1 y 2 hasta que no puedan hallarse nuevas soluciones.

Ejemplo 54 Resolver el programa lineal paramétrico:

Max Z=(44+ N)z1+ (7= N)z2 + (34 A)z3
s.a.: 2x1 + xo + 223 < 30
T1 + T2+ 223 <45
T1,T2,23 ZO

Tenemos que Ct = (4,7,3) C% =(1,-1,1)

Paso 0: Si lo revolvemos para A = 0, tenemos:

Max Z = 41‘1 + 7332 + 3323
s.a.: 2r1 + a9+ 223+ x4 = 30
T1+ 20 + 223 + 25 = 45
T1,T2,T3,T4,Ts > 0

4 7 3 0 0
Max 1 Ty T3 x4 s | Xp
T4 0 2 1 2 1 0 30
z5 o1 22 2 0 1 45
Z; - C; -4 -7 =3 0 0|Z=0
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min = {3, 48} = 45,
4 7T 3 0 0
Max I o X3 T4 Iy XB
Z4 0o 3/2 0 1 1 -1/2 15/2
o 7| 1/2 1 1 0 1/2 45/2
Z; — C; -1/2 0 4 0 7/2 | Z=2315/2

min = {155-/@, %@} =5. Entraz; y sale z4.

Y obtenemos la tabla éptima para A =0 que aparece a continuacién:

Tabla I cY 1 -1 1 0 0
Ct 4 7 3 0 0
C%t CtB 1 T2 I3 T4 Ts5 XB
1 1 4 1 0 2/3 2/3 -1/3 5
-1z 7 0o 1 2/3 -1/3 2/3 20
Z;—C; 1 0 0 13/3 1/3 10/3 Z =160
z-cylo o -1 1 -1 | Z(\)=-15

Paso 1:Si calculamos (Zj — 5])()\) tenemos:

(Z; = CHWY) (Z; = Cj) + \Z) - CF)
(Z3—C35)(A) = 13/3+(—1)A = 13/3—-X > 0
(Zy—Cy)(N) = 1/3+(1)A = 1/3+x > 0
(Zs — C5)(N) 10/3+ (=1)A = 10/3—X > 0
A < 13/3
A > -1/3
A < 10/3
Para —% <AL % la solucién 6ptima es :
.13125, $2=20, I3=0, z =160 — 15\.
Paso 2:
Para A = —1/3 hay una solucién miiltiple provocada por la cuarta columna, que

corresponde a una variable no bésica con coste reducido nulo.

Z; - Cj =(0,0,13/3 - 1/3,1/3 - 1/3,10/3 — (~1/3)) = (0,0, 1,0, 1L)
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Veamos la otra solucién bésica que corresponde a A = —1/3. Introduciendo en
la base x4 sale x1 pues

- ()

Tabla 1I o 1 -1 1 0 0
Ct 4 7 3 0 0
C’%t CY T To X3 X4 Is Xg
0 za 0 3/2 0 1 1 -1/2 15/2
—1 x4 7 2 1 1 0 1/2 45/2
Z;-C; | -1/2 0 4 0 7/2 7 = 315/2
Z20-C0| -3/2 0 -2 0 -1/2|Z(\)=—-45/2
(Z;-C(N) = (Z-Cy)+A(Z)-C9)
(Z1-C1)(\) = —1/2-3/2A > 0
(Zs—Ca)(\) = 4-2A > 0
(Zs-Cs)(\) - = T/2—1/2) > 0

Todos estos costes reducidos son no negativos. Si A < —1/3, asf que en este caso
la solucién 6ptima es:

21 =0, 23 =45/2, 23 =0, Z=2315/2— (45/2)A.

Para A = 10/3 hay una solucién miiltiple provocada por la quinta columna, que
corresponde a una variable no bésica con coste reducido nulo.
Zj _Cj = (070’1_33 - 1_3()7%+'l:5_0,1_:;()_ '13—0)) = (05071,1_31’ )

Si a partir de la Tabla I, entra en la base x5 por z2 pues

w=( 3" )

Tabla III cv 1 -1 1 0 0
Ct 4 7 3 0 0
cY Cch 1 Ty Ty T4 s XB
1 = 4 1 1/2 1 1/2 0 15
0 0 0 3/2 1 -1/2 1 30
Z;-C;, | 0 —5 1 2 0| Z=60
Z9-C91 0 3/2 0 1/2 0 |Z\=15
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(Z; = CAN) (Z; = C;) + MZ) - CF)

(Z2 = C5)(A) = =5+ (3/2)A > 0
(Zs—=C3)(A) = 1 > 0
(Za=Ca)(A) = 2+(1/2)A > 0

De aqui se obtiene que A > 10/3 y A > —4 (Redundante).

Para A > 10/3 la solucién 6ptima es:

=15 22=0, z3=0, Z =60+ 15\

Resumiendo:

Iry = 0
. 1 Ty = 4—25
Sl—oo§/\§—§ — 2 = 0
7 = s_ 5,
ry = 5
_ <)< =
Si 3__)\_ 3 — zy = 0
Z = 160 - 15\
ry = 15
10 o = 0
Slgg)\goo — 23 = 0
Z = 60415\

4.5.2 Parametrizacion de los recursos

Dado el programa lineal:

MaxZ =C*- X
sujeto a AX < b+ AB°
X>0

Si definimos
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Xp(\) = B Y b+ M°) = B1b+ AB~ 10 = Xp + AXY — X = B~140
Z(\) = CLXp = Ch(Xp + AX%) = CLXp + ACLXYE = Z 4+ \Z° —
siendo — Z° = CL X%,

Algoritmo de programacién paramétrica.

Paso 0: Calcular la solucién éptima para A = 0 y afiadir a la tabla final una columna
con los z% y 2°.

Paso 1: Imponer a la tabla la condicién de factibilidad Xp(A) > 0 (tanto para el
caso maximizante como para el caso minimizante) determinando el recorrido
del pardmetro para el cual la tabla permanece éptima.

Paso 2: Sustituir A por aquellos valores extremos que sean finitos y aplicar el
algoritmo dual del simplex a las filas con Xg(A) = 0.

Paso 3: Repetir los pasos 1 v 2 hasta que no puedan hallarse nuevas soluciones.

Max Z = 4z + Txo + 3x3
s.a. 2r; + 29+ 223 <30— A
r1+ 19+ 223 <45 — 2\
x1, 9,23 20

=(%) »-(2)

Paso 0: La tabla final con A = 0 es la que aparece en el ejemplo anterior.

Ct 4 7 3 0 0
053 I T2 I3 T4 Zs5 XB
T 4 1 0 2/3 2/3 -1/3 5
Ty 7 0 1 2/3 -1/3 2/3 20
Z;-C; | 0 0 13/3 1/3 10/3 | Z=160

Paso 1: Tenemos por tanto que la matriz B! es la siguiente:

(28 )

Y por tanto tendremos que

xpemr= (0 (3)=(5)
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Xp(\) = Xp+ AXY

Si imponemos la condicién de factibilidad X 5(A) > 0 tendremos

A 5>0
XA >0 = 20_)‘20} = A < 20.

Asf para A < 20 tendremos que la solucién éptima serd:

.CL’1=5
9 = 20— A con Z =160-"TA.
.’L’3=0

Paso 2: Para A = 20 obtenemos que X5()\) = (5,0). Por lo que hay solucién
multiple. Entra en la base la variable x4 y sale de la base z5. Si Aplicamos el
algoritmo dual del simplex, la nueva tabla queda:

Ct 4 7 3 0 0
T

CtB 1 T2 I3 T4 Ts5 XB X%
T 4 1 2 2 0 1 45 -2
4 0 6 3 -2 1 -2 -60 3
Z;i—-C; |0 1 5 0 4]|Z=60 2°=38

Asi tendremos que imponiendo la condicién de factibilidad

N —_ <
L) >0 — 45 2)\20} _ )\_45/2}

—604+322>0 A>20

Por tanto si 20 < A < 45/2. la solucién éptima que se obtiene es:

1 =45 — 2\
To =0 con z = 180 — 8A.
5133:0

Para A = 45/2 el dual es ilimitado, y por tanto el programa primal es infactible.

Xs(N) =.(07 15/2)

Por tanto para A > 45/2 el problema de programacion paramétrica es infactible.



Tema 5

El problema de transporte

5.1 Introduccién

Este problema se plantea cuando han de distribuirse bienes o servicios que se pro-
ducen en diferentes lugares (origenes) y que son demandados en diferentes ubica-
ciones (destinos). El propdsito del problema de transporte es minimizar los gastos
que se producen al transportar los articulos desde los origenes a los destinos.

Tlustramos el problema con el esquema del siguiente ejemplo (ver figura 5.1):

Ejemplo 55 A y B son los puntos de origen con disponibilidad de 30 y 15 unidades
para transportar. Los destinos estdn representados por los nodos 1, 2, 8 que deman-
dan 15, 5, 25 unidades respectivamente. Los mimeros sobre las lineas indican el
coste que se produce al transportar una unidad por esa ruta.

También se suelen resumir los datos en una tabla, como se muestra en el ejemplo
que sigue.

Ejemplo 56 Una empresa eléctrica dispone de tres plantas de produccién que su-
manistra energia eléctrica a 4 ciudades. La demanda de cada ciudad, la capacidad
de produccidn de cada planta y el coste de enviar un Kw X h desde cada planta a
cada una de las ciudades vienen dados en la tabla:

Ciudad 1 | Ciudad 2 | Ciudad 8 | Ciudad 4 | Produccion ‘

Planta 1 9 5 11 8 30
Planta 2 8 11 12 8 55
Planta 8 12 7 15 ) 40

Demanda 48 22 20 40 125




134 TEMA 5. EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Figura 5.1: Diagrama de transporte.

5.2 Planteamiento como un problema de progra-
macién lineal

Este problema del ejemplo anterior es balanceado o equilibrado. Esto significa que
la suma de las unidades producidas es igual a la suma de las unidades demandadas.
En este caso la produccién total es 30 + 55 + 40 = 125 Kw x h y la demanda total
es 43 + 22 + 20 + 40 = 125 Kw x h. El problema tiene 4 + 3 = 7 restricciones y
12 variables. Llamando x;; la cantidad enviada desde la planta ¢ a la ciudad j, el
problema consiste en minimizar los costes de transporte, esto es:

min 9z11+5212+1121348214+8L01+11290+12293+8x04+1213;

+7x39+152334+5T34

s.a.: -
[ z11+Ti2+ 7134710 =30
To1+T22+T23+Z24 =55
T31+T32+x33trze = 40
T11 +x91 +z31 =43
Z12 +T20 +I32 =22
Z13 +23 +733 =20
Z14 +T24 +r3y =40

L conx;j> 0

Aungque hay 7 restricciones solo 6 de ellas son independientes (cualquiera de ellas
puede obtenerse por combinacién lineal de las restantes). Por ejemplo la ultima
_ecuacién puede obtenerse restando a la suma de las tres primeras la suma de las tres
siguientes. Por este motivo la base estd formada por 6 elementos. Obsérvese que por
la forma del sistema el problema dual solo tiene dos incégnitas en cada ecuacion.
Este hecho es el que se utiliza para simplificar el método de Simplex dando lugar al
Algoritmo de Transporte que describiremos en este tema.
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5.3 Problema no equilibrado

Cuando el problema no es balanceado (equilibrado), se transforma en uno balanceado
creando un origen ficticio o un destino ficticio:

Si la demanda es mayor que la oferta creamos un origen ficticio con
produccion = demanda total - oferta total.
Si la demanda es menor que la oferta creamos un destino ficticio con
demanda = oferta total - demanda total

Normalmente, en ambos casos se asigna un coste de transporte nulo, ya que las
unidades no se mueven desde origen ficticio o hacia destino ficticio. No obstante, en
ocasiones, pueden asignarse costes no nulos al origen ficticio, que puede interpretarse
como el coste de almacenamiento debido al exceso de oferta. De forma anéloga, se
puede asignar un coste no nulo al destino ficticio, que se supone equivalente a la
estimacién del gasto asociado al hecho de no atender la demanda, ya que este hecho
puede acarrear como consecuencia la pérdida de clientes.

5.4 Propiedades del problema de transporte

1. El problema de transporte tiene una solucién factible: x;; = a'—Afi donde M es
la cantidad total transportada, a; la disponibilidad del origen 7 y b; la demanda del
destino j.

2. Si las demandas y disponibilidades son enteras se llama solucidn bdsica factible
de un problema de transporte a una solucién entera que verifica las restricciones de
disponibilidad y demanda con a lo sumo m + n — 1 variables distintas de cero (m =
n°de origenes, n = n°de destinos). El problema de transporte tiene una solucién
bésica factible.

3. Si para un problema de transporte se determina una solucién bésica factible
inicial, entonces todas las que se obtengan de ella por el método de simplex son
bédsicas factibles.

4. El problema de transporte es acotado.

5.5 Determinaciéon de una solucidn inicial

Como cualquier método de simplex, el algoritmo de transporte precisa de una solu-
cién basica factible inicial. Exponemos a continuacién varios métodos que nos per-
miten hallar esta solucién de partida.
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5.5.1 Meétodo de la esquina Noroeste

Este método nos conduce a una solucion factible con, a lo sumo, m+n—1 soluciones
no negativas.

Hay que aplicar el siguiente algoritmo:

1) Partiendo de la esquina superior izquierda de la tabla (la esquina NW) con i =
J = 1 hacer z;; = min(a;,b;) y restar esta cantidad a a;, b; de modo que bien una
fila o una columna de la tabla quede satisfecha. Se elimina esta fila o columna de la
tabla.

2) Si no queda fila o columna parar. En caso contrario aplicar de nuevo el paso 1 a
la tabla resultante

3) Igualad a ceros las z;; que no tienen valor asignado.

Aplicamos este método al problema dado en la tabla siguiente.

Ejemplo 57
Destino 1 | Destino 2 | Destino 8 | Destino 4 | Produccion
Origenl 8 6 10 9 35
Origen 2 9 12 13 7 50
Origen 8 14 9 16 5 40
Demanda 45 20 30 30 125
Los elementos recuadrados son los que se van eliminando.
Destino 1 | Destino 2 | Destino 3 | Destino 4 | Produccién
Origen 1 35 135 | 0
Origen 2
Origen 3
Demanda 10 20 30 30
Se elimina la primera fila de la tabla reducida
Destino 1 | Destino 2 | Destino 3 | Destino 4 | Produccién
Origen 2 10 40
Origen 3 40
Demanda 0 20 30 30

Se elimina la primera columna y se para el algoritmo.
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Destino 2 | Destino 3 | Destino 4 | Produccién
Origen 2 20 20
Origen 3 40
Demanda 0 30 30

Se elimina la primera columna de la tabla reducida

Destino 3 | Destino 4 Produccion
Origen 2 20 0
Origen 3 40
Demanda 10 30

Se elimina la primera fila

Destino 4 | Produccion

4030

Destino 3

Origen 3

10
Demanda [10], 0 30

Se elimina la primera columna

Destino 4 | Produccién

Origen 3 30 0

Demanda 0

La solucién inicial serd

Destino 1 | Destino 2 | Destino 3 | Destino 4 | Produccién
Origen 1 35 35
Origen?2 10 20 20 50
Origen 3 10 30 40
Demanda 45 20 30 30

Las casillas en blanco contendrian los valores nulos.
Esta solucién, que tiene 3 + 4 — 1 = 6 variable no nulas, es una solucion bésica

factible.
El valor del objetivo para esta solucidn es:

8x354+9x104+12x20+13x20+4+16 x 104+ 5 x 30 = 1180 u.m.
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5.5.2 Meétodo de costo minimo
En este método se tiene en cuenta el costo correspondiente a cada celda.
Consiste en la aplicacién del siguiente algoritmo:

1. Localizar la celda que tenga asignado el menor costo y asignarle la mayor
cantidad posible de flujo (como se hace en la celda superior izquierda en el
método de la Esquina Noroeste). Si hay empate en el minimo coste, elegir la
celda a la que pueda asignarse una mayor cantidad de flujo. Si hay empate en
el costo y en el flujo elegir una cualquiera arbitrariamente.

2. Reducir la oferta y la demanda en la cantidad de flujo que se ha asignado a la
celda seleccionada, desechando la fila o columna que quede saturada.

3. Si se han agotado todas las ofertas o demandas igualad a cero las z;; que
no tienen valor asignado. Y por tanto ya tenemos la solucién bésica factible
inicial. En caso de que no fuera asi, volver al paso 1.

En las siguientes tablas mostramos la aplicacién de este algoritmo al caso del
ejemplo 57.

En el primer paso elegimos la celda (3,4), por ser la de coste minimo, y le asig-
namos un flujo de 30,

8 6 10 9 35
9 12 13 7 50
oo s | (30)s ,10
45 [ 20| 30 | [30] 0

dejando de considerar la cuarta columna. Seleccionamos ahora la (1,2) de coste
6, la de menor coste entre las celdas que permanecen, asigndndole el valor 20 =
min(35,20), con lo que se elimina la segunda columna.

s | (200 | w0 |]35] 15
9 12 13 50

14 9 16 ,10
45 | [20] 0] 30

En la tabla resultante se selecciona la celda (1,1) con coste 8, asignandole el
valor 15, lo que permite eliminar la primera fila.

5y | [[5BL500
50

9 13

14 16 ,10
(451,30 | 30
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Prosiguiendo el proceso conseguimos por este método la solucién inicial:

154

206

10

9

30y

12

2013

7

14

9

1016

305

El valor de la funcién objetivo para esta solucién es:

8x15+6x20+9x304+13x204+16 x 10+ 5 x 30 = 1080 u.m.
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que es menor que la solucién obtenida previamente por el método de la esquina

noroeste (ENO).

5.5.3 Meétodo de Vogel

Aunque requiere mas esfuerzo inicial da, por lo general, una solucién mds cercana a

la 6ptima.

Seguimos los siguientes pasos:

1. Definimos la Penalizacién por fila y columna como la diferencia (en valor ab-

soluto) entre los dos costes menores de esta fila o columna..

2. Elegir la fila o columna de mayor penalizacién (en caso de empate seleccionar
cualquiera de ellas arbitrariamente) y situar en la celda de menor coste el
mayor numero posible de unidades, disminuyendo las demandas y ofertas en la
cantidad situada en esta celda. Eliminar la fila o columna cuya disponibilidad

o demanda sea 0.

3. Repetir los pasos 1 y 2 con la tabla restante.

4. Igualar a cero las incégnitas no definidas por el algoritmo anterior.

Aplicamos el método de Vogel al mismo problema de los métodos anteriores:

1. Las penalizaciones correspondientes a las filas y columnas estdn indicadas en
la ultima columna y fila de la siguiente tabla:

D1[{D2| D3| D4 | Produccién | Pen. fil
Ol1 8 6 10 9 35 2
02 9 12 13 7 50 2
03 14 9 16 5 40 4
Demanda | 45 20 30 30
Pen. col 1 3 3 2
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2. Seleccionamos la fila tercera (penalizacién 4) y la celda correspondiente a la
ciudad 4 cuyo coste (5) es el menor de esta fila. Aqui colocamos el valor 30 y
actuamos de forma similar al método de la esquina noroeste

D1|D2|D3| D4 | Produccién | Pen fil
O 1 8 6 10 9 35 2
O 2 9 12 13 7 50 2
03 wo | e | e | (30)s 140 [10 4
Demanda | 45 | 20 | 30 0
Pen col 1 3 3 2

Suprimo la columna cuarta y volvemos al paso 1 calculando de nuevo las pena-
lizaciones

D1|D2| D3| Produccién | Pen fil

01 8 6 10 35 2
02 9 12 13 50 3
03 14 9 16 10 5

Demanda | 45 20 30
Pen col 1 3 3

Seleccionamos ahora la fila tercera (penalizacién 5) y la celda correspondiente
a la D2 cuyo coste 9, es el menor de la fila. Aqui colocamos el valor 10, que es el

méximo posible.

D1| D2 | D3| Produccién | Pen fil

O ]. 8 6 10 35 2
O 2 9 12 13 50 3
O 3 14 (10)9 16 O 5

Demanda | 45 10 30
- Pen col 1 3 3

Eliminamos la fila tercera y calculamos de nuevo las penalizaciones. La mayor
penalizacién corresponde a la columna C2 (penalizacién 6). Seleccionamos casilla
primera de la columna D2, su coste 6 es el minimo de esta columna, y asignamos el
valor 10 = min(35, 10). Suprimimos despues la columna segunda.

D1 D2 D 3 | Produccién | Pen fil
01 s 10 o 35 125 2
02 9 12 13 50 3
Demanda | 45 [[10] 0| 30
Pen col 1 6 3

En la fila 2 (mayor penalizacién), selecciono la D1 de coste 9, y colocamos el
valor 45.
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D1 | D3| Produccién | Pen fil
01 8 10 25 2
02 45 | 1 505 4
Demanda ,O 30
Pen col 1 3

Por 1iltimo obtenemos la solucién inicial de Vogel usando las casillas seleccionadas
y las asignaciones a estas casillas que se han hecho en los pasos sucesivos del algo-
ritmo.

D1|D2(D3| D4 | Produccién

01 8 10s | 2510 9 35
02 459 12 S13 7 50
03 14 109 16 30s 40

Demanda | 45 20 30 30

El valor de la funcién objetivo correspondiente a la solucién inicial de Vogel es:

6x10+10x254+9%x45+13x5+9x10+4+5x 30=1020 u.m.

Una vez se conoce alguna solucién bésica factible, obtenida por uno de los tres
métodos anteriores, o por cualquier otro, se puede iniciar, el algoritmo de transporte,
de igual forma que se hace en el método de simplex, aceptando la solucién actual si
es la 6ptima, o hallando una solucién mejorada si este no fuera el caso. Para pasar
de una solucién basica a otra es importante el concepto de ciclo que se da en el
siguiente apartado.

5.6 Definicion de Ciclo

Un ciclo es una sucesién de al menos 4 celdas cumpliendo las condiciones siguientes:
1. Dos celdas consecutivas estan en la misma fila o en la misma columna.
2. Tres celdas consecutivas no estdn en la misma fila o columna.

3. La primera y la ultima celda estan, bien en la misma fila, bien en la misma
columna.

Los esquemas que siguen representan distintos modelos de ciclos. Las celdas que
forman el ciclo son las que contienen las puntas de flecha. Se puede comenzar el
ciclo por cualquiera de estas celdas.
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R y e

A
>

Ejemplos de diversos tipos de ciclos.

Teorema 9 En un problema de transporte con m origenes y n destinos, un conjunto
de m+mn—1 celdas no contiene ciclos si y solo si las m+n — 1 variables correspon-
dientes a estas celdas son bdsicas.

5.7 Algoritmo de transporte (forma minimizante)

Es una adaptacion del método de Simplex y es aplicable a problemas balanceados.
Si el problema no fuera equilibrado hay que equilibrarlo previamente, afadiendo un
origen o un destino ficticio segin proceda. Suponemos que las soluciones obtenidas
en todos los pasos del algoritmo no son degeneradas, es decir que hay m +n — 1
posiciones localizadas distintas de cero. La forma de actuar en el caso de que la
solucién sea degenerada se tratard mas adelante.

El algoritmo de transporte consta de los siguientes pasos.

1. Construir una solucién bésica factible.

2. Analizar si la solucién actual es la éptima o mejorarla en su caso:

(a) Resolver el sistema u; + v; — ¢;; = 0 (una ecuacién para cada una de las
variables bésicas de la solucién actual). Las incégnitas de este sistema son
u; y vj, siendo ¢;; el coste asignado al transporte en la celda (i, j) de la
base. Dar arbitrariamente el valor 0 a una de las incégnitas.
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(b) Determinar el coste reducido (u; + v; — ¢;;) de las variables no bésicas
usando las soluciones del sistema resuelto en el paso 2.a. Si todos estos
valores son no positivos (valores nulos o negativos) la solucién actual es
6ptima y hemos resuelto el problema. Si no es asf la variable que entra
en la base es la que corresponde al mayor coste reducido.

(c¢) Construccién de una nueva solucién bésica: Partiendo de la posicién de
la variable de entrada hallada en el paso anterior construir un ciclo que
incluya esta variable y alguna de las variables de la solucién bésica actual.
Usar a continuacion sobre este ciclo el siguiente procedimiento: A la celda
de la variable de entrada le asignaremos + y a las restantes del ciclo
alternativamente los signos +, —, +, —,... El menor valor de las celdas
seflaladas con — se lo restamos al valor de éstas y se lo sumamos al de
las marcadas con +. Si més de una celda tuviera este menor valor de
z;;, elegir la de menor costo. Con esto una variable quedard a nivel 0 y
por tanto saldrd de la base. Hemos obtenido de esta forma una nueva
solucién bésica.

3. Ir al paso 2

Aplicamos el algoritmo de transporte al mismo problema, usando como solucién
inicial la que hemos hallado por el método de la esquina noroeste (ENO), que era:

Di1i|({D2| D3| D4 | Produccién

01 35 35
02 10 | 20 | 20 50
03 10 | 30 40

Demanda | 45 20 30 30

Esta solucién tiene 3+4—1 = 6 variable no nulas, por lo tanto no es degenerada.

El valor del objetivo es:

8x354+9%x10+12%x20+13%x20+ 16%x 10+ 5% 30 = 1180 u.m.

Fijamos 4 posiciones en cada celda, con objeto de incorporar ordenadamente la
informacién que va obteniéndose a lo largo del algoritmo. Cada celda tendra:

solucién | coste reducido
signo precio unitario

En la dltima fila o columna ponemos la solucién u;, v; del sistema correspondiente.
El coste reducido méaximo, que en este caso es 6, lo marcamos con un asterisco. En
esta celda va a estar la variable que entra en la base. El ciclo estd marcado con
flechas.
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D1 D2 D3 D4 "

| o S Se S RS

o2 |HY 9 (2-0) 12 (29 B3| ? 1
_ *

03 1?1 ¥ 69 = (1-0) 16 = 4

v, 8 11 12 1

El sistema correspondiente estd formado por las siguientes 3+4—1 = 6 ecuaciones:
U +v1 =8 us+v1 =9, u+ve =12, ug +v3 =13, ug+wv3 =16, ug+v4 =5
Tomando u; = 0, se obtiene sucesivamente:
v =8 upo=1,vo=11, v3=12, ug =4, v4 =1

El coste reducido mas positivo corresponde a la posicién (3,2) cuyo coste reducido
es 6. Esta variable es la que va a salir de la base. Para determinar la variable
que va a entrar construyo el ciclo: (3,2),(3,3),(2,3),(2,2). Los signos asignados son
respectivamente +, —, 4+, —. En las casillas senaladas con — la variable toma los
valores 10 y 20. Siendo 10 el menor valor. Es por tanto x33 la variable que va a salir
de la base. Resto 10 a las casillas seflaladas con — y sumo 10 a las sefialadas con
mds, obteniéndose la nueva solucién.

En la tabla que sigue se incluye la nueva solucién y se recogen los resultados de
los célculos efectuados para aplicar el siguiente ciclo del algoritmo de transporte.

D1

D2 D3 Di_ [ u

* —
01|y T o 71 | 0
02| FPy S ST alk
03 j o 9 Ig = 51| 2
5 g 1 2 7

El valor del objetivo para esta solucién es ahora:

8x35+9%x10+12+10+13%30+9%10+5%30 =1120 u.m.

y el sistema correspondiente:

ur+v1 =8 up+v1 =9, ug+ve =12, us+v3=13, ug+v; =9, uzg + vy = 5.
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Ahora el pivote estd en la posicién (1,2) correspondiente al coste reducido mé-
ximo, y la variable que entra es z12, y la que sale z23. Restamos 10 a los valores
de las celdas (2,2), (1,1), que estdn sefialadas con el signo menos, y sumamos 10 a

los de las celdas (1,2), (2,1) que estdn marcadas con el signo méas. Obtenemos una
solucién basica factible mejorada:

D1|{D2|D3|D4
01| 25 10
02| 20 30
03 10 30

con valor del objetivo 1070 u.m.

Repitiendo el proceso llegamos a la tabla siguiente que tampoco es éptima por
tener valor 2 en la posicién (1,3), con coste reducido 2, que como es el més positivo
resulta ser el pivote. El ciclo y las asignaciones de signo también estdn sefialadas en

la tabla:

D1 D2 D3 YR

* =
01| 8|~ = 6 ¥ ?0 I 97 0
02 (2+0) 9 125 (3-0) 3" _74 1
03 Ij i 9 Ie} 2 51| 3
v 8 6 2 3

Ahora el valor minimo de las celdas senaladas con - es 25. Este valor se resta
a las marcadas con — y se le suma a las marcadas con +, obteniéndose la nueva

solucioén:
D1|D2| D3| D4
01 10 25
02| 45 5
03 10 30

El valor del objetivo es 1020 u.m.

Esta solucién es ya optima, pues obtenemos, como puede verse en la siguiente

tabla, todos los costes reducidos negativos.

D1 D2 D3 D4 Us
01 —82 10 - 25 - —97 0
o2 |HE | HTH | B | | 8
03| HoH | HEH| H | F+]
v, 6 6 10 2
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5.8 Soluciones degeneradas

Una solucién bdsica se llama degenerada cuando contiene menos de m+n—1 variables
bdsicas no nulas.

Para aplicar el algoritmo anterior es necesario partir de una solucién no degene-
rada, que contenga m+n—1 celdas no nulas. En el caso de que la solucién disponible
sea degenerada, es preciso completar la base con algunas celdas hasta completar las
m + n — 1 posiciones requeridas. Para ello se actia del siguiente modo:

Intentar construir un ciclo comenzando en una celda vacia. Asignar la variable
correspondiente a esta celda a la base si no es posible construir un ciclo. Si hay varias
posibilidades es mejor seleccionar las de precio més bajo y asignar a esta posicién el
valor €, que se supone que es un mimero positivo muy pequeno. Usar esta posicién
v el valor de la ¢ asignado como si fuera una variable bésica. Cuando los costes
reducidos son todos no positivos se llega igualmente a la solucién éptima y entonces
damos a € el valor 0.

Ejemplo 58 Si un problema tiene la solucién inicial indicada en la tabla siguiente
(los 1inicos valores no nulos estdn indicados entre paréntesis y el coste del transporte
estd indicado con el mimero mds pequerio).

Ciudad 1 | Ciudad 2 | Ciudad 8 | Ciudad 4
Planta 1 (5) s (3)4 NO: 2
Planta 2 NO: (2)s (7)s ?
Planta 8 2 : ! (6)s

Sélo hay 5 posiciones no nulas, por lo que es preciso seleccionar una celda donde
localizar una nueva variable que, con las de las 5 posiciones no nulas, complete una
solucidn bdsica factible.

Comenzamos seleccionando una celda que se afadird a las de la base de forma
que no puedan formarse ciclos con esta celda afiadida y las 5 celdas no nulas de la
solucién anterior. Las posiciones prohibidas, aquellas que permiten formar ciclos,
estdn indicadas (con NO) en la tabla anterior. Elegimos entre las posiciones posibles
la (3,2), que es una de las m4s baratas, y le daremos el valor ¢, y hallamos los costes
reducidos como anteriormente.

Ciudad 1 Ciudad 2 Ciudad 3 Ciudad 4 Us
*
Planta 1 (5) 3 (i) 1 = } T 42 It
Planta 2 :1)’ (2) 5 (7) 3 (7) 1
Planta 3 _22 (i) — 1 _12 (6) = -3
T 1 2 6
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El costo reducido més positivo es la posicién (1,4) el valor més pequefio sefialado
con el signo menos es 3 en la posicién (1,2). La nueva solucién estd en la siguiente
tabla donde también se indican los cdlculos realizados en el ciclo correspondiente en
el algoritmo de transporte.

Ciudad 1 Ciudad 2 Ciudad 3 Ciudad 4 u;
Planta 1 (E) = _44 —13 (i) 5L |0
¥
Planta 2 T 17 m E) 5 = () 3 (7) 5
Planta 3 . (€ = L — G) = 1
v; 3 0 -2 2

El mayor valor es 7 que estd en la posicién (2,1) que entrard en la base. En el ciclo
marcado los valores sefialados con signo menos son (5,2,3) de los cuales el menor
coste es 2 por lo que sale de la base la variable de la posicién (2,2), quedando la
nueva tabla, cuyo pivote resulta en la celda (3,3). Esta variable entrard en la base
saliendo la de la posicién (3,4) con menor valor (1) marcado con signo menos.

Ciudad 1 Ciudad 2 Ciudad 3 Ciudad 4 Ui
3 —4 4 5
Planta 1 — 3 = 1 I T3 i 0
Planta 2 | |— 7 ! = 7 2
ante T+ 1 5 — |3 7 i
2 e+5 *5 (1)
Planta 3 5 1 T 1 — 3 = | -1
Uj 3 0 5 2

El pivote resulta en la celda (3,3). Esta variable entrard en la base saliendo la
de la posicién (3,4) con menor valor (1) marcado con signo menos.

Ciudad 1 Ciudad 2 Ciudad 3 Ciudad 4 U;
Planta 1 2 = 1 4 6 0
anta 3 T T T2
3 -2 6 -7
Planta 2 1 5 3 = - -2
-3 €+5 1 -5
Planta 3 5 1 1 3 = 4
vj 3 5 5 2

En esta 1iltima tabla el pivote estd en (1,3) que entra en la base saliendo la (1,1)
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con menor valor (2) entre las marcadas con signo menos.

Ciudad 1 | Ciudad 2 | Ciudad 3 | Ciudad 4 | u;

Planta 1 '; _43 2 : 6 51 | 0

Planta 2 5 1 _52 4 3 _73 2

Planta 3 23 etd - ! T 31 0
v; -1 1 1 2

Todos los costes reducidos son no positivos. La solucién optima resulta por tanto:

Ciudad 1 | Ciudad 2 | Ciudad 3 | Ciudad 4
Planta 1 2 6
Planta 2 5 4
Planta 3 5 1

obtenida tras poner a 0 el valor de ¢.

El valor del objetivo es de 37 u.m.

5.9 Otras variaciones del problema de transporte

Si el problema que hemos de resolver tuviera una funcién objetivo que maximizar, se
puede resolver con el algoritmo anterior sin mds que cambiar los signos de los costes.
Otra opcidén es sustituir cada coste por la diferencia entre el mayor valor de ellos y
su propio valor. De esta forma los precios unitarios siguen siendo no negativos. El
motivo de que esta transformacién esté permitida se debe al siguiente teorema:

Teorema 10 En un problema de transporte se puede sumar o restar cualquier cons-
tante a los costes sin que varie la solucion éptima, aunque lo que s7 varia es el valor
del objetivo.

Demostracion:
min [Zi,j (k —ci5) xz’j} = min [Zi,j (’fwij) + Zi,j(—%’) xi]-] =

= min {k doig (@) + Zi,j(_cij)mij] = min [constante + Zi’j(—Ci‘j)fEi]‘]

La tltima igualdad se deduce del hecho de que la suma de todas las variables es
igual a la oferta o demanda total. Asf que el problema es equivalente a minimizar

>_i,j (—¢iz) i y por tanto a maximizar 3, ; ¢;;Zi;.

Otra variacién de este problema se presenta cuando alguna de las rutas no tenga
asignado flujo, es decir que alguna de las rutas directas desde un cierto origen a un
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2
40 35
y 3 2
5
nh
50 Vi -

Figura 5.2: Ejemplo de problema de transbordo.

destino esté prohibida. En este caso, si el problema es de minimizacién, se le asigna
un coste muy alto (en relacién con los restantes costos) al correspondiente arco. Si
el problema es de maximizacion se asignard un coste muy pequeiio.

5.10 El problema de transbordo

Un problema de transbordo es un problema de transporte modificado, donde algunos
nodos pueden ser a la vez lugares de demanda de mercancia y origenes para otros
destinos.

Ejemplo 59 En el grdfico de la figura 5.2 se muestra un ejemplo en el que los nodos
A y B son origenes y los nodos 1 y 2 destinos con las disponibilidades y demandas que
se indican. Consideraremos ademds que B es a su vez un lugar de transbordo y que
el gasto por unidad transportada desde A hasta B es 2 u.m. También consideraremos
que el destino 1 es un punto de transbordo y que el gasto de transporte desde 1 a 2
es también 2 u.m.

El problema se resuelve partiendo de la tabla siguiente:

1 2 B DISP
A 2 3 2 40
B 5 7 0 50+90
1 0 2 00 0+90
DEM. | 35490 | 55 | 0+90

Esta tabla se ha construido cumpliendo las siguientes normas:
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a) Se aflade como origen el destino 1 que actia como transbordo y que por tanto
puede funcionar como origen. De igual forma se afiade como destino B que es un
nodo de transbordo.

b) Las disponibilidades de los puntos de transbordo, si actiian como origenes, son
las que tienen de por si, m4s la cantidad total que se transporta (35+55 = 40+50 =
90). Las demandas de los puntos de transbordo cuando actian como destinos son las
cantidades demandadas realmente, més la cantidad total que hay que transportar.

¢) Si algunos pasos no estuvieran permitidos, se pone en la casilla correspondiente
un costo grande en relacién con los demds. Se supone que el transporte de un nodo
a sf mismo tiene coste nulo, si no se indica otra cosa.

Resolviendo el problema de transporte correspondiente a esta tabla se obtiene la
solucién 6ptima siguiente.

1 2 B DISP

A 40 40
B 50 50490
1 15 0+90

DEM. | 35+90 | 55 | 0+90

Para interpretar la solucién se ignoran los elementos que conectan un nodo con-
sigo mismo, que aparecen enmarcados en la tabla. Leyendo en horizontal obtenemos
la interpretacion de la solucién: pasamos 40 de A a 2 y 50 unidades desde B al
destino 1 y desde este destino (1) pasamos 15 al destino 2.

5.11 El problema de asignacién

Este problema consiste en asignar n individuos a n tareas de modo que todos los
individuos realicen una tarea y todas ellas se realicen con un costo minimo.

Ejemplo 60 Una empresa tiene 4 madquinas y debe completar cuatro tareas. Cada
mdquina puede realizar cualquier tarea, y cada una ha de realizar una de estas ta-
reas. La tabla siguiente nos da el tiempo que tarda cada mdquina en completar cada
trabajo.

larea 1 | tarea 2 | tarea 8 | tarea 4
maquina 1 11 1 2 3
mdquina 2 3 12 4 5
mdquina 3 8 8 1 9
mdaquina 4 3 4 4 10

Asignar una tareq a cada mdguina de modo que el tiempo total consumido sea mi-
nimo.
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Este problema se puede resolver por el algoritmo de transporte, ya que las
maéquinas pueden ser interpretados como origenes con una oferta de 1 y las ta-
reas como destinos con una demanda de 1, puesto que cada individuo sélo hace una
tarea y todas las tareas han de ser realizadas. Las soluciones de este problema sélo
pueden ser 0 6 1. Un 1 en la celda (4, ) significa que al individuo ¢ se asigna la tarea
j. Aunque puede hacerse por el algoritmo de transporte, se presenta un alto grado
de degeneracién. Para el problema de asignacién es mds eficiente usar el método
Hiungaro, que exponemos a continuacién.

5.11.1 El algoritmo Hingaro (Forma minimizante)

Paso 1: Encontrar el minimo de cada fila. Construir una nueva matriz restando de
cada fila el minimo coste de ésta. Para esta nueva matriz realizar la misma
operacién por columnas. Esta nueva matriz se llama matriz de coste reducido.

Paso 2: Considerando esta tltima matriz y comenzando por las filas o columnas
con menor niimero de ceros se recuadra un cero en cada fila y columna y se
tachan los demas ceros de estas filas o columnas. Se repite este proceso hasta
que no queden ceros sin tachar o recuadrar.

Paso 3: Si el mimero de ceros recuadrados es igual que el mimero de filas (también
serd igual que el mimero de columnas), las posiciones de los ceros recuadrados

marcan la solucién éptima. Si no es asi, continuar con el Paso 4.

Paso 4: Tachar con el menor mimero de lineas (filas o columnas) todos los ceros de
la matriz.

Para conseguirlo se puede seguir el siguiente procedimiento:

a) Se marcan la filas que no tengan ningun cero recuadrado.
b) Se marcan las columnas que tengan algiin cero tachado en las filas marcadas.

¢) Considerando unicamente las columnas marcadas se marcan las filas que ten-
gan algtin cero recuadrado en estas columnas marcadas.

d) Se repite b y ¢ hasta que no se puedan marcar més filas o columnas.

e) Se tachan las filas no marcadas y las columnas marcadas.

Paso 5: Se resta a todos los elementos sin tachar el menor de ellos. Los elementos
de la parte tachada se dejan igual salvo los que estdn tachados dos veces, a los
que se les suma ese nimero.

Paso 6: Volver al paso 2
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5.11.2 Ejemplo de aplicacién del algoritmo Hiingaro

Lo vamos a aplicar al ejemplo 60 enunciado anteriormente.

Se usardn los siguientes simbolos:

x = cero tachado, @ = cero recuadrado,

xxx = fila o columna tachada, *** = fila o columna marcada.

Paso 1:
111112 3 1 T oT112
311214 5 3
019|112
8 81119 1 — T+ To1s
31414110 3 011 (1|7
min
10(0]1]2 0ToT1T0
019112
0(9([1])0
771018 —
T 7171016
- 011(1]5
2 | min
mo({of1]0
. . 0191110
Matriz de costes reducidos: =T T0 6
0f(1f1]5

Paso 2:

10 [loB°| 1 0x

0x 9 1 @4"

7 7 [[ofte] 6
[o° | 1 1 5

Como hay 4 ceros recuadrados, sus posiciones marcan la solucién 6ptima. En
este caso consiste en que la maquina 1 hace la tarea 2, la mdquina 2 la tarea 4, la 3
la tarea 3 y la 4 la tarea 1. El tiempo total requerido serd 1 +5+ 1+ 3 = 10.

Con el objeto de ilustrar el resto del algoritmo lo aplicamos a la matriz del
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 61 Hallar la solucién dptima en el problema de asignacion cuya matriz
de costes reducidos es:

181016\ 0
0}1201|8]| 2
81100 8
0| 4|8 12

Como ya tenemos realizado el paso 1 comenzamos el siguiente.

Paso 2
18 [JoRe| 6 [ox
[o3° | 20 8 | 2
8 10 [|ofte| 8
0x | 4 8 | 12
Paso4 a, b, c.

Est4 indicado en la tabla el orden en que se han marcado las filas y columnas.

18 [[o]] 6 |ox
[o] [20] 8 | 2 |*g
g8 [10][fo]] 8
O0x | 4 | 6 | 12 [ *™1°
***20
Paso 4e
18 [[o]] 6 |0x | xxx
o] [20] 8 | 2
8 |10 []o]] 8 | xxx
Ox| 4| 8 |12
XXX
Paso 5
20[ 0 [6]0x
0 [18]6] 0
10100 8
0 2[6]10
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Vuelta al paso 2.

Se indica el orden en que se han recuadrado los ceros.

20 [[oke] 6 | ox
0x | 18 | 6 [[op
10 [[olie] 8

10
[ofe | 2 6 10

Ahora hay 4 ceros recuadrados que marcan una solucién éptima.

5.12 Problema de emparejamiento

Un problema de este tipo podria ser el siguiente. Disponemos de m individuos que
deben realizar n tareas. Se supone que cada individuo puede realizar alguna de las
tareas, pero no todas. Se pretende asignar a cada individuo una tarea de modo que
se realicen el mayor nimero posible de tareas. Este problema se puede interpretar
como un problema de transporte. Si se supone que cada individuo sélo va a realizar
una tarea, las demandas son todas 1 y las disponibilidades 1. Los costos de cada
celda son 1 6 0. Un 1 significa que el individuo puede hacer esa tarea y un 0 que no
puede hacerla. El problema se transforma en uno de asignacién anadiendo individuos
ficticios (que pueden hacer todas las tareas), o tareas ficticias (que puede hacerlas
cualquier individuo).

Ejemplo 62 Asignar 6 tareas a 5 individuos de modo que se realice el mayor
nimero posible de tareas. Las tareas que puede realizar cada individuo estdn mar-
cadas con un 1.

TI | T2 T8 T4| T5| T6
1 1 1
2 1 1
8 1
, 4 1 1 1
5 1 1
Ind. ficticio | 1 1 1 1 1 1

Esta es la matriz de los costos (c;; = 1 si el individuo 7 puede realizar la tarea
. J
j y es 0 en caso contrario). Realizar el mayor nimero de tareas es equivalente a
maximizar Y ¢;; z;; . Para las demandas y disponibilidades se debe tomar el valor

2%

de los costes igual a 1.

En este caso el problema de transporte asociado es de maximizacién, que puede
convertirse en uno de minimizacién intercambiando los ceros de los costes con 1, ya
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que minimizar (1 — ¢;;) @45, es equivalente a minimizar ) (—¢;;) z;; 0 a maximi-
i3 (2%}
zar Y c;; T;; que es lo que se pretende en este caso. Esta propiedad es una aplicacién
2%
inmediata del teorema 10 cuyo enunciado aparece en la pagina 148.

Por lo tanto, para resolver este problema usando el algoritmo hiingaro cambiamos
los 1 por ceros y reciprocamente, teniendo como matriz de costo reducido la siguiente,
donde se ha indicado los ceros recuadrados (en el orden indicado) que conducen a la
solucién Gptima:

0P

= —_ =] -

===

[0
0 [[ole

Asi que el individuo 1 hace la tarea 1, el individuo 2 hace la tarea 2, el individuo

3 hace la tarea 4, el individuo 4 hace la tarea 3, el individuo 5 hace la tarea 5. La
tarea 6 no la realiza ninguno de los 5 individuos.

1
Lo
1
0
1
0

OO»—I‘%J»—AO

1
1
1
@40
1
0

O ===

5.13 Problema de planificacién de la produccién

Este es otro tipo de problemas que puede resolverse por el algoritmo de transporte.
Se dispone de un producto que puede producirse en n periodos de tiempo, y que
puede ser inmediatamente vendido o, por el contrario, puede ser almacenado para
venderlo posteriormente. En este caso se suele asignar un coste que viene justificado
por el gasto de almacenaje, posible deterioro del producto, producto obsoleto o en
desuso, etc.

Consideraremos el ejemplo siguiente:
Ejemplo 63 Un fabricante desea planificar su produccion para los cuatro meses

siguientes. La produccion mdxima, la demanda y el gasto de produccion por unidad
en cada mes estd resumido en la siguiente tabla.

Mes | Costo | Oferta | Demanda
1° 100 2000 900

» 100 2500 2000

& 200 4000 5000

4° 300 2500 2000

Ademds cada unidad no vendida en un mes tiene un encarecimiento de 100
unidades por cada mes de almacenamiento. Elaborar un plan dptimo de produccion.
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En la tabla de transporte siguiente se consideran los periodos de tiempo como
origenes y destinos. Los origenes tienen como produccién la oferta del periodo y los
destinos una demanda que es la que corresponde a cada periodo. Se han dividido
todos los valores del problema por 100 para simplificar la escritura. En cada celda
(i,7) estd indicado el costo de una unidad de producto fabricado en el mes 7 y vendido
en el mes j. No puede venderse un producto antes de ser fabricado, por este motivo
las celdas correspondientes tienen asignado un coste alto (M). Se ha afiadido una

TEMA 5. EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

demanda ficticia para conseguir un problema de transporte equilibrado.

T1 | T2 | T3 | T4 | T. Fic. | Ofer.
T1 1 2 3 4 0 20
T2 M| 1 2 3 0 25
T3 M| M| 2 3 0 40
T4 M| M| M| 3 0 25
Dem. | 9 | 20 | 50 | 20 11
Una solucién inicial por el método de Vogel es:
T1 | T2 | T3 | T4 | T. Fic.
T1 ]| 9 5 6 20
T2 20| 5 25
T3 40 40
T4 14 11 25
9 | 20| 50 | 20 11

Aplicando el algoritmo de transporte, se obtiene la tabla siguiente:

T1 T2 T3 T4 T.Fic U
9 1*
| O A | P | P | ot |
12 13/14 = 1 = 2 + |3 0 -1
- 1-M 4
T3 11\/1/[ M = 2 - 13 0 -1
-M 1-M 2-M 14 11
Ta M M M (+) il (-) 0 1
v, 1 2 3 4 1

Tomo como pivote la posicién (1,5) que es la unica con coste reducido positivo.

Esto nos lleva a la solucién:
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T1| T2 | T3 | T4 | T. Fic.

T1| 9 5 6 20
T2 201 5 25
T3 40 40
T4 20 5 25

9 120} 50| 20 11

Los costos reducidos correspondientes a esta solucién, asi como los valores de
uj, v; se dan en la siguiente tabla. Se han dejado en blanco las casillas correspon-
dientes a la presente base (como se sabe los costos reducidos de las variables bésicas
son nulos).

T1 T2 T3 T4 | T. Fic.
T1 0 -1 0
T2 | -M -1 -1 -1
3| -M |1-M -1 -1 -1
T4 |1-M |2-M |3-M 0
1 2 3 3 0

La solucién actual es 6ptima, ya que los costos reducidos son no positivos. Esta
solucién no es tnica, ya que hay una variable no bdsica con costo reducido nulo (la de
la, posicion {1,2)). Introduciendo esta variable en la base pueden hallarse soluciones
alternativas.

Un plan de produccién éptimo, aunque no el dnico, se obtiene multiplicando la
solucién obtenida por 100 para recuperar la escala inicial de los valores:

Primer mes : fabricar 1400 unidades (las unidades correspondientes a la demanda
ficticia no se fabrican). Con ellas se cubre la demanda del primer trimestre
(900) y se almacena 500 unidades hasta el tercer trimestre.

Segundo mes : fabricar 2500, 2000 de ellas cubren la demanda del trimestre y 500
se guardan para el siguiente trimestre.

Tercer mes : fabricar 4000 y vender las almacenadas de los meses anteriores (500
+ 500), completando la demanda que es 5000.

Cuarto mes : se fabrican 2000, que coincide con la demanda de este trimestre. No
se alcanza la produccién mdxima, ya que hay 500 unidades asignadas a una
demanda ficticia).

El coste de produccién y almacenamiento con esta solucién es:

900 x 100 + 2000 x 100 + 4000 x 200 + 2000 x 300 + 500 x 200 + 500 x 300 =
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Si introducimos en la base la variable de la posicion (1, 2) se obtiene la solucién

alternativa:
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= 1940000 u.m.

T1 | T2 T3 T4 | T. Fic.
T1 | 900 | 500 600 2000
T2 1500 | 1000 2500
T3 4000 4000
T4 2000 500 2500
900 | 2000 | 5000 | 2000 | 1100

cuyo coste es 900 x 100+500 x 200-+1500 x 10041000 x 20044000 x 20042000 x 300 =

1940000 u.m. que, como es natural, es idéntico al anterior.




Tema 6

Modelos de Redes

6.1 Redes. Conceptos béasicos

Grafo: Llamaremos grafo a un par {V, A} donde V es un conjunto de elementos
llamados vértices o nodos y A C V x V otro conjunto cuyos elementos son los arcos.
Si (a,b) es un elemento de A, o se llama origen y b extremo. Asf, un grafo cuyos
vértices son V = {0,1,2,n}y cuyos arcos son A = {(0,1)(0,2)(1,2)(2,1)(1,n)(2,n)}
puede venir representado como en la figura 6.1.

Figura 6.1: Ejemplo de un grafo.

A veces se describe un Grafo por medio de una matriz de incidencia que es
una matriz con tantas columnas como arcos y tantas filas como elementos.

Asi el mismo grafo de la figura 6.1 cuyos vértices son V = {0,1,2,n} y cuyos
arcos son A = {(0,1) (0,2) (1,2) (2,1) (1,n) (2,n)}, puede también venir expresado
por medio de esta matriz de incidencia:
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0,1 (02 | (1,2) | (21) | (In) | (2,n)
0] 1 1 0 0 0 0
1 1 | 0 1 [ 1 1 0
2| 0 | -1 [ 1 0 1
n| 0 0 0 0 | 1 [ 1

Cada celda se marca con 1 si el vértice de su fila es el origen del arco de su
columna y con -1 si es el extremo. Se rellenan con ceros el resto de las celdas.

Otro tipo de matriz de incidencia m4ds simple se construye de la forma, siguiente:
si existe el arco (%, ) hay un 1 en el elemento (4, j) de la matriz. En caso contrario
hay un 0

01 n
0 1
1 111
2 1 1
n

Una red es un grafo cuyos arcos tienen asociada alguna medida.

Red bilateral: es una red que admite ambas orientaciones en los arcos. En este
caso los arcos se llaman aristas. Una red sin aristas (no admite ambas orientaciones
en los arcos) se llama Red Dirigida. Una red con aristas puede transformarse en
una red dirigida por medio de la transformacién indicada en la figura 6.2.

@ 0
‘
3 3

&

O, =)
0

Figura 6.2: Diagrama de transformacién en red dirigida.

Un vértice sin arco se llama aislado.

Un lazo es un arco cuyo origen y extremo coinciden.
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Una cadena: es una sucesién de arcos adyacentes (arcos consecutivos que tienen
en comun un vértice).

Un camino o ruta es una sucesién de arcos adyacentes del mismo sentido (el
extremo de un arco es el origen del siguiente).

Un ciclo, circuito o camino cerrado es un camino en el cual el dltimo extremo
coincide con el primer origen.

6.2 Caminos de longitud minima

Suponemos que cada arco de la red tiene asociado un niimero que podria interpretarse
como la distancia entre su origen y extremo, o la longitud del arco. La longitud de
un camino es la suma de las longitudes de sus arcos. El problema de camino de
longitud minima consiste en seleccionar entre todos los caminos que unen dos nodos
concretos, el camino mds corto para ir de uno de los nodos al otro.

En el problema de longitud minima, el nimero asociado a cada arco puede tener
otras interpretaciones (tiempo, coste, etc...).

El Problema, de longitud minima puede interpretarse como un problema de trans-
bordo de la forma expresada en el siguiente egjemplo.

Ejemplo 64 Una compania quiere enviar un pedido desde la planta de produccion
a un cliente. Los nodos son cruces por donde pueden circular sus camiones y los
numeros de los arcos el coste de enviar cada camion por el trayecto representado por
este arco. 5Cudl es el camino mds barato? La red asociada es la que aparece en la
figura 6.3.

Figura 6.3: Red de distribucién del ejemplo.

Con estd interpretacién se ve que el problema de la ruta minima puede verse
como un problema de transbordo donde hay que transportar una unidad desde la
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planta de produccién (Origen) al cliente( Destino). Los cruces de carretera (Vértices
de la red) son puntos de transbordo. En este caso la tabla inicial serfa:

Nodos | 2 | 3 | 4| 5 | 6 | dispon.
1 2015 | M| M| M 1

2 O | M|[15710 | M 1
3 M| 0 |M|15|M 1
4 M|{M|O0|M|I10 1
) Mi{IM|M|[O0]10 1

deman. | 1 1 1 1 1

Como las disponibilidades y las demandas son siempre 1 también puede inter-
pretarse como un problema de asignacion.

También puede plantearse como un problema de Programacién lineal Binario:

min  4x19 + 3T13 + +3224 + 2205 + 3235 + 2246 + 2756

S.a.:
T2+ T13=1 (Sélo un arco del camino parte del vértice ORIGEN)
Tag + Ts6 = 1 (Sélo un arco del camino llega al vértice FINAL)

212 — (T24 + x25) =0 (Si un arco del camino llega al nodo 2 ha de salir de é1)

T13 — T35 =0 (Idem nodo 3)
To4 — T4 — 0 (Iaem nodo 4)
(z25 + 735) — 56 = 0 (Idem nodo 5)
Tij = 0, 1

El camino minimo esta formado por los arcos cuyo valor en la solucién sea 1. Es
posible que el problema tenga varias soluciones.

6.3 Algoritmos de ordenacién y de etiquetaciéon

El algoritmo de etiquetacion es un algoritmo especifico para calcular el camino mi-
nimo. Sélo es vilido para redes dirigidas que no contengan ciclos.

Paso 1: Numerar los nodos en orden creciente 1, 2, 3,...., n. Sea 1 el origen y n
el destino. Se debe cumplir que si un arco lleva la orientacién (7, j) entonces
i < j. Para ordenar los nodos podemos emplear el siguiente algoritmo de
ordenacion:

a ) Partir del modelo mds simple de matriz de incidencia.

b) Afiadir una columna en la que anotamos el nimero de unos de la fila
correspondiente, anotando en su parte inferior el nodo o nodos que tienen
un cero en esta columna.
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¢) Se tachan en la matriz de incidencia los unos de las columnas cuyos nodos
se acaban de anotar. Si todos los vértices han sido ya anotados ir al Paso
1.d. En caso contrario ir al Paso 1.b.

d) Para numerar los nodos comenzamos numerando el dltimo que se haya
anotado en la tltima fila, continuaremos numerando los restantes en orden
inverso al que han sido anotados.

Paso 2: Poner una etiqueta a cada vértice E; por orden ascendente de numeracion
del modo siguiente:

k=0, E;= min{ F; +dij, 1=1,2,..5— 1)

considerando sélo los arcos directamente unidos al nodo ¢ para j = 2,3,...n.

Paso 3: E, es la longitud del camino minimo. Para determinar el camino se
traza hacia atrds a partir del nodo n. Los arcos que lo forman son los que
cumplen la férmula de etiquetacién : E; = E; +d;;. Si se desea hallar caminos
de longitud mdxima (que sélo tiene sentido en redes aciclicas) se emplea el
algoritmo anterior sin mds que modificar en el paso 2 min por max, es decir:

E]‘ = max(FE; + dij,'i =1,2,..5— 1).
Aplicamos el algoritmo de Ordenacién al siguiente ejemplo:

Ejemplo 65 Ordenar el grafo de la figura 6.4.

) ()
ALK o

Figura 6.4: Ejemplo de algoritmo de ordenacién.

La tabla de aplicacion del algoritmo es la siguiente:
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n®
A B C D E F G H 1 J de
unos
A 1 1 2 1 0
B 1 1 2 1 0
C 1 1 1 3 2 1 0
D 1 1 0
E 1 1 1 1 4 3 1 0
F 1 1 1 0
G 1 1 2 1 0
H 1 1 0
1 1 1 2 1 0
J o
F
J H G D E B C A
I
6
10 9 7 5 4 3 2 1
8

Los nodos F, G, I que estdn en la misma casilla pueden numerarse en distinto
orden.

Por lo tanto una ordenacién posible es la de la figura 6.5.

) @,
—© /

Figura 6.5: Ejemplo de grafo ordenado.

Ejemplo 66 Hallar el camino minimo desde el nodo 1 al 10 aplicando el algoritmo
de etiquetacion. La red, incluyendo las medidas de los arcos, estd representada en
la figura 6.6.

Las etiquetas resultantes de aplicar el algoritmo estdn indicadas en cada nodo.

La longitud del camino minimo es 11 ( la etiqueta del vértice 10 ).

El camino minimoes: 1 — 2 — 4 — 9 — 10.
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Figura 6.6: Ejemplo de Algoritmo de Etiquetacién.

6.4 Algoritmo de Dijkstra

Este algoritmo es vélido para redes con arcos no negativos. No necesita ser aciclica,
aunque si dirigida. Si no lo es, puede hacerse la transformacién indicada en el
principio del tema.

Para determinar el camino minimo de 1 a n suponiendo que 1 es el origen y n el
destino, podemos usar el siguiente algoritmo de Dijkstra:

Pasol

Asignamos al vértice 1 (origen de camino) una etiqueta permanente igual a 0.

Paso 2

Asignamos a los otros vértices etiquetas temporales igual a su distancia directa
a 1, si existe el arco directo desde el vértice a 1. Si no es asi, le asignamos la
etiqueta temporal oc.

Paso 3

Elegir como permanente la minima de las etiquetas temporales. Si hay varias
que coincidan, elegir una de ellas arbitrariamente.

Paso 4

Sea j el vértice que ha recibido etiqueta permanente en el paso anterior. La
nueva etiqueta temporal de los vértices que no la tengan permanente, es el
minimo entre la anterior etiqueta temporal y la suma de la etiqueta permanente
del vértice j mds la distancia directa del vértice en consideracién al vértice j,
si existe arco directo. Si no es asi, se mantiene la anterior.

Paso 5

Hacer permanente la minima de todas las etiquetas temporales. Si hay varias
iguales elegir una de ellas arbitrariamente. Si la 1ltima etiqueta permanente
es la n, parar. En otro caso, volver al paso 4.
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La etiqueta de n es la distancia minima. Para localizar el camino se parte del
vértice n y se resta su etiqueta de las distancia de los arcos que confluyen en
n. Cuando esta diferencia coincide con la etiqueta anterior, éste es el vértice
precedente en el camino minimo. Aplicar esta condicion sucesivamente hasta
alcanzar el origen.

Ejemplo 67 Dada la red representada en la figura 6.7. Hallar el camino minimo
desde el nodo 0 al 5 y la longitud de este camino.

Figura 6.7: Ejemplo de camino minimo.

En las siguientes tablas se registran los pasos del algoritmo de Dijkstra, indicando
con * la etiqueta temporal y con [ la etiqueta permanente de cada vértice.

1 2 3 4 5
0 12 21 31 44
1 7 12 21 31
2 12 21
3 7 12
4 7
Etiquetas | @ 12% 21x 31 44
@ | 12%,14 | 21,19+ | 31,28+ | 44, 38+
@ | @& | 19+ 10 | 28, 24 | 38,33+
@ 2 1N, 24%,26 | 33,31x
O] o2 T3 23 | 31,31+
B | [« I8 (b 3T+

Como podemos observar, 31 es la distancia minima entre los nodos 0 y 5, que en
este caso se interpreta como gasto minimo.

En lo que sigue, esquematizamos los pasos que se siguen para obtener el camino
minimo. ’
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En este caso el problema tiene varias soluciones.

vértice 5 (31 — 7 = 24), vértice 4 , (24 — 12 = 12),
vértice 2, (12 — 12 = 0), vértice 0

Camino obtenido 0 — 2 — 4 — 5. Longitud: 12412+ 7 =31

vértice 5 (31 — 12 = 19), vértice 3 (19 -7 =12),
vértice 2 (12 — 12 = 0) vértice 0

Camino 0 — 2 — 3 — 5. Longitud: 12+ 124 7 = 31.

vértice 5 (31 — 12 = 19), vértice 3 (19-12=1717),

vértice 1 (7 — 7 = 0) vértice 0

Camino 0 —1— 3 — 5. Longitud: 12+ 12+ 7 = 31.

6.5 Problema del lujo maximo

En este problema los arcos tienen asignados numeros que significan la cantidad
méxima de producto que puede enviarse a través de él desde uno de los nodos (nodo
fuente) a otro que denominamos sumidero. Este valor, que se asigna a cada arco, se
denomina capacidad del arco.

Ejemplo 68 En la red de la figura 6.8, deseamos calcular el flujo maximo que puede
enviarse de F a S.

Para formular este problema como un problema de programacién lineal, tomamos
como variables el flujo que debe pasar por cada arco. Creamos el arco ficticio a =
(S,F) de capacidad ilimitada. Llamamos z,0 el flujo que pasa por a. Queremos
maximizar la cantidad de flujo que pase por el arco ficticio a.

max 2z = ZIng
{ 0 <z < ay; (El flujo de un arco no puede exceder su capacidad)
s.a

Y- xiy— > xi; =0. VI (El flujo que entra en cada nodo es igual al que sale)
%, J

En nuestro problema el planteamiento seria

max 2 = Tnpo
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Figura 6.8: Ejemplo de flujo mdximo.

o1 <2,x02 <3, 713 <4, 712 3,720 <2,73, <1
Tno — (To1 + To2) =0

Zo1 — (T13 +x12) =0

$.8.0¢ Ti12+ Too — Xop =0

13— 23, =0

I3n + Ton — Tpo =0

Tij 2 0

La solucién 6ptima es z =3 con zg; =2, 213 =1, 210 = 1, 2o = 1, 23, = 1,
Ton = 2, Tno = 3.

El problema admite otras soluciones éptimas.

El problema de emparejamiento puede interpretarse como un problema de flujo
maximo. Veamos cémo se puede conseguir un problema de flujo méximo equivalente
al problema de emparejamiento del tema anterior:

Ejemplo 69 Asignar 6 tareas a 5 individuos de modo que se realice el mayor
nimero posible de tareas. Las tareas que puede realizar cada individuo estdn mar-
cadas con un 1.

T | T2 | T38| T4 | T5| T6
1 1 1
2 1 1
3 1
7 7] 1 7
5 1
Ind. ficticio | 1 1 1 1 1 1

El grafo correspondiente es el de la figura 6.9.
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Figura 6.9: Grafo del problema de emparejamiento.

Todos los arcos tienen 1 de capacidad. El problema consiste en enviar la mayor
cantidad de flujo de la fuente al sumidero.

6.6 Algoritmo de Ford-Fulkerson

6.6.1 Flujo de un corte

Si consideramos una particién (X, X') en el conjunto de los vértices de la red de
modo que la fuente pertenece a X y el sumidero a X’ llamamos corte al conjunto
de los arcos que unen un vértice de X con uno de X'.

Se define flujo de X a X/, f(X, X’), como la suma de los flujos de los arcos que
tienen su origen en X y su extremo en X'.

Se define capacidad del corte, (X, X’), como la suma de las capacidades de
los arcos que tienen su origen en X y su extremo en X'.

Se cumplen las propiedades siguientes:

Teorema 11 FEl flujo desde la fuente al sumidero para cualquier solucion factible es
menor o iqual que la capacidad de cualquier corte.

Teorema 12 (de Ford Fulkerson) El flujo mdzimo coincide con la capacidad del
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corte que tenga menor capacidad.

6.6.2 Algoritmo de Ford-Fulkerson

Dada una solucién factible del problema de flujo méximo se definen como arcos A
los arcos no saturados (que no aprovechan al maximo su capacidad y podrian tomar
valores mds altos) y como arcos D los arcos cuyo flujo es positivo (por lo tanto
pueden tomar valores més bajos).

El Algoritmo de Ford-Fulkerson consiste en:

Paso 0

Obtener una solucién factible. Se puede comenzar poniendo todos los flujos
z;;=0. Es preferible comenzar con una solucién mejor que se puede conseguir
recorriendo caminos y asignando el flujo maximo permitido a sus arcos (los
arcos saturados no intervendrdn en nuevos caminos a los efectos de formar
esta solucién inicial).

Paso 1

Semnalar los arcos con A y/o D segun la regla anterior. Etiquetar la fuente con
la etiqueta (+0).

Paso 2
Etiquetar los nodos de la forma siguiente:

Si el arco (i,j) es miembro de A, el nodo i tiene etiqueta y el nodo j no la
tiene, etiquetar el nodo j con +4 (arco directo).

Si el arco (4,j) es miembro de D, el nodo j tiene etiqueta y el nodo ¢ no la
tiene, etiquetar el nodo i con —j (arco inverso).

Continuar asi hasta que se etiquete el sumidero o no haya mds vértices sin
etiqueta. Si no se puede alcanzar el sumidero la presente solucién es éptima.
En caso contrario ir al paso 3.

Paso 3

Si se ha alcanzado el sumidero, tendremos una cadena etiquetada. Mejoramos
la solucién anterior del modo siguiente: Calculamos para cada arco directo de
la cadena marcada la cantidad (a;; —z;;) en que el flujo puede ser aumentado y
para los arcos inversos la cantidad en que puede disminuir que es z;;. Sea k el
minimo de todas estas cantidades asignadas a los arcos de la cadena. Sumamos
k al flujo de los arcos directos y se lo restamos al flujo de los arcos inversos
teniendo una nueva solucién factible que mejora la anterior. Volver al paso 1
con esta nueva solucién.

Resolvemos ahora el ejemplo de la figura siguiente con este algoritmo.
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Partimos de una solucién en que todos los flujos son nulos. En el grafo vienen
marcados los arcos A y D, y se han puesto las etiquetas que marcan el camino

F—1—53—S8.

[+0]

\ (431

A30 @ A20 Flujo=0

En este camino todos los arcos pueden aumentarse en 1. Por tanto, obtenemos
la solucién de la figura mejorada con flujo 1.

[+F] +1]

A2l \ ALl
\ [+3]

A20 Flujo=1

[+0]

A30

Ahora se procede a marcar el camino F' — 2 — S. Por este camino se pueden
enviar 2 unidades como mdximo. Por lo tanto el flujo permitido que se puede
aumentar en este camino es de 2 unidades y como consecuencia el flujo total es
ahora 3.

ADA,1

AV D.11

F=1+2=3

[+2]
[+0]

A32 A2,2

[+F]
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Si empleamos de nuevo el algoritmo veremos que ya no se puede alcanzar el
sumidero, puesto que el corte X = {F, 1, 2, 3}, X’ = {S} tiene una capacidad 3,
asf que el flujo no puede ser superior a 3. Tenemos la solucién 6ptima indicada en
la figura anterior.

Hacemos ahora el problema de otra forma para mostrar un ejemplo del uso de
arcos inversos. Partimos de la solucién de la figura:

A, 40

G

AD,32

[+0] \
=2
430 : D22

(+2]

Marcamos ahora la cadena Fr—2 «—1 —3 — S.

D,2/ AL0
R0
=2
430 D22

[+F1]

+2

En la cadena marcada podemos afiadir 1 en los arcos directos y restar 1 en los
inversos. Una vez modificados los flujos de la cadena marcada con las etiquetas
obtenemos una solucién mejorada que es otra solucién 6ptima:



[-2] [+
AD4,1

ALl

2]

[+0]
F=2+1=3

[+F]
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5. Dos nodos no pueden ser conectados por mas de un arco.

Para respetar las reglas 4 y 5 a veces es necesario utilizar actividades ficticias
con duracién 0.

Un ejemplo de aplicacién de estas normas:

Si las actividades A y B comienzan al mismo tiempo y ambas preceden a C no
se representa en la forma:

a

O O———

sino de la forma:

a>§>°>

b e

artificial

para cumplir la regla 5.

Ejemplo 70 (C.P.M) Para un cierto producto se requieren dos componentes y un
cierto nimero de trabajadores y materiales. Uno de estos componentes requiere un
cierto tiempo de secado antes de ser montado para componer el producto final. En
la siguiente relacidn -estdn indicadas las actividades, su duracion y las actividades
que la preceden inmediatamente.

Actividades Predecesoras | Duracion
a = contratar trabajadores - 24
b = conseguir el material - 36
¢ = producir el componente 1 a,b 32
d = producir el componente 2 a,b 28
e = tiempo de secado del componente 2 d 40
f = ensamblar ambos componentes c,e 48

Una representacion del problema se da en la siguiente red.
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a c
OQEENOEENOEEING
f
b 28
36 d e
art. 40
0

OO

Red del proyecto.

6.7.1 Algoritmo CPM

Para el algoritmo de CPM definimos para cada actividad los tiempos siguientes:

PC = lo més pronto que puede comenzar.

PT = lo mas pronto que puede terminarse.

TC = lo més tarde que puede comenzar sin que se retrase el fin del proyecto.
T = lo m4s tarde que puede terminar sin que se retrase el fin del proyecto.

El algoritmo consta de los pasos siguientes:

Paso 1: Comenzando con las actividades que parten del origen tomamos PC = 0y
PT = su duracién.

Paso 2: Proceder del modo siguiente con las demés actividades. Su valor PC es el
mayor PT de las actividades precedentes. Su valor PT es igual a la suma de
su duracién mds su valor PC. Cuando todas las actividades tengan PC y PT
ir al paso 3.

Paso 3: Comenzar con las actividades que terminen en el fin del proyecto. TT es el
mayor PT obtenido en el paso anterior y TC =TT — su duracion.

Paso 4: Proceder de la siguiente forma con las actividades anteriores siguiendo un orden
decreciente. Su valor T'T es el menor T'C de las actividades que le siguen. Su -
valor TC = TT — duracién de la actividad. Cuando todas las actividades
estén etiquetadas ir al paso 5.

Paso 5: Las actividades con PT =TT forman el Camino Critico (son las actividades
que no pueden sufrir retrasos ni adelantos sin que afecte al tiempo de conclusién
del proyecto). El resto de las actividades tienen holgura (holgura = PT—TT),
y pueden adelantarse o retrasarse en el valor de la holgura sin afectar al tiempo
global de ejecucién del proyecto.
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Resolucién del ejemplo usando el presente algoritmo:

Actividades Pred. y Dur. | PC | PT | TT | TC | Holgura
a = contratar trabajadores - 24 0 24 | 36 12 12
b = conseguir el material - 36 0 36 36 0 0
artificial b 0 36 36 36 36 0
¢ = producir el componente 1 ab 32 36 68 | 104 { 72 36
d = producir el componente 2 a,art 28 36 64 64 36 0
¢ = control calidad componente 2 d 40 64 | 104 | 104 | 64 0
f = ensamblar componentes c,e 48 104 | 152 | 152 | 104 0

Las actividades que forman el camino critico son las que tienen holgura nula.
Por lo tanto este camino es: b — act. ficticia — d — e — f. Las actividades a y
¢ pueden retrasarse como méximo en el valor dado por su holgura. La longitud de
este camino es 152 (tiempo minimo necesario para terminar el proyecto).

Obsérvese que el camino critico es el camino mds largo que podemos recorrer
para ir del inicio (nodo 1) al fin del proyecto (nodo 6).

Este problema puede también resolverse por programacién lineal. Sea t; el valor
PC de las actividades que parten de j (la hora en la que se han terminado todas las
actividades que terminan en el nodo j) y ¢; la hora en que se comienza a ejecutar el
proyecto. El problema se plantearfa como:

min Z=t6——t1

sa-: t3—t1 >24, to—1t; >36, t5 —t3>32, tg—t3>28
o ts —tq4 > 40,6 —t5 > 48, ts—1t2 >0

Todas las variables sin restricciones de signo.

Otra opcién serfa tomar el origen en ¢t; = 0 y todas las variables no negativas.

6.7.2 El método Pert

El algoritmo CPM supone que la duracién de cada actividad es conocida con exac-
titud. Por lo general sélo es posible realizar algunas estimaciones sobre la duracién
de las actividades. Se supone que los tiempos de ejecucién de las actividades es
una variable aleatoria (T3;) que sigue una distribucién Beta. Para usar este algo-
ritmo se parte de tres estimaciones del tiempo empleado en realizar cada una de las

actividades:

a = duracién de la actividad en las condiciones més favorables.
b = duracién en las condiciones més desfavorables.
m = duracién mds probable (la moda).

’Bajo la hipétesis de que la duracién de las actividades siga una distribucién Beta
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la media y varianza de la variable aleatoria tiempo de duracién de cada actividad,
Ti]‘, €s:

E(Ty;) = a4t var (Ty;) = L—bgg)z.

Suponiendo que las duraciones de las distintas actividades son v. a. independien-
tes, la media y la varianza del tiempo requerido para realizar el proyecto completo
estd dado por las sumas de las de las correspondientes a las actividades criticas
{(suponiendo que las fluctuaciones aleatorias en el tiempo de ejecucién de las activi-
dades no afecten al establecimiento de las actividades que son criticas). Si, ademas,
el problema tiene un gran numero de actividades se puede considerar que el tiempo
total empleado en la ejecucién de las actividades que forman el camino critico es
una variable aleatoria que se distribuye normalmente, y por tanto se puede hallar la
probabilidad de que la duracién del proyecto esté dentro de un intervalo dado.

Ejemplo 71 Un proyecto se compone de las actividades a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1,
j y k. Las relaciones entre las actividades son: a < b, b <e¢, c¢c<d, b<
e, d< f, e<g, f,g<h, e<i, i<}j, h,j<k Decada actividad se
han obtenido tres estimaciones sobre su duracién en semanas:

Actividad | a | b c |d el f g hli]|j k
to 1)1 3 |14 [2]1 051521 1
tm 211515 |6 |4]15]1 613151
tp 413 1011613 2 914|2 2

1. Dibujar la red del proyecto.
2. Hallar el camino critico, la esperanza y la varianza de la duracion del proyecto.

3. Si sélo se dispone de 21 semanas, scudl es la probabilidad de terminar el
proyecto?

4. §Cudl es la probabilidad de terminar el proyecto en no mds de tres semanas
después del tiempo esperado?

5. ¢De cudnto tiempo se deberia disponer de manera que la probabilidad de ter-
minar el proyecto fuera del 90%?
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1+4 1 .
ta=+—22—+=2.1667; tb:LGIE’H":L%G?;
34+4%5410 444 11
g SHAXOHI o, AFdAx6FI o
6 6
24+4x4 1 1.
o= 2EAXALO tp= 0TS 6o
0.5+4x1+2 4x6+9
tg:_+€:<_+_:1,0833; th:5+++:ﬁ.3333,
24+ 4x3+4 14+4x15+2
tl.:_uzg_o; tj:+—x—-L:1.5,
6 6
144
tk=++1+2:1.1667.

Puede hallarse el camino mds largo. Las etiquetas que corresponden a los
nodos son:

E(1)=0, E(2)=216, E(3)=3.83, FE(4)=9.33,

E(5) =783, E(6)=1583, FE(7)=1743,

E(8)=10.83, E(9)=2373, FE(10)=24.89

2.1667+1.6667 +5.54+6.5+1.6667+6.3333+1.1667 = 25.0
El camino criticoesa -b—c—d— f - h — k.

La esperanza de la duracién total del proyecto serfa la suma de las esperanzas
de los arcos del camino critico (25), siempre que las fluctuaciones en la duracién
de las actividades no afecten a la seleccién de las actividades criticas. En este
caso el nimero de actividades es demasiado pequefio para que la aproximacion
normal sea aplicable. No obstante, supondremos que ésto es asi para poder
ilustrar el método con un ejemplo que no precise de muchos datos.

La esperanza del proyecto es 25. Calculamos ahora su varianza:
Varianza =Va+Vb+Ve+Vd+Vf+Vh+Vk=

_ (#=1? | (3=1)2 | (10-3)? 11-4)? 3-1)2 | (9-5)% | (2-1)% _

=% T m t +1 36) + & 36> + g+ 3 = 3. 6667
La desviacion tipica es v/3.6667 = 1.9149.

. La probabilidad de acabar el proyecto en 21 dias es:

T,—25 _ _
P(T, <21) = P < 12.1912%) =P(z< 12.191421?)) =

= P(z < -2.0889) = 0.018.

. La probabilidad de que no se demore mds de 3 semanas sobre el tiempo previsto

por la media es:

P(T, < 28) = 0.9414.

. P(T, <D)=09=— D =27.454

Se debe disponer aproximadamente de 27 semanas y media.
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Dificultades de aplicacién del método PERT

Algunas objeciones pueden hacerse al método Pert:

a) Que la duracién de las actividades no suelen ser independientes.

b} Que los tiempos de duracién de las actividades quizds no sigan distribuciones
Beta.

¢) Que el camino critico no siempre serd el mismo (puede verse afectado por los
cambios en la duracion real de las actividades).

Algunas de estas dificultades se solucionan realizando una gran cantidad de si-
mulaciones de la ejecucién del proyecto por el método Montecarlo y estimando la
probabilidad pedida a partir de los resultados obtenidos en estas simulaciones (pro-
porcién de simulaciones con un tiempo de terminacién menor que uno prefijado).
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Tema 7

Programacion Entera

7.1 Introduccion

Un problema de Programacién entera Pura (PE) es un problema de Progra-
macién Lineal (PL) que ha de tener soluciones enteras. Si sélo algunas de las
variables han de tomar valores enteros, el problema es de Programacién entera
mixta. Algunos de estos problemas sélo admiten como soluciones los valores 0,1.
Estos problemas se suelen llamar Problemas de programacién entera 0-1.

La relajacion de un problema de Programacién Entera se obtiene suprimiendo
las condiciones de que las variables sean enteras.

Se cumplen las siguientes propiedades:

a) La regién factible de un PE estd contenida en la regién factible de su relajacién.

b) La solucién 6ptima de un PE (con objetivo de maximizacién) es menor que la
solucién 6ptima de su relajacién.

¢) Similarmente, la solucién éptima de un PE (con objetivo de minimizacién) es

mayor que la solucién éptima de su relajacién.

A continuacién mostramos con un ejemplo que la solucién del problema rela-
jado puede no ser una buena aproximacién de la solucién entera del problema de
programacién entera correspondiente.

Ejemplo 72 Resolver el problema de programacion entera siguiente:
mar 2z =10z, + 33 z9,

s.a: x1+3212 <7, x1,29 >0 y enteras.

Resolviendo el problema relajado se obtiene la solucién



182 TEMA 7. PROGRAMACION ENTERA
1 =0, 2o =21875, con z=T72.1875

La solucién por redondeo serfa (0, 2), con valor 66 para la funcién objetivo, que
no es 6ptima, ya que puede comprobarse que (7,0) es una solucién factible para el
problema entero y su valor para la funcién objetivo es z = 70 que es mejor que 66.
Puede también desecharse la aproximacion por exceso (0,3) ya que no es solucién
factible.

No obstante, si la solucién del problema relajado fuese entera ésta serfa obvia-
mente la solucién 6ptima del problema de programacién entera.

7.2 Algunos problemas de programacién entera

7.2.1 El problema de la mochila

Ejemplo 73 El peso mdximo que puede entrar en una mochila es de 28 Kg. Pode-
mos elegir los objetos siguientes con los pesos y utilidad descrita en la tabla:

objeto | peso | utilidad
1 11 8

2 18 11

3 9 6

4 g 4

Elegir los objetos para obtener mdzima utilidad.

El planteamiento del problema seria
max : 8x1 + 1lxg + 623 + 414
s.a: 11z + 1329 4+ 923 + dxy < 14,
z; € {0, 1}
Con el mismo planteamiento se haria el problema siguiente:

Ejemplo 74 Se estd considerando invertir en 4 negocios, descritos de la forma
stguiente:

tipo de negocio | inversion | ganancia
1 11 8

2 18 11

3 9 6

4 5 4

Si sdlo disponemos de 14 millones sEn qué negocios debemos invertir para que
la ganancia sea mdrima?



7.2. ALGUNOS PROBLEMAS DE PROGRAMACION ENTERA 183

El problema de la mochila es un problema de programacion 0,1 con una tnica
restriccién.

7.2.2 Problema del viajante

Ejemplo 75 Un viajante tiene que visitar n ciudades sélo una vez y volver a su
ciudad de origen. El orden en que se visiten las ciudades no es relevante. El objetivo
es minimizar la distancia total recorrida.

Las variables pueden ser x;; con valor 1 si viaja de ¢ a j y 0 si no viaja por este
trayecto, ¢;; es la distancia entre la ciudad ¢ y la ciudad j y n es el numero total de
ciudades que han de visitarse. El planteamiento del problema podria ser:

min Yy ;T

sa - Jj=1ln
’ Z l‘ij =1V _]
1=1,n
. zi; = 0,1

con ¢;; = M para evitar z;; = 1.

Las primeras n ecuaciones indican que desde cada ciudad ¢ viaja a una dnica
ciudad.

Las segundas n restricciones indican que cada ciudad se alcanza sélo una vez.
Pero este planteamiento admite soluciones de subrutas separadas (ver ejemplo 76).
Por este motivo no se puede resolver por asignacién ya que hay que imponer nuevas
condiciones para eliminar ciertas soluciones que serian validas para un problema de
asignacién pero no para el del viajante. Las restricciones que se han de anadir para
evitar obtener una solucién con subrutas separadas pueden ser:

w—u;+nrij<n-—1, 4,j=23,4.,n, 1#]j, u, uj >0 (7.1)

Ejemplo 76 Comprobar que si las ciudades son 1, 2, 8, 4, la solucién r15 = 191 =
T34 = 43 = 1 con las restantes incdgnitas nulas que estd representada en la grifica
de la figura 7.1 no es factible para el problema del viajante.

En efecto, la subruta de la derecha, no cumple las condiciones de las inecuaciones
7.1.

Las ecuaciones que corresponden a los arcos son:

uz —ug +4r34 < 3y ug —uz +4x43 < 3. Sumando ambas inecuaciones se obtiene
434 + 4143 < 6. Como ambas incégnitas toman el valor 1, obtengo 8 < 6. Por lo
tanto esta solucién no serfa factible para el problema del viajante.
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Figura 7.1: Grafo de subrutas separadas.

7.2.3 Problema de costo fijo

Ejemplo 77 Un artesano fabrica tres tipos de productos de piel: monederos, bolsos
y zapatos. Para realizar estos productos necesita alquilar maguinaria adecuada. Para
hacer monederos debe alquilar una mdquina que supone un gasto de 200 euros por
semana, para hacer bolsos una mdquina por 150 euros por semana y para los zapatos
el gasto en maquinaria es de 100 euros por semana. El tiempo y la piel empleada
en cada tipo de producto viene dada por la tabla:

costo | precio de venta | horas de trabajo | piel empleada
monederos 4 8 2 3
bolsos 10 20 3 4
zapatos 8 15 6 5

Dispone de 140 horas de trabajo y de 160 metros cuadrados de piel. Se pretende
mazimizar los beneficios semanales.

Se llaman costes fijos a los costes de alquiler de maquinaria. Estos costes no
dependen del niimero de productos de cada tipo que se fabriquen, sino del hecho que
se fabrique o no el producto que precisa cada tipo de maquina.

Tomamos como variables z; e y;. Las variables z; indican el numero de produc-
tos de cada clase que se fabrican. Las variables y; toman el valor 1 si se fabrican
productos de la clase 4, (en este caso es necesario alquilar la maquinaria correspon-
diente) y toman el valor 0 si no se fabrican (no es preciso alquilar la maquinaria
correspondiente).

El planteamiento de este problema puede ser:
Maz (821 + 20z2 + 15623) — (421 + 1072 + 8x3) — (200y1 + 150y2 + 100y3)
sujeto a:

2x1 + 3x0 + 623 < 140
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3z, + 4ao + 5x3 < 160
x; enteros y; € {0, 1}.

Ademds hay que afiadir una restriccién que garantice que se alquile la maquinaria
necesaria para cada tipo de producto que se fabrique, es decir que siempre que z;
sea mayor que 0, y; ha de ser 1. Con este objeto anadimos las restricciones:

z; < Myy;, donde AM; es un mimero positivo suficientemente grande.

7.3 El algoritmo de ramificacién y acotacién

Si el problema entero tiene una regién factible acotada el mimero de soluciones
posibles es finito, asf que existe la posibilidad de explorar uno a uno cada punto. Pero
este procedimiento, aparte de ser poco eficiente, no es aplicable si la regién factible no
fuera acotada. Un método de resolucién de los problemas de programacién Entera
es el algoritmo de Ramificacién y Acotacién que bédsicamente opera dividiendo la
regién factible en zonas, y excluyendo las zonas donde no puede estar la solucién.
Una propiedad que hay que tener en cuenta al aplicar este algoritmo es que si el
problema relajado tiene soluciones enteras, ésta serd también solucién del PE.

Explicaremos el algoritmo de ramificacién aplicdndolo al ejemplo siguiente:

Ejemplo 78 Resolver el problema de programacion lineal entera

max 2z =5z + 619
sa : 10z + 3x9 < 52
2x1 4+ 319 < 18
r1,T2 > 0y enteras

En primer lugar resolvemos el problema relajado. En este caso el problema
relajado es:

Problema 1
max z =51y + 69
sa: 10z + 31y <52
2x1 + 3x9 < 18
T1,T2 Z 0

La solucién de este problema es z; = %, To = 1—69, z = 40.25.

La region factible de este problema es la de la figura 7.2.



(17/4, 19/6)
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Problema 1. A
X =17/4, x,=9/6, Z=161/4
/ oota=0 \
Xi < 4 Xt 25
Problema 2.B Problema 3.E
x;=4, x;= 10/3, Z=40 X =5, %,=2/3, Z=29
cota=39
Terminal por ser superado por la
ocota del problema D
X> S3
l X724 \
Problema 4.C Problema 5.D
X1=4,x,=3, Z=38 X=3,%=4, Z=39
cota=38 oota=39
Solucidn candidata. Solucion candidata.
Problema terminal Problema terminal

Figura 7.4: Diagrama de resolucién del P.E.

Reglas de Acotaciéon:

Son problemas terminales los siguientes:

e Los problemas Infactibles.

¢ Aquellos con solucién entera (Candidata). Cuando tenemos una solucién can-
didata registramos su valor de z como cota inferior para z si es mayor que la
registrada anteriormente.

e Hay solucién candidata con mejor valor para z.

La solucién 6ptima final es la mejor solucién candidata.

7.3.2 Programacién entera mixta

Para resolver problemas de Programacién Entera Mixta puede usarse también el
algoritmo de ramificacién, pero sélo se ramifica con respecto a las variables que han
de ser enteras.
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7.4 Algoritmo de corte o de Gomory

Este algoritmo elimina en la regién factible porciones donde estd la solucién del
problema relajado pero no puede estar la solucién entera éptima. Para explicar la
filosofia de este algoritmo lo usamos para resolver de nuevo el problema del ejemplo
78.

Ejemplo 79 Resolver por el algoritmo de Corte o de Gomory el P.E.

max z2 =911+ 629
sa: 10z1 + 3x2 < 52
2x1 +3x9 < 18
z,2220, 71, T2€ Z

Resolvemos el problema relajado por el método de simplex. La tabla éptima es:

1 T3 ht  h
T T I7
Ty 1 0 g -3 -
o 1 -1 & |
0 0 5 %

Para aplicar el algoritmo de Gomory seleccionamos un contraste en el que la
variable bésica tome un valor fraccionario. Tomamos, por ejemplo, la primera res-
triccion:

1’1+%h1 —%h2=-1—47-

Definimos parte entera de z, E [z], como el mayor entero que es menor o igual
que z. Six = E[z] + f[z], f[«] es la parte fraccionaria de x.

Aplicamos esta descomposicién a todos los nimeros que aparecen en la ecuacién
anterior obteniéndose:
14+ (0+ Db+ (-1+ Dha=4+1

Separando los términos con parte no entera tenemos:

2L‘1-h2—4:——é-h1'—%h2+%

Imponiendo la condicién de que el segundo miembro de esta igualdad sea no
positivo, se obtiene un corte en la regién factible:
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Este corte tiene las siguientes propiedades:

(1) La solucién primitiva del problema relajado ha sido eliminada con este corte de
la regién factible.

(2) Ninguna solucién entera del problema original es eliminada por este corte.

En efecto, la condicién 1 se cumple ya que los valores de h; y hs son nulos para la
solucién del problema relajado. Sustituyendo en la inecuacién del corte estos valores
obtenemos i < 0. Por tanto la solucién primitiva no cumple la condicién impuesta
por el corte. También se cumple la segunda propiedad ya que para soluciones enteras

ambos miembros de la igualdad

1 7 1
1 —hy—4=—=hy— <hy+ -
1 2 gi—ghe Ty
han de ser enteros. Como las variables de holgura son no negativas el segundo
término de la igualdad serd siempre menor o igual que %, y por ser entero ha de ser
menor o igual que cero.

En este ejemplo hay que resolver el problema que resulta de anadir el corte a
las restricciones iniciales del problema, obteniéndose ya una solucién entera. El
problema conviene resolverlo a partir del anterior por el simplex dual:

I T9 hl h2 83
T 1 0 £ -1 0| &
. s i
X2 0 1 %2 127 0 6
83 0 0 —g* -3 1 —i
00 L T o0

Usando el algoritmo Dual del Simplex resulta que hay que pivotear sobre el
elemento marcado. Se obtiene la tabla siguiente:

Iy To h1 hg 83
1 | 1 0 0 -1 1 4
|0 1 0 1 -2|X
hiy | O 0 1 7 -8 2
0 0 O 1 1

La solucién es  x; =4, z2 =10/3, 2z =40.



10 1 1

- —1 - = —_
3:>a:2+h2+< +3>83 3+3=>
1 1

3873
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7.4.1 Resumen del algoritmo de Gomory

El algoritmo tiene los siguientes pasos:

1. Hallar una solucién 6ptima para al problema relajado. Si la solucién es entera
tenemos la solucién éptima. Si no es asi ir al paso 2.

2. Elegir un contraste en la tabla 6ptima del simplex cuyo término independiente
no sea entero. (Se recomienda elegir aquel cuya parte fraccionaria sea lo mds
cercana posible a 0.5). Este contraste se usard para generar el corte.

3. Reescribir este contraste sustituyendo cada coeficiente por su parte entera més
su parte fraccionaria.

4. Trasponer hacia la derecha los términos con coeficientes fraccionarios.

5. El corte se obtiene imponiendo la condicién de que la expresién de la derecha
sea menor igual que 0.

6. Use el dual del simplex para resolver el problema que resulta de anadir al
problema relajado primitivo el corte. Si la solucién es entera, es la solucién
6ptima buscada. En caso contrario, ir al paso 2 para realizar un nuevo corte
en el problema actual.

7.5 Programacion 0-1. Algoritmo de enumeracion

Es un procedimiento que permite hallar la solucién de los problemas de programacién
Binaria (0-1). Es de notar que cualquier problema de programacién entera puede in-
terpretarse como un problema de programacion 0-1, siempre que las variables enteras
estén acotadas. Para ello basta considerar cada variable como un mimero expresado
en base 2; y como incégnitas los valores de sus cifras. Por ejemplo cualquier nimero
menor que 8 puede expresarse en la forma:

r=2%+2y +ys, ¥ =01

No obstante no suele emplearse esta opcién, a causa de que el nimero de variables
crece considerablemente.

El algoritmo de Enumeracién que presentamos requiere que se modifique el pro-
blema inicial para que los coeficientes de la funcién objetivo sean positivos y estén
ordenados. Para conseguirlo se ordenan los términos de la funcién objetivo por el
valor absoluto del coeficiente. A continuacién se realiza el cambio z; por y; si su
coeficiente es positivo y por 1 — y; si es negativo tal como se muestra en el ejemplo
que sigue.

Ejemplo 80 Preparar el problema que sigue para resolverlo por el algoritmo de
enumeracion
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mar z=3T1+Io+2x3— T4+ T5
sa: 2z, + o — 314 <1

1+ 2x9 — 323 — T4 + 225 > 2

z; € {0,1}

Reordenando la funcién objetivo por el valor absoluto de sus coeficientes
Zz2=—T4+To+T5+ 223+ 31
y tomando
xa=1—y1, Z2=Y2, T5=Y3, T3 =1Y4, T1=Y5-
Se obtiene el problema equivalente:
mar  Z=Y1+ Y2+ Y3+ 2y +3ys — 1
s.a.: 3y1 + Y2 +2y; <4

Y1+ 2y2 +2ys —3ya +ys = 3

yi € {0,1}.

Cuando se va a aplicar el algoritmo de enumeracién se suprime la constante (-1
en este caso) de la funcién objetivo.

El algoritmo de Enumeracién es una modificacién del algoritmo de Ramificacién
vy Acotacién.

Reglas que han de seguirse:

1. Se realiza la transformacién detallada en el ejemplo previo para conseguir una
funcién objetivo con coeficientes positivos y ordenados de menor a mayor.

2. El problema relajado se define ahora suprimiendo las restricciones a las varia-
bles, excepto la que impone que las variables sean binarias.

3. En el nodo de partida se dan los valores mas favorables para las variables (todos
los valores 1 si el problema es de maximizacién y 0 si es de minimizacién). Se
comprueba si estos valores cumplen las restricciones. Si es asi, tenemos la
solucién éptima. En caso contrario se ramifica el problema.

4. La ramificacién se hace comenzando con la variable £; = 0, z; = 1 siguiendo
un orden ascendente en la variable de ramificacién en los nodos sucesivos y
fijando estos valores en los nodos que correspondan a la misma rama.

5. En el problema relajado correspondiente a cada nodo se dan a las variables
cuyo valor no este fijado de antemano los valores mds favorables que no dan
lugar a soluciones ya analizadas previamente. Se calcula el valor de su funcién
objetivo. Se comprueba si esta solucién es factible y si es asf se registra como
solucién candidata y el subproblema como terminal. El valor del objetivo se
registra como cota inferior(CI).
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6. Cuando analicemos un subproblema cuya cota superior (mejor valor del obje-

tivo) sea superada por CI, este subproblema serd declarado terminal.

7. Siel subproblema tratado no es declarado terminal lo ramificamos con respecto
a la siguiente variable no fijada anteriormente. La variable con respecto a la
que ramificamos queda fijada en los problemas sucesivos de la misma rama.

Cuando el 4rbol queda terminado la solucién éptima es la solucién candidata con

mejor valor para el objetivo.

Algunos autores incluyen procedimientos para declarar algunos problemas in-

factibles, pero no vamos a considerar aqui estos procedimientos.

Ejemplo 81 En el siguiente drbol se muestra el esquema del procedimiento sequido
para resolver el problema del ejemplo 80. (Suponemos que hemos resuelto en primer

lugar los problemas que estdn marcados como A, B, C ; OPT)

mn

};1_0/

gin 10111
=7
B z=7
y2=0 yi=1 yi=1
y
ao 111 %1=6Dll 11om
Z=6 [ 77
=1 = 31
Ji=i =1 v3 y3=0 ¥
000 1 001 ot
Z=5 Z=4
Iguat Menar
y3=0 y3=1
v v
Qi1 ot
61011 Z=5 1ol 101 0 11001
OPT. Z=4 =5 Z=5
=6 Menor Igual Igual
=0 y4=1 y4=ﬂ
i A
01001 o101 0
| (e e e
Menar Menar Menor Tl
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La solucién éptima es (y1, Y2, ¥s, ¥s, ys5) = (0, 1, 1, 0, 1). Hay otros problemas
que alcanzan también el valor z = 5 pero las soluciones ensayadas no son factibles.
Trasladando este resultado al problema primitivo se obtiene:

(z1, x2, x3, 24, 25) = (1,1,0,1,1) con valor para z2=3+1+2x0—-1+1=4.

Ejemplo 82 Dado el problema de programacion lineal entero 0-1, resolverlo uti-
lizando el algoritmo de enumeracion.

max z=9x1 + bxy +6x3 + 4z,
sa:6x; +3ry+52r3+2x4 <10
r3+x4 <1
—r1+23<0

—x2+ x4 <

Ordenando la funcién objetivo por el valor absoluto de sus coeficientes, y tomando
Ty =Y, T2=Y2, T3=Y3 T1=Ya,

se obtiene el problema equivalente:

mar 2 =4y + 53)2 + 6y3 + 9y4

sa:2y1 +3y2 +5y3 +6ys <10

y; € {0,1} 1=1,2,3,

El esquema de resolucion es el siguiente:
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1111, 224, =0
XFO X]zl
0111, 220, 1011; =19,
/ AN
x=0 x=1 x=1
A %0
0101; z=14;
Termiral; CI=14
o011; 715, Carxidetay Gt 1101 =18

/ \ 1001, =13 \

X3:0 X3=1 TmmB'L

1314
/ X3:1
\ '
0001; 29, 0010, 2=6; /

Terminal, 7=9<(1=14 Termirel, z=6<C1=14
1110,
Terminal 9<14 Infactible y
firal de la
rann

La solucién éptima es y1 =0, yo=1, y3=0, y4=1, con 2 =14,

Deshaciendo el problema transformado tenemos que la solucién éptima del prob-

lema inicial es:

x1=0, 290=1, 23=0, 24 =0, con 2z =14
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Tema 8

Teoria de Colas

8.1 Introduccién

Para un Ingeniero informético es interesante saber que una de las herramientas
mateméaticas mds poderosas para realizar andlisis cuantitativos de las redes de orde-
nadores es la teoria de colas. Esta técnica se desarrollé primeramente para analizar
el comportamiento estadistico de los sistemas de conmutacién telefénica, sin em-
bargo, desde entonces, también ha sido aplicada para resolver muchos problemas de
redes.

Se pueden utilizar sistemas de colas para modelar procesos en los cuales los
clientes van llegando, esperan su turno para recibir el servicio, reciben el servicio y
luego se marchan. Ejemplos de sistemas de colas se encuentran en las cajas regis-
tradoras de los supermercados, en las ventanillas de las entidades bancarias, en las
salas de espera de los consultorios médicos, etc..

Los sistemas de colas pueden definirse mediante cinco componentes (ver figura

8.1):

1. La funcién de densidad de probabilidad del tiempo entre llegadas.
La funcién de densidad de probabilidad del tiempo de servicio.
El nimero de servidores.

La disciplina de ordenamiento en las colas.

EAE B S

El tamano méximo de las colas.

La densidad de probabilidad del tiempo entre llegadas describe el intervalo de
tiempo entre llegadas consecutivas. Podriamos imaginarnos que contratdramos a al-
guna persona (por ejemplo, a un estudiante de ingenierfa informdtica) para observar
la llegada de los clientes. A cada llegada, el observador registrarfa el tiempo trans-
currido desde que ocurrié la llegada previa. Después de que hubiese transcurrido un
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tiempo suficientemente largo de estar registrando las muestras, la listas de numeros
podrian clasificarse y agruparse; es decir, tantos tiempos entre llegadas de 0.1 se-
gundos, tantos de 0.2 segundos, etc... Esta densidad de probabilidad caracteriza el
proceso de llegadas.

Cada cliente requiere de cierta cantidad de tiempo proporcionado por el servidor.
El tiempo de servicio requerido varia entre un cliente de un supermercado y otro
(por ejemplo, un cliente puede presentar un carro lleno de articulos que abarrote la
caja, y el siguiente puede traer tnicamente una lata de refresco). Para analizar un
sistema de colas, deben conocerse tanto la funcién de densidad de probabilidad del
tiempo de servicio, como la funcién de densidad del tiempo entre llegadas.

La cantidad de servidores se explica a través de los ejemplos siguientes: Muchos
bancos, por ejemplo, tienen una sola cola larga para todos sus clientes y, cada vez
que uno de los cajeros se libera, el cliente que se encuentra al frente de la cola se
dirige a la caja que ha quedado libre. A este sistema se le denomina sistema de cola
multiservidor. En otros bancos, cada cajero o cajera, tiene su propia cola particular.
En este caso tendremos un conjunto de colas independientes de un solo servidor, y
no un sistema multiservidor.

La disciplina de ordenamiento de una cola describe el orden segin el cual los
clientes van siendo tomados de la cola de espera. Los supermercados utilizan el
método de servir primero al cliente que ha llegado antes. En las salas de urgencia
de los hospitales se utiliza, mds a menudo, el criterio de primero el que esté mds
grave, no el primero en llegar es el primero en ser atendido. En una oficina, ante
la fotocopiadora, es frecuente que se despache primero al que tenga menor trabajo,
esto es, entra primero el que tenga que hacer menos fotocopias.

No todos los sistemas de colas de espera poseen una capacidad infinita de re-
cepcion de clientes. Cuando hay demasiados clientes que quieren hacer cola, pero
s6lo existe un mimero finito de lugares en cola de espera, algunos de estos clientes
se pierden o son rechazados.

En resumen: Las colas o lineas de espera son situaciones bastante corrientes.
Clientes esperando servicio en un banco, alumnos que esperan matricularse, pro-
ductos en una linea de produccién esperando ser procesados. Los sistemas que se
caracterizan por elementos que tienen que esperar para recibir un servicio se llaman
fenémenos de Espera. Las colas se pueden caracterizar por los momentos de lle-
gadas de los clientes y por los momentos de salida de éstos, cuando ya han recibido
el servicio solicitado. Las llegadas suelen describirse por medio de una distribucién
de probabilidad para los intervalos de tiempo entre llegadas de dos clientes con-
secutivos. Igualmente, los tiempos empleados en prestar cada servicio siguen otra
distribucién de probabilidad.

Un sistema de espera soporta dos costes: El de dar servicio y el de tener elementos
esperando.
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Sistemas de Colas

Disciplina de la cola

|
|
- |
—> [ coa |—™T0 " | > Salidas
|
|
|

Llegadas

Figura 8.1: Esquema de un sistema de colas.

8.1.1 Costos de los sistemas de colas

Un sistema de colas puede dividirse en sus dos componentes de mayor importancia,
la cola y la instalacién de servicio. Las llegadas son las unidades que entran en el
sistema para recibir el servicio.

Siempre se unen primero a la cola; si no hay linea de espera se dice que la cola
esta vacia. De la cola, las llegadas van a la instalacién de servicio de acuerdo con la
disciplina de la cola, es decir, de acuerdo con la regla para decidir cudl de las llegadas
se sirve después del que estd recibiendo servicio actualmente. El primero en llegar
primero en ser servido es una regla comin, pero podria servirse con prioridades, o
siguiendo alguna otra regla. Una vez que se completa el servicio, las llegadas se
convierten en salidas.

Ambas componentes del sistema tienen costos asociados que deben de conside-
rarse.

Costo de Espera.

Esperar significa desperdicio de algiin recurso activo que bien se puede aprovechar
en otra cosa y esta dado por : Costo total de espera = C x L. Donde C' = costo
de espera por hora por llegada por unidad de tiempo y L = longitud promedio de
la linea.

Costo de Servicio.

Este costo es el que estd asociado a la compra de las instalaciones de servicio,
as{ como los gastos de ponerlas en uso como pueden ser los de mantenimiento y
personal.

Sistema de costo minimo.

Aqui hay que tomar en cuenta que tasas bajas de servicio normalmente daran
lugar a largas colas y costos de espera muy altos. Conforme aumenta el servicio
disminuyen los costos de espera, pero aumenta el costo de servicio. Entonces el
propdésito es encontrar el balance adecuado para que el costo total sea el minimo.
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8.1.2 Estructuras tipicas.

Las llegadas pueden ser personas, cartas, carros, incendios, ensambles intermedios
en una fabrica, ete... En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos de varios

sistemas de colas.

Ejemplos de sistemas de colas

Situacién Llegadas Colas Servicio

Autobus viajeros en las paradas viaje en autobus
Hospital Enfermos sala de espera consulta asistencia
Aeropuerto Aviones Aviones espera Pista. Controladores, ...

Dpto. Bomberos

Alarma incendios

Incendios

Mecanismo extincién

Cia. telefénica N°marcado Llamadas espera | Conmutador

Lavado coches Coches Coches en cola Mecanismo de lavado
Juzgados Casos Casos atrasados | Juez: Sentencias,...
Oficina correos Cartas Buzén Empleados correos

Servidor Web

Peticién archivos

Cola peticiones

Transferir datos

Permitiendo que varien el mimero de colas y el nimero de servidores, pueden
hacerse los diagramas de los cuatro tipos de sistemas de la figura 8.2. Cada linea de
espera individual y cada servidor individual se muestra por separado.

El primer sistema que se muestra en la figura 8.2, se llama un sistema de un
servidor y una cola o puede describir un lavado de coches automdtico. El segundo,
una linea con multiples servidores, es tipico de una peluqueria o una panaderia en
donde los clientes toman un niimero al entrar y se les sirve cuando llega el turno. El
tercer sistema, aquel en que cada servidor tiene una linea separada, es caracteristico
de los bancos y las tiendas de autoservicio. El cuarto sistema es una linea con
servidores en serie, puede describir por ejemplo el comportamiento de una cadena
de montaje en una fébrica.

8.2 Terminologia

8.2.1 Caracteristicas fisicas

Servidor: Elemento que presta el servicio solicitado por los clientes.
Cola: Elementos esperando recibir servicio.
Sistema: Incluye cola, servidor y el elemento que estd siendo servido.

Cadena: Numero de lineas de cola del sistema. Los sistemas de colas son mono
o multicadenas. En los casos mds simples el mimero de cadenas es el niumero de
servidores en paralelo.

Numero de fases: Es el mimero de servicios diferentes que hay que esperar antes de
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Una Cola, Un Sewvidor
Llegadas - —® saids

una cola, maltiples servidares

| Sewvidor | Salidas

Llegadas —>-700|a Servidor Salidas
Servidor Salidas

Warias colas, mdltiples servidores

Salidas
Salidas

Llegadas
Cola Servidor Salidas
Una cola, Servidores Secuenciales
Llegadas

_"I Cola ]"{ Servidorj—>| Cola |—>{ Servidoy |— Salids

Figura 8.2: Distintos tipos de sistemas de colas
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completar el servicio total. En los casos més simples es el mimero de servidores en
serie.

Con objeto de clarificar estos ultimos conceptos proponemos los siguientes ejem-
plos.

(a) Una cadena y una sola fase: Una taquilla de un cine
(b) multi-cadena y una sola fase: Cajeros en un banco.

(c) Una cadena y multi-fase: Una linea de montaje con distintos elementos que
hay que fabricar.

(d) multi-cadena y multi-fase: Automdviles esperando paso en distintos semé-
foros.

En la figura siguiente hay esquemas que representan cada uno de estos modelos:

¥ L

Ko

Modelos de sistemas de colas.

8.2.2 Caracteristicas de funcionalidad

Aparte de estas caracteristicas fisicas de las colas, consideramos otras que afectan a
su funcionamiento o dindmica entre las que pueden considerarse: la distribucién de
las llegadas, la distribucién de los tiempos de servicio o intervalos de tiempo
empleados por el servidor para prestar los servicios requeridos por los clientes, las
distintas formas en que se reorganizan las colas en el supuesto de que haya
varias cadenas o varias fases y la disciplina de la cola que es la forma en que los
clientes que estdn esperando acceden al servidor. Frecuentemente se considera que
el primero que ha llegado es el primero al que se le presta servicio. No obstante en
algunas circunstancias esto no es asi. Otras disciplinas de colas pueden ser aleatorias,
como la forma en que suben al tren los viajeros que esperan en una estacién. El
orden de entrada depende de lo cerca que haya quedado la puerta de cada viajero.
También puede haber algunas prioridades de determinados servicios, etc...

También se ha de considerar si existe abandono de la cola, es decir, elementos
que al ver una cola demasiado larga no se deciden a esperar, o elementos que habiendo
esperado un cierto tiempo no desean esperar mas y abandonan la cola.

El sistema se dice que tiene una capacidad limitada si sélo admite, como
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méximo, un cierto nimero de elementos.

8.2.3 Parametros de los sistemas de colas

Si la cola es de comportamiento aleatorio no podemos saber exactamente la situacién
que tendremos en cada momento. Por eso para describir su comportamiento se em-
plean promedios y probabilidades. Entre los pardmetros mds usuales consideraremos
los siguientes:

Probabilidad de que no haya elementos en la cola.

Probabilidad de que haya un cierto nimero de unidades en el sistema.
Probabilidad de que un elemento que llega tenga que esperar para recibir servicio.
Numero promedio de elementos en cola.

Numero promedio de elementos presentes en el sistema.

Tiempo medio que ha de esperar cada elemento que accede a la cola.

Tiempo promedio que un elemento pasa en el sistema.

8.3 Modelos de llegadas y de tiempo de servicio

Los clientes o elementos pueden acceder al sistema de una forma determinada de
antemano, es decir, que se sabe exactamente cuando van a venir cada uno de ellos
(por ejemplo a intervalos de tiempo de 3 segundos) o bien, puede ocurrir que los
intervalos de llegada sigan una variable aleatoria, es decir, que aunque no conozcamos
exactamente en qué momento va a llegar cada uno de los elementos conozcamos la
distribucién de probabilidad de los intervalos de tiempo entre llegadas consecutivas.
En el primer caso hablamos de distribucién de llegada determinista, en el segundo
decimos que los tiempos de llegada siguen una distribucién aleatoria.

La distribucién que se usa mds frecuentemente para modelar los intervalos de
tiempos entre dos llegadas consecutivas es la distribucién exponencial. Suponemos
que en un instante sélo puede haber una llegada. Notamos por ¢; la hora a la que
llega el cliente ¢, y por T; = t;4+1 — t; el tiempo transcurrido entre dos llegadas
consecutivas. Suponemos que los valores de T; son independientes, que 7; es una
variable continua y que el estado es estacionario, es decir, admitimos la hipétesis de
que la distribucién que modela la cola (probabilidad de que haya un cierto ntmero
de elementos en la cola) es la misma a todas las horas del dia. Normalmente esto no
es estrictamente cierto, pero puede cumplirse aproximadamente considerando ciertos
intervalos horarios cada dia. Si admitimos el modelo exponencial para la distribucién
de la variable aleatoria T

f@E)=dexp(=Mt); A>0, t>0
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la probabilidad de que una llegada ocurra en un tiempo ¢ < ¢ unidades después que
la anterior es:

C c

P(t<c)=/f(t)dt:/)\exp(—/\t) dt

0 0

Se puede comprobar que la media de esta distribucién es 1/, y la varianza 71; .

El pardmetro A hay que interpretarlo como el nimero promedio de elementos que
llegan, por unidad de tiempo.

Ejemplo 83 FEl numero promedio de llegadas por hora al consultorio de un hospital
es de 60 pacientes. Si acaba de llegar un paciente, jcudl es la probabilidad de que el
siguiente venga dentro del siguiente minuto. ;Y de que tarde mds de 4 minutos?

60 pacientes _ 60 pacientes __ lpamente

hora 60 minutos minutos

Tomamos para A =

1
P(t<1) =/e—fdt= —e7l =1-et = 0.632;
0

o
P(t>4) /exp t)dt =0 — (—e™*) = 0.0183.
4
Es conveniente resaltar que la distribucién exponencial cumple la siguiente relacién

Pt>h)=P({t>c+h/t>c).

Esta propiedad significa que en todo momento la probabilidad de que el siguien-
te elemento que ha de venir venga en un intervalo de h segundos es la misma, no
depende del momento considerado. No importa que un elemento acabe de llegar o
que ya hayan pasado ¢ segundos sin que haya llegado ningin otro elemento. Esta
propiedad se suele enunciar diciendo que la funcién exponencial carece de memo-
ria. Quiere decir que no recuerda lo que ha pasado antes (el tiempo que llevamos
esperando al siguiente cliente); o de otra forma, que para predecir el futuro no se
necesita tener informacién del pasado.
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8.3.1 Relacién entre la distribuciéon de Poisson y la exponen-
cial. Niimero de llegadas en cada intervalo de tiempo

El siguiente teorema nos da la relacién existente entre la distribucién del intervalo
de tiempo entre llegadas (bajo la hipétesis de distribucién exponencial) y el nimero
de clientes que accede al sistema en cada intervalo de tiempo t.

Teorema 13 Los intervalos entre llegadas siguen una distribucion exponencial de
pardmetro A si y sdlo si el nidmero de llegadas que ocurren en un intervalo de tiempo
t sigue una distribucion de Poisson de pardmetro At.

Si N; es la variable aleatoria que indica el nimero de llegadas en el tiempo t, la
probabilidad de que el nimero de llegadas sea n es:

(At)" exp(—At)

P(Nt:n): oy

,n=1 2 3.

E(Nt) = V(M”(Nt) =Xt
Cuando el ntimero de llegadas sigue una distribucién de Poisson se cumplen las
siguientes propiedades:

a) Las llegadas ocurridas en intervalos de tiempos que no se solapan son inde-
pendientes.

b) Para intervalos pequefios de tiempo (At) la probabilidad de que una llegada
ocurra en el intervalo (¢, t + At) es AAt + o(At).

c) La probabilidad de més de una llegada en el intervalo At es o(At).
Ejemplo 84 El mimero de personas que entra en un comercio sigue una distribu-
cion de Poisson con una media de 30 personas por hora.

a) Hallar la probabilidad de que entren ezactamente 50 personas entre las 10 a
las 12 de la mafiana.

b) Hallar la probabilidad de que el intervalo de tiempo entre dos llegadas esté

entre 2 y 4 minutos.

a) El intervalo de tiempo es de 2 horas, por lo tanto At = 30 x 2 = 60
(60)50 exp(—60)

50!

1o(At) denota un infinitésimo de orden superior a At

P (N, =50) = = 0.02327 .
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b) Los clientes acuden a la tienda a razén de 30 personas por hora, asf que la fun-
cién densidad de la exponencial asociada es 30 exp(—30t). Por tanto, la probabilidad
es:

4/60
/ 30 exp(—30t)dt = —exp(—30t)|3/g0 = e~* — e~* = 0.23254
2/60

Si hiciéramos los cdlculos en minutos: Los clientes acuden a la tienda a razén
de 30/60=0.5 personas por minuto, asf que la funcién densidad de la exponencial
asociada es 0.5. exp(—0.5t). Por tanto, la probabilidad es:

4
/0 5.exp(—0.5t)dt = —exp(—0.5t)|; = e™! —e™2 = 0.23254.
2

8.3.2 Otra distribucién de las llegadas. La distribucién de
Erlang

A veces se modelan los intervalos de llegadas con una distribucién de Erlang, inge-
niero danés que aplicé a principios del siglo XX esta distribucion al estudio de las
aglomeraciones que se producian en las llamadas telefénicas. La funcién de densidad
de esta distribucién viene dada por dos pardametros:

flt) = BBV bR > 0 donde E(t) = & y Var(t)

_ k
(k—1)! - R?

Si tomamos B = KA, tenemos esta otra expresién para la funcién de densidad:

SVALES S
f(t) = /\(k)\t)(k_el);!)( k)\t), >0 (8.1)

siendo en este caso E(t) = 3y Var(t) = gy = 52

Si k = 1, la distribucién es una exponencial de pardmetro A. La representacion
grafica de la funcién 8.1. puede tomar muy diversas formas para los distintos valores
de los dos parametros, por lo que es adaptable a distintas situaciones reales. Puede
demostrarse que es la distribucién de la suma de k variables exponenciales indepen-
dientes de parametro A. Por tanto cuando los intervalos entre llegadas consecutivas
se modelan con una funcién exponencial, el intervalo entre k llegadas consecutivas
sigue una distribucién Erlang de pardametro k.
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8.3.3 Modelos de duracién de los servicios

Se suelen emplear los mismos modelos que para los intervalos entre llegadas, es decir,
que frecuentemente se emplean la exponencial o la Erlang. A veces puede ocurrir que
la duracion del servicio sea determinista (por ejemplo si todos los clientes vienen a
solicitar el mismo servicio que tarda en realizarse una cantidad de tiempo constante).

8.4 La notacién de Kendall

Se realiza sobre el esquema: 1/2/3/4/5/6 expresando en los lugares ocupados por
los nimeros la siguiente informacién:

En el lugar del 1 se indica la distribucién de las llegadas, que se representa de la
siguiente forma:

M = intervalos entre llegadas independientes e idénticamente distribuidos (éid)
que se rigen por la distribucién exponencial.

D = #id y deterministas.
Ek =iid y Erlang con pardmetro k.

GI = iid y gobernados por una distribucién general.

En lugar del 2 se indica la distribucién de los servicios M, D, EK, GI con idéntico
significado que en las distribuciones de llegadas.

En lugar del 3 se indica el nimero de servidores en paralelo.

El lugar 4 indica la disciplina de la cola que suele ser :

FCFS (first come first served), que significa que el primero que llega es el primero
en ser servido, (también denominada FIFO = first in first out), LCFS (last come first
served), que significa que el tltimo en llegar es el primero en ser servido, (también
denominada LIFO = last in first out), SIRO (service in random order), que significa
que se atiende en orden aleatorio, GD (general queue discipline), que significa que
la cola tiene una disciplina genérica.

En el lugar 5 se indica el mimero maximo de elementos que puede admitir el
sistema (incluyendo los clientes que estén siendo atendidos).

Por 1ltimo en el lugar 6 se indica el mimero méximo de clientes potenciales.

Asi una cola M/M/1/fcfs/oo/oo significa que los intervalos entre llegadas con-
secutivas y los tiempos empleados en prestar el servicio demandado se distribuyen
con distribuciones exponenciales, que hay un solo servidor. La disciplina de cola
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consiste en atender primero al que haya llegado antes al sistema. El sistema puede
recibir un numero ilimitado de individuos, v el nmimero de clientes potenciales es
infinito (muy grande).

8.5 Estudio de una cola M/M/1

Sobreentenderemos en este caso que la cola es del tipo M/M/1/fcfs/ o0/ 0c.

Llamaremos Estado del sistema al niimero de elementos presentes en el tiempo
t. Para t = 0, el estado del sistema seria el mimero de elementos que estdn en
el sistema inicialmente. Suponemos también que el sistema ha llegado al estado
estacionario, que se caracteriza porque la probabilidad de cada estado no varfa con
el tiempo. Llamaremos P; a la probabilidad de que el sistema esté en el estado j.
También puede interpretarse como la fraccién de tiempo en que hay j elementos en
el sistema.

Un sistema de colas M/M/1/fcfs/00/00 sigue las leyes siguientes:

1. La probabilidad de un llegada entre t y t + At, puede darse por AAt +
o(At). Una llegada incrementa el estado del sistema en 1.

2. La probabilidad de una salida entre ¢ + At (siempre que haya algin elemento
recibiendo servicio en el instante t) puede darse por pAt + o(At). Una salida
disminuye en 1 el estado del sistema.

3. Las llegadas y salidas son sucesos independientes.

4. El estado estacionario se alcanza si A < p, siendo A y p respectivamente
las tasas de llegada y servicio (ntimero de llegadas o servicios por unidad de
tiempo).

5. Dos o més sucesos (llegadas o salidas) no pueden ocurrir simultdneamente (esto
es una forma de decir que su probabilidad de ocurrencia es un infinitésimo de
orden superior a At).

8.5.1 Probabilidad de que el sistema esté en cierto estado

Para calcular la probabilidad de que el sistema esté en el estado j en el instante
t + At, calculamos esta probabilidad a partir de su estado en el tiempo t.

Vamos a desarrollar el caso de Py(t + At) = Probabilidad de que no haya nadie
en el sistema en el instante ¢+ At. Se dard esta circunstancia en uno de los supuestos
siguientes:

"1. No habfa nadie en el sistema en el instante ¢ y no ha venido nadie en este
intervalo.
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La probabilidad de que ocurra este supuesto es

Po(t)(1 = AAt + o(At)).

2. Habia 1 elemento en el instante ¢, no ha venido nadie en ese intervalo y se ha
ido el que estaba.

La probabilidad es en este supuesto

Pr(t) (At + o(t))(1 — AAE + o(At)).

3. Los casos restantes requieren que al menos dos sucesos (entradas o salidas)
ocurran en el intervalo de tiempo At.

Segun la propiedad 5) esta probabilidad es de orden superior a At.

Por lo tanto

Po(t+ At) = Po(t)(1 — AAt +o(t)) + Pr () (uAt + o(8) ) (1 — AAE+ o(t)) + o( At) =
Po(t + At) = Po(1 — AAt + o(t)) + Pi(t)(uAt + o(At)) + o(At) =

Po(t+at)-Pot) _ _
Py t+Ait Py (t — /\PO(t) + MPl(t) + OAA:Z.

Si At — 0 obtenemos en el primer miembro la derivada de Py (¢) . Si consideramos
que estamos en estado estacionario, Py es constante, luego su derivada es 0. Elltimo
sumando del segundo término también tiende a 0 puesto que el orden del numerador
es mayor que el del denominador (el numerador tiende a cero “m4ds rdpidamente”
que el denominador). Por tanto ha de cumplirse cuando At — 0:

0= —APFy + puPy, de donde se deduce que
—A
P =2k

En el caso general, tras agrupar todos los infinitésimos de orden superior a At
se tiene:

Pi(t+ At) = Pi_y (AAD)) (1 — pAt) + Pj(1 — AAL)(1 — pAt)+
P (AL (1 — AAL) + o(At).

Procediendo de forma ansloga a la empleada para obtener la expresion de P; se
obtiene:

Pi(A+p) = APj_1 + pPj

En concretosi j =1
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Pi(A+p) = APy + pP

Sustituyendo P, = )‘—5‘1 obtenemos :

A8 (A +p) = APy + puPy
y despejando Py

A2 P
Py =z

Por induccién, se obtendria para el estado j :

._/\jp
PJ__QHj

Como los posibles estados del sistema son: 0, 1, 2, 3,...

o

Pi=1=Py+pPy+p*Po+...= Py(l+p+p2+..) =Py (ﬁ)

=0

La serie representa la suma de los términos de una progresién geométrica de
razén p. Si el estado es estacionario p = % < 1y en este caso

l+p+p+.. =

Luego

A () -

de donde se deduce que Py = 1 — p, y por tanto
Pi=(1-p)p

8.5.2 Numero medio de elementos en el sistema

Para calcular el nimero medio de elementos en el sistema, L, usamos el concepto de
esperanza matemadtica
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o0 .
siendo S = Y jp’ y 7 la variable aleatoria que denota el nimero de elementos en
1
el sistema.
Para hallar S se parte de la igualdad

S —pS= Tf—p de donde se deduce § = (T:%f . Sustituyendo esta expresién en
la de L obtenemos para el mimero medio de elementos en el sistema

L= -+~
1-p

8.5.3 Numero medio de elementos en cola

En este caso j la variable aleatoria que denota el nimero de elementos en la cola.
Su promedio es

00 00
LqZO(P0+P1)+1P2+2P3+3P4+...= Z(j—l)PjZ Z(j—l)(l—p)pj =
j=1 j=1

=(1 —p)pijj(j — 1)l =(1-p)pS = £

El nimero de elementos recibiendo servicio, es la diferencia entre los que estdn
en el sistema y los que estdn en la cola. Su valor medio, L, es por tanto

2 —
Lo=L—L,=-* p~ _Al=p) _

1—p T1- P 1-p
Este valor, p , también puede interpretarse como el porcentaje de tiempo que el
servidor estd ocupado.

8.6 Teorema de Little

Para cualquier sistema. de colas en estado estacionario se verifica:
L=AW, Ly=AWgq, L;=MWs

Donde las W son, respectivamente, los tiempos medios de espera en el sistema,
en cola y recibiendo servicio.

Explicacién intuitiva: Supongamos que llega al sistema un elemento que per-
manece en éste exactamente el tiempo promedio W. Cuando este cliente salga del
sistema permanecen auin en €l los elementos que han llegado detrds durante el inter-
valo de tiempo W. Por promedio su nimero serd AW, puesto que A es el nimero de
llegadas por unidad de tiempo, es decir L = AW.

Usando el teorema de Little se pueden obtener expresiones para los tiempos
medios de estancia en el sistema, en la cola o recibiendo servicio.
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A

—th
W:ﬁzl_%:L
A A w—2Xx

A2
o B

Wy=5=—=

Ejemplo 85 En un aeropuerto el nimero de personas que accede por minuto es 10.
Las revisiones de equipaje se realizan a razén de 12 por minuto. Responder a las
siguientes cuestiones:

1. ;Cudl es la probabilidad de que un pasajero tenga que esperar antes de que le
revisen el equipaje?

2. Por término medio, jcudntos pasajeros esperan en cola?

3. ;Cudnto tiempo total tienen que esperar los pasajeros por término medio?

1. Espera si hay alguien en el sistema, es decir, si el nimero de personas en el
sistema no es 0.

Asi que la solucién es 1 — Py =1—- (1 —p) = p=10/12 =0.833333.

2 A2 102 . .
2. L, = T"_—p = TSy = 12012 = 10) = 4.16667 es el nimero medio de
individuos en la cola.
1 1
3. W= =
TR 12 - 10
término medio.

= 0.5 minutos tendran que esperar los pasajeros por

8.7 Sistemas con capacidad limitada

Son los modelos de linea de espera que s6lo admite un nimero méximo ¢ de clientes en
el sistema. Con arreglo a la notacién de Kendall se trata de una cola M/M/1/fefs/c/oc.

Para hallar la probabilidad de cada uno de los estados se pueden repetir los
razonamientos del pédrrafo 8.5.1, pero hay que tener en cuenta que el estado del
sistema nunca serd mayor que c.

Se tiene por tanto

Pp=2fsi0<j<ec

P;=0si j>c
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En este caso el estado estacionario puede lograrse aunque p no sea menor que 1
va que el sistema se autorregula por el nimero méximo ¢ de clientes en la cola. Los
posibles estados del sistema son: 0, 1, 2, 3,...., ¢. por lo tanto

ZOP =1=Po+pPo+pPPo+ . p°Py = Py (S ) sip#1
1=

es decir si A no es igual que u. Despejando Fy , obtenemos en este caso que

Py =5 v Py = g5y

Por tanto

L=E()= ¥ i = ¥ jo' sy = gm%lszf =ty
1=

Jj=0

siendo j el nimero de elementos en el sistema y S' = 57 jp’

S — pS' = “’c:—_ll_ﬁ —cpt!
luego
S = S —p—cp®iacpt!
(p-1)° ’
y por tanto

L _ p—(c+1) pc+1+cpc+2
(p—1)(po¥1-1)

El nimero de medio de elementos recibiendo servicio es :
Ls:OXP0+1(P1+P2—|—...—|—Pc)=1—P0

El ndmero medio de elementos en la cola, L, se puede hallar restando las expre-
siones L y L, y obtenemos Ly = L — L,.

En el caso particular de ser p = 1, y teniendo en cuenta la expresién anterior P; =

5\—;—5)‘1 y todos los estados tendrian la misma probabilidad, Po, asf que 1 = (¢+ 1)Fy
y por tanto

PB=gy =P=PR=R=.=F
L=0xPBy+1P+2P,+..+cP,) =

=Py(14243+....+¢) = Rpifc= 25 =

[\V11eY
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Se siguen verificando las férmulas de Little

Para cualquier sistema de colas en estado estacionario se verifica el teorema de
Little:

L=XW, Lg=MWq, Ls=Ws

No obstante, A debe sustituirse en este caso por la tasa media real de llegada
(ARr) , que serd menor que A, puesto que estd limitada la afluencia de clientes. La
tasa real se obtendr4 ahora restando del promedio de llegadas por unidad de tiempo
A el promedio de entradas en el sistema que se pierden por exceder su capacidad.
El promedio de llegadas perdidas es AP. ya que P, se puede interpretar como la
proporcién de llegadas por unidad de tiempo que no ingresan en el sistema. Es decir
que:

AR = A= AP,
Por tanto en este caso de sistemas con capacidad limitada se tiene:
L=X1-FP)W, Lg=X(1-P)Wq, Ls=XX(1-P,)

Ejemplo 86 La afluencia de clientes a una peluqueria tiene una media de 20 clientes
por hora. El peluquero admite en su peluqueria un mdximo de 10 clientes y tarda
en atenderlos un promedio de 12 minutos por cliente. Calcular: a ) Numero prome-
dio de clientes atendidos por hora. b) Numero medio de personas en la peluqueria.
¢) 4Cudl es el tiempo medio de permanencia en la peluqueria para los clientes que
entran?

a) Todos los clientes que entran son atendidos, por lo tanto coincide con la tasa
real de llegadas a la peluqueria. A(1 — P.) = 20(1 — Py), P; = (’%”_%pf , asi que
Py = (44311—1}1%410 = 0.75. Por lo tanto el nimero medio de clientes atendidos por
horaes 20(1 - 0.75) = 5.

El ndmero de clientes que queda fuera de la tienda por hora es 15.

b) Para determinar el nimero medio de clientes en la peluquerfa, calculamos:
A _ 20 _
p=2=%=4

— —( +1) c+1+ c+2 _4-(11 4“+10><412 _
L=¢ (/C’—l)fpc‘*l—cf) = 54_)1)(411_1) = 90.67

Por lo que el nimero medio de clientes en la peluqueria es 9.67 clientes.
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c¢) El tiempo medio de espera en el sistema ser4:

L

2001 = Pro) 9.67/5 93 horas

8.8 Modelo con s servidores

Desarrollamos detalladamente el caso en que s = 2 (omitimos los infinitésimos de
orden superior a At).

8.8.1 Calculo de la probabilidad de los diferentes estados del
sistema
También ahora se cumple para el estado 0 que
Po(t + At)=Po(t)(1 — MAt) + Pi(t)uAt(1 — AAL)
Si el estado del sistema es estacionario (se puede conseguir el estado estacionario

para el caso de 2 servidores si A < 2u y en general si A < su), Py es constante, y
por tanto la derivada es 0 , asi que

APy = uPy
y por tanto
p =2k
I

también se cumple para el estado 1 que
Pi(t+ At) = Py(t) At + Pi(t)(1 — AAD))(1 — pAt) + Pa(t)2ult(1 — MAt)

Procediendo andlogamente (ahora se iguala a 0 la derivada de Pi(t)) y susti-
tuyendo el valor de P, obtenido anteriormente se obtiene:

APy — B — Py +2uPy = 0
y despejando P :
2
Py = %up = 1p*Py
Para obtener un expresién similar para Pg3, se parte de la expresién:

Py(t + At) =
= Py(t)AAL(1 — pAt) + Pa(t)(1 — AA)(1 — 2ul\t) + Ps(t)2uAt(1 — AAL) =



218 TEMA 8. TEORIA DE COLAS
AP, — (A +p) Po+2uPs =0
Sustituyendo los valores anteriores para P y P», obtenemos:
P = %’;n =1°R, .
En general, para el caso de dos servidores

3 o
Pj——‘q/\4u€ = 3=T =P Py si j#0.

8.8.2 Calculo de Py

oo .
YN P=1=Py+pPo+ 30 Po+ ..+ 571p By + ... =
=0

=P (l+p+30°+. 4+ 51 +..)
El paréntesis, omitiendo el primer término, es la suma de los infinitos términos

de una progresion geométrica de razén £ que es menor que 1, ya que para el estado
estacionario A < 2p. Realizando la suma de la serie se obtiene

p 2+p
(e i2)=n(32)
1-£ 2—-p

entonces

Por tanto:

Pj:2—]1-_——1-p7P0 23— 1p7

2 + p
8.8.3 Calculo de los parametros
El nimero medio de elementos en cola es
Le=0Po+ P+ Py +1P3+2P;+... =32 jPjio = Zj‘;ljﬁpﬂr?}% =

2 £ 3

2 . j
= h% Z;ilj () =h% (1_2.;_)2 = PO(—2p+p)2

2 — 3 3
0° P _ o __p
= 20 2+p T @Fp)(—24p) ~ 45
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En el sumatorio se ha sustituido una expresién hallada previamente en 8.5.2
(tomando g en lugar de p)

L;=0F+1.P —|-2(P2+P3+P4+) =P +2(1 - B —Pl) =

2—p 2—p 2—p>
p2+p ( 24p p2+p p

Intuitivamente podfamos también argumentar que la mitad de las llegadas irfan a

parar a cada uno de los servidores, ya que los clientes entran en uno u otro servidor.
A
2

En ese caso la media de clientes atendidos por cada uno serfa = = %— = % p. Por
H M
t f dia 2 x 1p=
anto entre ambos atenderfan una media 2 x 5p = p.
Para calcular el nimero promedio de elementos en el sistema empleamos la si-

guiente expresion:
3 4
A = A
Para calcular los tiempos medios se pueden emplear las férmulas de Little:

W=t w

8.8.4 Sistemas de colas de tipo M/M/s/FCFS/oc/co. Expre-
siones para el caso de s servidores

1
—1 pt L]
Z?:o % + 5! 1_5)

Py =

b BR sij=1,23,...,5
J J ..
Efjfsp(] s172>8

s+1

Lg=—PF
! s-s!(1-2)

Se pueden aplicar también las férmulas de Little:

L
M/—_H.
g7 X

4

L
W, = L

L
A

Ls=p

L=L;+L;, = W=
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Ejemplo 87 Consideremos una sucursal bancaria con dos cajeros. Los clientes
acuden al banco a razén de 80 por término medio cada hora. Cada cajero tarda una
media de 1.2 minutos en servir a un cliente. Hallar:

a) Ndmero medio de clientes en el banco.
b) Tiempo promedio de espera en el banco por cliente.

¢) Fraccion del tiempo en que un cajero determinado estd ocupado.

En este caso A= 80 clientes por hora y u = 60/1.2 = 50 clientes por hora es
capaz de atender cada uno de los dos servidores.

a) El ntimero medio de clientes en el banco es

L= o 4(8;) % = 3. 8889 clientes.

b) El tiempo medio de espera en el banco es

W =% =328889 _ 4 8611 x 1072 horas = 2.916 7 minutos

c¢) La probabilidad de que un determinado cajero esté desocupado es:

Py+0.5P, = ﬁgg +0.5§3§%§% =0.11111+8.8889 x 1072 = 0.2,

asf que la probabilidad de que ese cajero esté ocupado es 1 — 0.2 = 0. 80.

Si se pidiera la probabilidad de que al menos uno de los cajeros esté desocupado
(sin concretar quien) se calcularfa como:
80 8

802—=3
P+ P = ﬁgg'+%T§‘_§—028889

=]

8.9 El coste de un sistema de colas

Por lo general un sistema de colas tiene dos costes: El de tener clientes esperando
v el de tener elementos sirviendo a éstos. Ilustramos esta situacién en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 88 En una linea de produccion es frecuente que haya un almacén para las
herramientas mds caras. Los trabajadores que necesitan alguna de ellas esperan a que
un empleado del almacén se las suministre. Si hay muchos trabajadores solicitando
herramientas se formardn colas y se perderd tiempo de trabajo. Esto se resolverta
poniendo mds empleados en el almacén, pero esto también supondria un gasto en
sueldos de estos empleados. El problema es diseriar un sistema que minimice los
costes. Suponemos que las llegadas de empleados al almacén siguen una distribucion
de Poisson de razdn de llegada A = 15 (numero de personas que llegan por unidad
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de tiempo) y de razon de servicio u = 18 (niumero de elementos que pueden ser
servidos en cada unidad de tiempo). Se supone que los trabajadores que esperan a
que el empleado les suministre las herramientas ganan 10 w. m. por hora, y los
empleados que se las suministran tienen un sueldo de 9 uw.m. por hora.

1. Caso de emplear sélo un servidor:

El nimero medio de trabajadores en el sistema es

_ P A _
L_l—p_u—)\_IB 5 = 5.0

Coste por hora =5 x 10+ 9 x 1 = 59 u.m.,

va que si por término medio hay 5 trabajadores en el sistema supone un gasto
de 5x10 =50 u.m. por hora, a lo que hay que anadir el gasto del servidor que
es 9 u. m. por hora.

2. Caso de dos servidores:
L=-te - 4% 1 4629

=)

Coste por hora = 1.4622 x 10 + 9 x 2 = 32.622 u.m.

3. Caso de 3 servidores:
1 1
Po= g = — o =.43213
ZZ =0 4! +_(£;£) 23—1 (1—8.) + (1_8)

s+1 15 3+1
S A— N (3) -~ x 043213 =
sx sl (1-2) (E)
3x 3|18

— _625
= 825 % 0.43213 = 0.022196

L =0.0222+15/18 = 0. 855533
Coste por hora = 0.855533 x 10 + 3 x 9 = 35. 555 u.m.

4. Con més de tres servidores el gasto es siempre superior a 9 x 4 = 36 uv.m., ya
que éste es el gasto del sueldo de 4 servidores.

Por lo tanto lo mds econémico es emplear dos servidores con un coste por hora
de 32.622 u.m.
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Tema 9

Introduccién a la Simulaciéon

9.1 Simulacion. Generalidades

La Simulacién es una técnica para el anslisis y estudio de sistemas complejos. Esta
técnica se emplea cuando, o bien no se conocen soluciones analiticas del problema
planteado, o conociendo algiin modelo analitico su aplicacién al estudio del problema
impone demasiadas simplificaciones a la realidad, por lo que la solucién obtenida se
va a apartar sustancialmente de la verdadera.

La simulacién pretende imitar el comportamiento del sistema real, evolucionando
como este. Lo mds frecuente es estudiar la evolucién del sistema en el tiempo. Para
ello se formula un modelo de simulacién que tiene en cuenta los elementos que vamos
a considerar del modelo real y las relaciones entre estos. Una vez determinados los
objetos y las relaciones que vamos a tomar en consideracion, se formula la evolucién
del sistema por medio de un algoritmo. Este algoritmo, establecido el estado inicial
del sistema, ha de permitir generar muestras simuladas de su comportamiento. Son
estas muestras las que se usan para estudiar el problema tratado y dar una solucién
aproximada de éste. Por lo general estos algoritmos se desarrollan con programas
de ordenador. Ejecutando el programa las veces deseadas se puede obtener tan-
tas muestras del comportamiento del sistema como queramos. Estas muestras nos
permiten obtener estimaciones cada vez mds préximas a la realidad, siempre que el
modelo la refleje adecuadamente.

Entre los muchos problemas a los que se han aplicado técnicas de Simulacién
citamos los siguientes.

1) Simulacién del trafico de vehiculos en cruces de vias con mucho trafico con el
objeto de estudiar si la colocacién de nuevas senales de trdfico o de determinadas
modificaciones en el flujo de vehiculos mejorarfan o empeorarian la circulacién.

2) Simulacién de la conducta de un modelo de inventarios. Es decir se pretende
determinar la ganancia que se obtendria si los pedidos de las diferentes mercancias
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de un comercio se realizaran en determinada cantidad y se usaran ciertos criterios
para determinar los momentos més convenientes para efectuar estos pedidos. El
objetivo es realizar esta operacién de la forma més conveniente para el comerciante.

3) Simulacién de los movimientos sismicos con el objeto de actuar de la mejor
forma posible para paliar los efectos de estos fenémenos.

4) Simulacién de las condiciones de vuelo de los aviones con el objetivo de entrenar
a los futuros pilotos.

5) Simulacion de las urgencias clinicas que suelen producirse en una ciudad con
el objetivo de gestionar los recursos de los servicios de urgencia de manera éptima.

Ventajas y desventajas de la simulacién:
Ventajas:

a) Modelos mds f4ciles de aplicar, por lo que se pueden acometer problemas méas
complejos sin imponer demasiadas simplificaciones, acercandonos més al problema
real.

b) Una vez que el modelo se ha construido sirve para estudiar distintas estrategias
y para determinar todos los pardmetros del sistema. En un modelo analitico la teorfa
y el desarrollo puede ser distinta para cada pardmetro a determinar.

c) Facilidad de experimentacién con el consiguiente ahorro econémico y ademas
las pruebas estdn libres de las posibles situaciones de peligro que son inherentes a
algunas situaciones reales.

Desventajas:
a) Son generalmente mas lentos que los cdlculos analiticos
b) Suelen ser métodos que dan soluciones aproximadas.

De todas formas no se debe establecer una competencia entre modelos analiticos
y simulados. Por lo general han de complementarse mutuamente.

Desarrollamos a continuacién un sencillo ejemplo que nos va servir para mostrar
de una forma simple en qué consiste esta técnica de Simulacién.

9.2 Un ejemplo muy sencillo

Ejemplo 89 Consideramos el caso de una cadena de tiendas que se dedica a vender
pescado por cajas. Por experiencia se sabe que la demanda es de 3 a 8 cajas diarias.
Cada una de estas cajas se compra por 25000 ptas. y se vende en 40000, pero las
cajas que no se vendan al final del dfa, hay que venderlas en unas drdsticas rebajas,
a 10000 ptas. cada una. Si la demanda supera a la oferta suponemos que hay
una pérdida de 15000 ptas. por cada unidad que no se puede ofrecer al cliente (en
concepto de perdida de prestigio, fuga de clientes a otras tiendas, etc..). Se sabe que
la demanda se puede clasificar en alta media y baja, con probabilidades 0.8, 0.45
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y 0.25 respectivamente. La distribucion de la demanda por categorias es segin lo
tabla: '

Demanda | Alta (0.3) | Media (0.45) | Baja (0.25)
3 0.05 0.10 0.15
4 0.10 0.20 0.25
5 0.25 0.30 0.35
6 0.50 0.25 0.15
7 0.20 0.10 0.05
8 0.10 0.05 0.05

Por ser un producto perecedero, el comerciante ha decidido adquirir diariamente 5
cajas. Se desea simular el comportamiento de la demanda durante 10 dias calculando
la ganancia media por dia y determinar el nimero dptimo de cajas que se debe
adquirir diariamente para mazimizar los beneficios. ;Cdémo se puede resolver este
problema por simulacion?

Para ello generamos niimeros aleatorios. Los ordenadores tienen una funcién
para generar estos numeros. Si no disponemos de ordenador podemos usar una
tabla de mimeros aleatorios, una lista de premios de la loterfa o podemos recurrir a
realizar un sorteo con un juego de Bingo. Necesitamos una secuencia de 20 nimeros,
diez para generar el tipo de demanda de cada uno de los diez dfas y otros diez para
generar la cantidad demandada. Vamos a utilizar los siguientes, que se han obtenido
con una tabla de nimeros aleatorios comprendidos entre 00 y 99.

69 56 303266 79 55 24 803510 989292 88 821304 86 31

Para respetar los valores de la probabilidad indicada en la tabla anterior re-
alizamos la siguiente asignacién, haciendo corresponder a cada probablhdad una
cantidad de nimeros proporcional a ésta.

Demanda | Alta (00 a 29) | Media (30 a 74) | Baja (75 a 99)
3 0.05 (00 2 04) | 0.10 (00 2 09) | 0.15 (00 a 14)
1 0.10 (05 a 14) | 0.20 (10 a 29) | 0.25 (15 a 40)
5 0.25 (152 39) | 0.30 (302 59) | 0.35 (41 a 74)
6 0.30 (40 2 69) | 0.25 (60 a 84) | 0.15 (75 a 90)
7 0.20 (70 2 89) | 0.10 (85 a 89) | 0.05 (90 a 94)
8 0.10 (90 2 99) | 0.05 (90 a 99) | 0.05 (95 a 99)

Generamos la demanda para el primer dia: usando el primer nimero aleatorio (69)
que estd entre 30 y 74, con lo que obtenemos para el dia 1 una demanda media.
Ahora tendremos que determinar la cantidad demandada. Para generar el mimero
de cajas demandada en este dia empleamos el segundo numero (56). Mirando la
columna que corresponde a la demanda media vemos que estd entre 30 y 59, asi que
seleccionamos una demanda de 5 cajas para el primer dia. La ganancia obtenida
en este caso serd (en miles de pesetas) 40 x 5 — 25 x 5 = 75, ya que en este dia la
demanda es igual que la oferta. De forma similar se obtiene la ganancia de los dias
siguientes, segin estd indicado en la siguiente tabla.
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Compra al Sorteo tipo Sorteo
DIA: principio Ganacia dia
i de demanda demanda

del dfa ,
1 5 69 media 56 (5) 40%x5 - 25X5 = 75
2 5 30 media 32 (5) 40X5 - 25X5 =75
3 5 66 media 79 (6) 40%5 - 25%5-15X1 = 60
4 5 55 media 24 (4) 40%4 - 25X5+10x1 = 45
5 5 80 baja 35 (4) 40x4 - 25x5+10x1 = 45
6 5 10 alta 98 (8) 40%5 - 25%5-15x3 = 30
7 5 92 Baja 92 (7) 40%5 - 25X 5-15%X2 = 45
8 5 88 Baja 82 (6) 40%5 - 25%5-15X1 = 60
9 5 13 Alta 04 (3) 40%3 - 25X5+10%2 = 15
10 5 86 baja 31 (4) 404 - 2554101 = 45

Sumando la ganancia obtenida en estos diez dias y dividiendo por el nimero de
estos se obtiene la ganancia diaria media:

Media=490/10 = 49 por dia

De momento hemos realizado la simulacién con un pedido de 5 cajas durante 10
dias. Si queremos responder a la pregunta de cual es la cantidad de cajas por pedido
que produce a la larga una ganancia mdxima, podemos actuar de forma similar a
como hemos hecho para el pedido de 5 cajas con todas las cantidades razonables de
pedido (de 3 a 8 cajas son las demandas posibles). Es conveniente no obstante hacer
simulaciones mas largas, para que el valor medio de la ganancia sea més estable.
Como ejemplo podemos hacer la simulacién durante un afio (365 dfas). En este caso
la simulacién manual, que hemos realizado anteriormente serfa demasiado laboriosa.
Por eso las simulaciones se realizan frecuentemente en ordenador.

El algoritmo que hay que implementar puede resumirse de la siguiente forma:
Para cada pedido (3 a 8)

Para cada dia (1 a 365) se realizan los siguientes pasos:

paso 1

Determinar el tipo de demanda (alta media, baja)

Se genera un nimero aleatorio entre 0 y 1 . Si este mimero es menor que 0.30 la
demanda es alta, si estd entre 0.30 y 0.75 la demanda es media. Demanda baja en
otro caso.

paso 2
Se genera otro numero aleatorio.

Generar la demanda del dia seleccionando el valor correspondiente segun los
valores indicados en la tabla anterior.
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paso 3
Se calcula el beneficio que corresponde a este dia
Se calcula la media de los beneficios obtenidos en los 365 dfas..

Repitiendo esto para todas las estrategias (pedidos de 3 a 8 cajas) se puede
estimar cual es la mejor eleccién.

Con un programa realizado en FORTRAN hemos estimado la ganancia media
diaria en funcién del nimero de cajas pedidas, llegando a los resultados siguientes:

Cajas del

1 6 7 8
pedido ‘3 5
Ber(lfﬁmo 10109.59 | 36041.10 | 53712.33 | 58561.64 | 51698.63 | 39780.82
mealo

Estos resultados nos permiten decidir que un pedido de 6 cajas es el que reportarfa
mayor beneficio.

9.3 Meétodo Montecarlo

Aunque las técnicas de Simulacién pueden ser deterministas, es decir que se pueden
simular fenémenos que no sean aleatorios, lo mds frecuente, como ocurre en el ejem-
plo anterior, es que el fendmeno que se pretende simular tenga algiin componente
aleatorio. En este caso decimos que se usa el método Montecarlo. La esencia del
método Montecarlo es la experimentacion con nimeros aleatorios. El procedimiento
usado consiste en disefiar juegos de azar con estos nimeros, esperando obtener de
su observacién conclusiones itiles para la resolucién del problema que se esté estu-
diando. Aunque se han publicado algunos trabajos relacionados con el método de
Montecarlo que no han precisado el uso de ordenadores, lo cierto es que la utilidad
del método de Montecarlo se ha visto enormemente incrementada con el uso de las
modernas computadoras.

Resulta dificil creer que basdndose en el puro azar puedan obtenerse conclusiones
que merezcan la pena y, de hecho, algunos investigadores desconfian todavia de las
estimaciones que se consiguen con este método, a pesar de sus miiltiples éxitos en el
campo de la Investigacién Operativa, de la Fisica y de otras ramas de las Ciencias,
como la Biologia, la Quimica, e incluso la Medicina.

Los métodos de Montecarlo suelen clasificarse en dos tipos: probabilistas y de-
terministas.

En el Montecarlo probabilista se simulan con nidmeros aleatorios fenémenos que
son aleatorios en la realidad. Los nimeros se eligen de tal forma que reproduzcan la,
distribucién de probabilidad de la poblacién estudiada y, de su observacién, se de-
ducen caracteristicas de ésta. Por ejemplo, la Fisica Nuclear suministra las funciones
que rigen el movimiento de los neutrones. Reproduciendo estas leyes con niimeros
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aleatorios se puede simular un reactor nuclear y “experimentar” con él, evitando los
problemas de dinero, tiempo y seguridad que implicaria la experimentacién con un
reactor nuclear verdadero.

En el Montecarlo determinista se resuelven problemas que no son aleatorios en la
realidad, asocidndolos con algin experimento aleatorio disefiado expresamente con
este propdsito. Un ejemplo de este tipo es el cdlculo numérico de integrales definidas.

9.4 Notas histdricas sobre el Método Montecarlo

El nombre y el comienzo del desarrollo sistematico del método Montecarlo datan
aproximadamente de 1944, época en la que se realizaron las investigaciones rela-
cionadas con las primeras bombas atémicas. En tales investigaciones, llevadas a
cabo principalmente en el laboratorio americano de Los Alamos, los procesos de ab-
sorcién de neutrones se simularon mediante un conjunto de ruletas adecuadamente
graduadas, que originaron el nombre de “Montecarlo” con el que Von Neuman y sus
colaboradores designaron a esta técnica.

Sin embargo, ya desde el siglo XVIII es posible encontrar algunos vestigios de
las ideas que subyacen en el método Montecarlo. En 1777 el conde de Buffon hizo
un estudio del juego siguiente, de moda por aquella época: una aguja de longitud
L se arroja sobre un plano en el que hay dibujadas varias rectas paralelas con una
distancia d (d > L) entre ellas. Se gana si la aguja cae sobre alguna de las rectas
paralelas. El conde de Buffon determiné la probabilidad (P) de ganar experimen-
talmente (a base de tirar la aguja una gran cantidad de veces), y analiticamente,
calculando para P la expresion:

P=2L/rd

Afios mas tarde, en 1886, Laplace sugirié que este procedimiento podria ser ttil
para calcular experimentalmente el valor del numero pi. Este momento es conside-
rado en ocasiones como el punto de partida de las aplicaciones “serias” del método
Montecarlo.

Otros trabajos pioneros sobre Montecarlo fueron los de Thompson (Lord Kelvin)
en 1901, sobre la evaluacién de algunas integrales de uso en la teorfa de los gases.
Gosset -con el seudénimo de Student- aplicé el método Montecarlo para obtener la
distribucién del coeficiente de correlacién (1908). En 1930 Fermi empleé el método
Montecarlo para sus trabajos sobre difusién y transporte de los neutrones, que re-
sultaron esenciales para el desarrollo de las bombas y centrales nucleares.

Como ya se ha apuntado, durante la segunda guerra mundial se trabajé en estos
temas. Aparte de Von Neuman, ya citado, cabe resaltar las aportaciones de Fermi,
Ulam y Metrépolis. Durante esa época, la aparicién de las primeras computadoras
digitales dio un fuerte impulso al desarrollo del método Montecarlo. Paraddjicamente
estos trabajos propiciaron a la vez un cierto descrédito del método, pues se aplicé a
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casi cualquier cosa, sin tener en cuenta para nada los problemas de eficiencia que le
son inherentes.

En los 1ltimos afios, debido al avance experimentado en el campo de los orde-
nadores, a la aparicién de diversas técnicas para reducir la varianza de las estima-
ciones obtenidas, y al muestreo de Metrépolis, el método de Montecarlo parece haber
entrado en un nuevo periodo de florecimiento.

9.5 Generacion de niimeros aleatorios

Ya que casi siempre la simulacién es aleatoria normalmente necesitamos un genera-
dor de estos nimeros. Los ordenadores suelen tener un comando para generarlos.
Nos referimos con el nombre de mimeros aleatorios a muestras procedentes de una
distribucién uniforme en el intervalo [0,1].

Los método de generacién de mimeros aleatorios pueden clasificarse en las cate-
gorfas siguientes:

a) Métodos manuales: Loterias, Ruletas. Suelen ser lentos y no reproducibles.
Durante bastante tiempo se creyé que era el unico procedimiento para producir
verdaderos nimeros aleatorios.

b) Métodos analégicos. En este caso los numeros se obtienen de algin experi-
mento fisico que pueda recibirse en el ordenador. Se pueden generar rdpidamente,
pero no son reproducibles.

c¢) Tablas de nimeros aleatorios: Es el procedimiento que hemos empleado en
el ejemplo. Es un procedimiento lento y presenta el inconveniente de que la tabla
puede ser insuficiente para una simulacién larga. La primera fue preparada por
Tippett (1927). Un método que se ha usado es preparar la tabla y almacenerla en
la memoria del ordenador. En 1955 se publicé la Tabla de la Rand Corporation con
un millén de digitos. Para realizar estas tablas se usaron métodos analégicos: los
datos se extrajeron del “ruido“ de un generador de pulsos electrénicos.

d) Algoritmos para ordenador. Estos métodos estdn basados en generar niimeros
usando un programa de ordenador. El algoritmo usado es deterministico, asf que
estrictamente hablando los nimeros generados no serfan aleatorios, pero se compor-
tan como si lo fueran ya que cumplen los test de independencia y de aleatoriedad,
as{ que se pueden usar en lugar de éstos. Se conocen con el nombre de nimeros
pseudoaleatorios.

9.5.1 Propiedades de un buen generador de nimeros aleato-
rios

Un generador de nimeros aleatorios debe tener las propiedades siguientes:

a) Debe generar mimeros aleatorios (uniformemente distribuidos e independien-
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tes).
b) Debe generarlos rdpidamente.
c¢) No debe requerir mucho lugar de almacenamiento en el ordenador.

d) No entrar en ciclos, o al menos que los ciclos sean de periodo suficientemente
largo.

f) La secuencia de nimeros ha de ser reproducible. Es decir que se pueda repe-
tir, si se considera conveniente, una secuencia de numeros que se haya producido
anteriormente. De esta forma se podria repetir exactamente cualquier prueba ya
realizada. En los programas de ordenador esto se consigue usando la misma semilla
{nimero que inicializa el algoritmo).

9.5.2 Meétodo del centro del cuadrado

Von Neumann sugirié el método del centro del cuadrado: Partiendo de un mimero
de n cifras, generalmente un nimero par de cifras, realizar su cuadrado (suponemos
que tiene 2n cifras) y extraemos el nimero formado por las n cifras centrales. Los
numeros sucesivos se obtienen tomando el cuadrado del ntimero precedente y ex-
trayendo los digitos centrales. Ejemplo: 52322=27373824. el siguiente nimero era
el subrayado. Son lentos de obtener, tienden a formar ciclos cortos y si se obtiene
un nimero con tres ceros en el centro no podemos conseguir ya nimeros distintos.

9.5.3 Meétodo de las congruencias

Fueron sugeridos por Lehmer en 1949. Se basan en calcular los residuos médulo m de
una transformacién lineal. Puede demostrarse que son uniformemente distribuidos
y estadisticamente independientes.

La relacién de congruencia fundamental es:
Xit1 = (aX; + ¢) (mod m)
siendo a, ¢ y m enteros no negativos. Los métodos que usan esta relacién se llaman
congruenciales mixtos.

Dado un valor inicial llamado semilla X se obtienen diferentes niimeros todos
ellos menores que m. Obviamente la cantidad de nimeros generados es menor o
igual que m. Por ejemplo, paraa =5, ¢=0 y Xo =3y m =8 la secuencia
generada es 3, 7, 3, 7. Esta secuencia es ciclica con periodo 2 < 8.

Por supuesto elegimos m tan grande como podamos. Si p es el periodoy p=m
la sucesién se llama de periodo completo.

Puede demostrarse que una sucesién es de periodo completo si y solo si

a) ¢ y m son primos entre si.
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b) a = 1(mod g) Siendo ¢ cualquier factor primo de m.
c)a =1 (mod 4) si m es miltiplo de 4.

m estars limitado por el ordenador . Si este es binario m = 2? como méximo,
donde 8 depende del ordenador (3 = longitud de la palabra mds larga - 1).

Se consigue una sucesién de 28 elementos tomando ¢ impar y
a = 1(mod 4).

Los valores m = 2% , a = 2741 y ¢ = 1 dan buenos resultados para un ordenador
cuya palabra mdxima tenga 36 bits.

El caso particular de que c sea nulo se habla de un generador multiplicativo.

Xi+1 = (aX;) (mod m)

En este caso no puede obtenerse un periodo completo.

Los métodos congruenciales tienen la ventaja de ser muy répidos y ocupar poca
memoria, y dan nimeros que soportan bien los test de adherencia de ajuste. Sin
embargo suelen presentar problemas de autocorrelacién. También se observa que
los ltimos digitos no siguen una distribucién uniforme. Estos problemas suelen
arreglarse con rutinas que hacen algunas modificaciones a los métodos congruen-
ciales: usar las primeras cifras, barajar los nimeros, formar un mimero de varias
cifras uniendo las primeras de varios nimeros generados anteriormente, etc. Rutinas
de este tipo son las incluidas en el capitulo 7 de Numerical Recipes. La iltima de
ellas Ran3 de Knuth es una buena rutina de generacién de niimeros aleatorios. La
mostramos a continuacion.
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C
C — SUBPROGRAMA RND —

C — CALCULA UN NUMERO ALEATORIO COMPRENDIDO ENTREOY 1 —
C — MIDUM = SEMILLA DE CUATRO CIFRAS

C — TOMADA DE LA PAG 199 DE *NUMERICAL RECIPES* ———

C

SUBROUTINE RND(MIDUM,RAN)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

PARAMETER (MBIG=1000000000,MSEED=161803398.MZ=0,FAC=1./MBIG)
DIMENSION MA(55)

DATA IFF /0/

IDUM=-MIDUM

IF(IDUM.LT .0.OR.IFF.EQ.0) THEN

IFF=1

MJ=MSEED-IABS(IDUM)

MJ=MOD(MJ,MBIG)

MA(55)=MJ
MK=1
DO 11 I=1.54

II=MOD(21*1,55)

MA(II)=MK

MK=MJ-MK
IF(MK.LT.MZ)MK=MK+MBIG
MJ=MA(II)

11 CONTINUE

DO 13 K=1/4

DO 12 I=1,55
MA(I)=MA(I)-MA(1+MOD(I+30,55))
IF(MA(I).LT.MZ)MA (I)=MA(I)+ MBIG
12 CONTINUE
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13 CONTINUE
INEXT=0

INEXTP=31

IDUM=1

ENDIF

INEXT=INEXT+1
IF(INEXT.EQ.56)INEXT=1
INEXTP=INEXTP~+1
IF(INEXTP.EQ.56)INEXTP=1
MJ=MA (INEXT)-MA (INEXTP)
IF(MJ.LT.MZ)MJ=MJ+MBIG
MA(INEXT)=M]J
RAN=MJ*FAC
MIDUM=-IDUM

RETURN

END

9.6 Meétodo de la transformacion inversa

Los nimeros generados por la funcién RANDOMIZE (o andlogas) de los ordenadores
siguen una distribucién uniforme en (0,1), es decir cualquier mimero en este inter-
valo tiene la misma probabilidad de ser generado. No obstante, a veces queremos
generar nimeros cuya distribucién de probabilidad no sea uniforme. Para ello hay
una gran variedad de métodos. Describimos unicamente el método llamado de la
transformacién inversa.

Si queremos generar valores de una variable aleatoria, con funcién densidad
f(x) > 0, se usa el hecho conocido de que si denotamos su funcién de Distribu-
cién por F(z), F(§) = n se distribuye uniformemente en el intervalo (0,1).

Por lo tanto se pueden generar nimeros aleatorios uniformemente distribuidos
en (0,1) actuando del modo siguiente:

a) Se generan valores de con una distribucién uniforme en el intervalo(0,1).
b) Se calcula el nimero generado con la relacién £ = F~1(n).

Este método presenta dos dificultades de tipo préctico: Calcular y resolver la
ecuacién F(€) = n, lo que, en muchos casos, no es tarea ficil.
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9.6.1 Meétodo de la transformacion inversa aplicado a la dis-
tribucién exponencial

En este caso el método anteriormente descrito es de facil aplicacién. La funcién de
densidad es f(x) = h.exp(—hx) :

F(x) = fox h.exp(—hx)dr =n=1— exp(—hz) donde n € U[0, 1]
Despejando x se obtiene:
r=—+L(1-7).
Como 1 — 7 sigue la misma distribucién que 77 , se puede calcular :

T = —%Ln.

9.7 Simulacién de una cola M/M/1

Los sistemas de colas suelen modelarse con la distribucién exponencial. En este caso
puede hacerse uso de la expresion anterior, lo que nos va a permitir contrastar los
resultados analiticos con los obtenidos por medio de una simulacién de la cola. Por
este motivo incluiremos ahora un ejemplo de simulacién de una cola de este tipo
(modelo exponencial).

A veces es posible estudiar los fenémenos de espera analiticamente, pero esto
ocurre solamente en los casos mas simples, asi que es frecuente acometer el andlisis y
estudio de los sistemas de colas por simulacién. El siguiente ejemplo es lo suficiente-
mente sencillo como para que pueda realizarse analiticamente, lo que nos permitird
contrastar los resultados obtenidos en la simulacién con los que se obtienen por via
tedrica.

Ejemplo 90 Simular una cola de una sola linea y un solo servidor siendo la razon
de llegada \=15 (nimero de personas que llegan por unidad de tiempo) y la razén
de servicio i = 18 (numero de elementos servidos en cada unidad de tiempo).

Comenzamos generando numeros aleatorios. Para transformarlos en elementos
de una distribucién exponencial de los intervalos entre llegadas usaremos la trans-
formacién:

& = —%h”h’

expresando el intervalo entre llegadas en horas. Si se expresa en minutos serfa
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&= —%lnn1 x 60,

y para los tiempos empleados en despachar las herramientas, también en minutos
quedaria

£y = —% Inny x 60.

Si la sucesién de nimeros aleatorios que generamos para intervalos entre llegadas
es:

1.83156x1072, 4,97871x1072, 0.22313, 4.08677x1073
y para tiempos de servicios
6.09675x 1073, 4.51658x10~3, 0.011109, 2.47875x 1073, 4.97871x 102
entonces el primer intervalo entre llegadas que se obtiene es:
£ =—31nn; x 60 = —5x In(1.83156 x 1072) x 60 = 16.0 minutos.
Continuando las operaciones con los siguientes nimeros aleatorios obtendriamos
los valores de la siguiente tabla que representa los intervalos entre llegadas consecuti-

vas y el tiempo de estancia en el servidor de los primeros elementos que van llegando
al sistema

Comienza la simulacién | 16 [ 12 | 6 | 22
20 | 10

tiempo entre llegadas
tiempo de servicio 17 18 | 15

Para simular el sistema podemos seguir el cambio de las variables definidas en la
tabla siguiente. Cada renglén puede representar el estado del sistema. La primera
llegada es en el reloj a 0 (comienzo de la simulacién)

tipo Tiempo libre=1 ncola = tiproll = tiproser =
de de long hora hora
suceso | suceso reloj ocupado=0 | de la cola | préx llegada | préx partida
0 Inicio 0 1 0 0 9999
1 llegada 0 0 0 16 17
2 llegada 16 0 1 28 17
3 partida 17 0 0 28 35
4 llegada 28 0 1 34 35
5 llegada 34 0 2 56 35
6 partida 35 0 1 56 50

El algoritmo correspondiente puede seguir el diagrama de flujo de la figura 9.1
(las variables tienen el nombre y significado descrito en las tablas).
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Inicio
Reli=0
N1iidoc=1
Neola=0
Tipraii=0
Tiproser=9999
»
Y [Tpo=logada
i ida uni »vodnentra
un individuo sale NO al : : =sasten’a)
ﬁq.sf'm) tiprol < tiproser Ereloi+tipral
Freloj+iproser
Sl Sl
Ser=1
Neola =0 [Tiproser=9999 N Neola=ncola+1
NO
O
lSer=0 . N —
Nooiamncola-1 || PrOSerTekitts piq| Pl = reoivtet | g TiProser=relojsts
y
Sl Tipeol! < duraci NO
y
Tiproser < duracién STOP

Figura 9.1: Diagrama de flujo del programa de simulacién de una cola M/M/1.
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9.7.1 Programa FORTRAN

c ***este programa simula una cola con una unica cadena y una sola fase
c . las demandas de servicio siguen la distribucion de poisson
c los tiempos de servicio se distribuyen con una exponencial negativa
¢ el modelo estima el tiempo de utilizacion del servidor, longitud media de 1a cola,
¢ numero medio de clientes en el sistema, tiempo medio de
C espera antes de recibir servicio, y la probabilidad de que haya que
c esperar para ser atendido. Esta estima cién se basa en una simulacion,
c cuya duracion es introducida como dato ***
c
Kok ks ok k

informacion del modelo
INTEGER NLLEGA NESPERA NCOLA
CHARACTER*10 TIPO
OPEN(6,FILE="COLA.RES’)

CALL LINEAS(27)

WRITE(* *)****Introduce media de clientes que llegan por hora*****’
READ(**)VLLPORH

CALL LINEAS(27)

WRITE(*,*)’ *** MEDIA DE CLIENTES ATENDIDOS POR HORA ***°
READ(*,*) SERPORH

CALL LINEAS(27)

WRITE(*,*)’ *** DURACION DE LA SIMULACION EN HORAS ***’
READ(*,*)TITOT

CALL LINEAS(27)

WRITE(* *)’ *#* SEMILLA *** *

WRITE(*,*)’(NUMERO NATURAL DE UN MAXIMO DE 4 CIFRAS)’
READ(*,*)IX

NSEMILLA=IX
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CALL LINEAS(27)
WRITE(6,*)’ SIMULACION DE UNA COLA’
WRITE(6,*) ——————’
WRITE(6,*)"’
WRITE(6,*)’ DATOS DE LA COLAY
WRITE(6,*)"*
WRITE(*,*)’ SIMULACION DE UNA COLA’
WRITE(**) —M8MMMM™Mm —’
WRITE(*,*)’ DATOS DE LA COLA?Y
WRITE(*,*)°
C ***yalores de inicializacion ***
30 NLLEGA=0
RELOJ=0
NESPERA=0
N1LI0OC=1
TISEROC=0
TIESPERA=0
NCOLA=0
TIPO="INICIO’

c
c ***calcula el tiempo de llegada al sistema del primer cliente
c demandando servicio***
CALL RND(IX,YFL)
TIPROLL=-ALOG(1.-YFL)/VLLPORH
c ***como no hay nadie en la cola el tiempo en que se termina el servicio
c se toma como arbitrariamente grande. una eleccion conveniente es la
c duracion de la simulacion***
TIPROSER=TITOT
c

c *** o] tiempo del proximo suceso se toma como el minimo del tiempo
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¢}

60

C

[¢

¢ o va a 80 si el siguiente suceso es completar un servicio

¢

de llegada, tiempo de completar el servicio , y el tiempo de

terminar la simulacion***

WRITE(6,100)VLLPORH.SERPORH, TITOT.NSEMILLA

WRITE(6.*)’ TIPO RELOJ NCOLA N1LIOOC TIPROLL TIPROSER’
WRITE(6.50)TIPO. RELOJ ,NCOLA .NILIOOC. TIPROLL. TIPROSER

TIPSUC=AMIN1(TIPROLL.TIPROSER.TITOT)
***calcula el total del tiempo ocupado del servidor y

el de espera de los que esperan servicioe. luego el reloj

se adelanta hasta el tiempo del proximo suceso***
TISEROC=TISEROC+NI1LIOOC*(TIPSUC-RELO.J)
TIESPERA=TIESPERA+NCOLA*(TIPSUC-RELO.)

RELOJ=TIPSUC

*¥**va a 90 si el proximo suceso es parar la simulacion,

k% K

IF (TIPSUC.EQ.TITOT) GO TO 90
IF (TIPSUC.EQ.TIPROSER) GO TO 80

***en otro caso el propio suceso es una llegada
modifica el numero total de llegadas

y genera el tiempo en que vendra el siguiente cliente***

NLLEGA=NLLEGA+1
CALL RND(IX,YFL)
TIPROLL=RELOJ-ALOG(1.-YFL)/VLLPORH

***va a 70 si el servidor esta libre; si no es asi

modifica el numero de los que han tenido que esperar y

239
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c el numero de los que estan esperando ahora y vuelve al principio
c para determinar de que tipo es el siguiente suceso***

IF (N1LIODOC.EQ.1) GO TO 70

NESPERA=NESPERA+1

NCOLA=NCOLA+1

TIPO =" LLEGADA’

WRITE(6,50)TIPO, RELOJ ,NCOLA .N1LIOOC, TIPROLL, TIPROSER

50 FORMAT(A10,F10.2,110,110,F10.2,F10.2)

GO TO 60
c
c ***modifica el estado del servidor, genera el tiempo de
c duracion del servicio el numero de los que estan esperando ahora
c y vuelve al principio para determinar de que tipo
c es el siguiente suceso***

70 NILI0OC=0
CALL RND(IX,YFL)
TIPROSER = RELOJ - ALOG(1.-YFL)/SERPORH
TIPO =’ LLEGADA’
WRITE(6,50)TIPO. RELOJ ,NCOLA ,N1LI0OC, TIPROLL, TIPROSER

GO TO 60
c ***ha terminado un servicio. va a 85 si
c alguien esta esperando, pues el servidor ha quedado libre ***
C
80 IF (NCOLA.GT.0) GO TO 85
C
c ***si no hay nadie esperando, registra que el servidor esta libre
c y el tiempo de la siguiente partida la pone en un valor
c arbirariamente alto.
cl uego vuelve para determinar el tipo del siguiente suceso***

N1LIOOC=1
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TIPROSER=TITOT
TIPO=" LLEGADA’
WRITE(6,50)TIPO, RELOJ ,NCOLA ,N1LIOOC, TIPROLL, TIPROSER

GO TO 60

***DISMINUYE LA LONGITUD DE LA COLA
GENERA EL TIEMPO DE COMPLETAR EL SERVICIO Y VUELVE

o O a Q

PARA DETERMINAR DE QUE TIPO ES EL SIGUIENTE SUCESQ ***
85 NCOLA=NCOLA-1

CALL RND(IX,YFL)

TIPROSER=RELOJ-ALOG(1.-YFL)/SERPORH

TIPO=" PARTIDA’

WRITE(6 ,50)TIPO, RELOJ ,NCOLA ,N1LI0OC, TIPROLL, TIPROSER

GO TO 60
C ***se ha terminado el tiempo de la simulacion

se calculan los estadisticos
se prepara la salida de la informacion*****

90 ACTIV=(TITOT-TISEROC)/TITOT
VMNCOLA=TIESPERA /TITOT
VMPES=VMNCOLA+ACTIV
VMTEC=TIESPERA/NLLEGA
PRESPE=1.*NESPERA/NLLEGA
WRITE(6,*)" ’
WRITE(6,*)" ’ .
WRITE(*100)VLLPORH,SERPORH, TITOT,NSEMILLA
WRITE (*,110)ACTIV,VMNCOLA,VMPES,VMTEC,PRESPE
WRITE(6,*)’ RESUMEN DE LA SIMULACION?’
WRITE(6,*)’ ’

WRITE(6,*)" °
WRITE (6,110)ACTIV,VMNCOLA,VMPES,VMTEC,PRESPE
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100 FORMAT (

1 ' MEDIA DE LLEGADAS POR HORA: " F7.2/

2 > MEDIA DE CLIENTES ATENDIDOS POR HORA: ' F7.2/
3 ' DURACION DE LA SIMULATION, HORAS: ' F7.2/

4 " SEMILLA: " I5/)

110 FORMAT (" % DE ACTIVIDAD DEL SERVIDOR: " F7.2/

1 " LONGITUD MEDIA DE LA COLA: "F7.2/

2 " NUMERO MEDIO DE PERSONAS EN EL SISTEMA: *F7.2/
3 " TIEMPO MEDIO DE ESPERA EN LA COLA: " F7.2/

4 " PROBABILIDAD DE TENER QUE ESPERAR: *F7.2/)

WRITE(*,*)’ LOS RESULTADOS INTERMEDIOS DE ESTA SIMULACION’
WRITE(*,*)’ ESTAN GUARDADOS EN EL FICHERO COLA.RES’

CALL LINEAS(2)

STOP

END

Salida de resultados de una simulacién

SIMULACION DE UNA COLA
DATOS DE LA COLA:
MEDIA DE LLEGADAS POR HORA: 15.00
MEDIA DE CLIENTES ATENDIDOS POR HORA: 18.00
.DURACION DE LA SIMULACION, HORAS: 8.00
SEMILLA: 65
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TIPO RELOJ | NCOLA | N1LIOOC | TTPROLL | TIPROSER
INICIO 0.00 0 1 0.02 8.00
LLEGADA | 0.02 0 0 0.13 0.05
PARTIDA | 0.05 0 1 0.13 8.00
LLEGADA | 0.13 0 0 0.17 0.20
LLEGADA | 0.17 1 0 0.18 0.20
LLEGADA | 0.18 2 0 0.35 0.20
PARTIDA | 0.20 1 0 0.35 0.21
PARTIDA | 0.21 0 0 0.35 0.24
LLEGADA | 0.24 0 1 0.35 8.00
TIPO RELOJ | NCOLA | N1LIOOC | TIPROLL | TIPROSER
LLEGADA | 7.75 7 0 7.77 7.76
PARTIDA | 7.76 6 0 7.77 7.81
LLEGADA | 7.77 7 0 7.84 7.81
PARTIDA | 7.81 6 0 7.84 7.90
LLEGADA | 7.84 7 0 7.90 7.90
LLEGADA | 7.90 8 0 7.90 7.90
LLEGADA | 7.90 9 0 7.91 7.90
PARTIDA | 7.90 8 0 7.91 7.91
LLEGADA | 791 || 9 0 8.00 7.91
PARTIDA | 7.91 8 0 8.00 7.93
PARTIDA | 7.93 7 0 8.00 7.95
PARTIDA | 7.95 6 0 8.00 8.04

En las dos tablas anteriores se presenta la evolucién de la cola en los primeros y
en los tltimos momentos en una simulacién de 8 horas.

RESUMEN DE LA SIMULACION (8 horas):

ACTIVIDAD DEL SERVIDOR (fraccién): 0 .73
LONGITUD MEDIA DE LA COLA: 2.10

NUMERO MEDIO DE PERSONAS EN EL SISTEMA: 2.84
TIEMPO MEDIO DE ESPERA EN LA COLA: 0.14
PROBABILIDAD DE TENER QUE ESPERAR: (.78
RESUMEN DE LA SIMULACION (de 10000 horas)

ACTIVIDAD DEL SERVIDOR (fraccién): 0.84
LONGITUD MEDIA DE LA COLA: 4.23
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NUMERO MEDIO DE PERSONAS EN EL SISTEMA: 5.07
TIEMPO MEDIO DE ESPERA EN LA COLA: 0.28
PROBABILIDAD DE TENER QUE ESPERAR: 0.84

La tabla siguiente presenta un resumen de la simulacién a 8 horas y a 10000
horas. Se comparan con los resultados analiticos, observandose la similitud de estos
valores con los obtenidos en la simulaciéon més larga. A veces las simulaciones cortas,
como en este ejemplo, no son suficientes para obtener una precisién aceptable debido,
no sélo a la escasez de datos, sino también a que no se ha llegado a obtener atin el
régimen estacionario.

Actividad Longitud N°medio de Tiempo medio
del media de personas en de espera
Servidor la cola el sistema en la cola
8 horas simuladas 0.73 2.10 2.84 0.14
10000 horas simuladas 0.84 4.23 5.07 0.28
Resultados analiticos | 2 = 0833 | —2—5 = 4.16, 25 =5 25 = 0277

9.7.2 Programa PASCAL

Program SIMU;
{ CSIB: 5/08/88 — Simula una cola de un tnico canal, proporcionando una
consulta interactiva por pantalla para introducir
la relacion de llegada, la proporcion de servicio,
la duracién de la simulacion, y, cuando sea requerida,
la traza logica de la simulacion por pantalla.
Si se opto por ver la traza, cada evento dispara
una actualizacién en una ventana en pantalla controlada
por el usuario, si no se desea ver la traza, una animacién
grafica interactiva del comportamiento de la cola durante

la simulacién es visualizada. Al finalizar la simulacion,

}

se presenta por pantalla un resumen estadistico.
USES
Crt, Graph3;

CONST
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Huge = 32767;

VAR

Reloj,

RatioLlegada, RatioServicio,

TotalEspera, TotalServicio,

T _S_Llegada, { Hora de la siguiente llegada }

T S_Servicio, { Hora del siguiente servicio }

T _Evento : real; { Hora del siguiente evento }

Duracion, { Del proceso }

Total Ind Llegan, { Numero total de individuos que han llegado }
Largo_ Cola, { Longitud de la cola en cada momento }

Ind_Espera, { Niimero de individuos en espera }

i,j,k,l,m,n : integer;

Repite, OtraVez : char;

Llegada, Salida, Esperando, Trace : boolean;

L L R T R
Procedure Pantalla_ Conf;

BEGIN

ClrScr;Window(1,1,80,25);ClrScr;

{DrawBox2(2,2,79,24,15,1); }

GoToXY(5,2);Write(’ < Simulacién de Colas > );

GoToXY (55,24);Write(’ < Modelos de Colas > );
Window(3,3,77,22); TextBackGround(1);ClrScr;

END;

3% 3k 3k 3k ok ok 2k sk Sk sk 3k 2k sk Sk ok ko sk 3k sk ok Sk ok ok sk sk sk ok ol Sk K ok 3k ke sk 3 ok ok Ok skl K ok ok ok ok ok Sk ke 3K Sk ok ok oK ok ok ok ok Kok
Procedure Entrada_Datos;

BEGIN .
Window(3,3,78,23); Text Background(1);ClrScr;
{DrawBox(5,7,74,16,15,4)}

Window(8,10,75,17); TextBackGround(4);ClrScr;
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Procedure Simulacion;

* *

VAR

ch : char;

Function MIN (A, B, C : real) : real,
VAR

Menor : real;

BEGIN

Menor := A;

IF (B < Menor) THEN Menor := B;
IF (C < Menor) THEN Menor := C;
MIN := Menor;

END; {MIN Function}

* *)

Procedure Echo;

VAR

ch : char;

BEGIN

IF (Llegada) THEN Writeln("Tmp Sig Llegada: ’,Reloj:6:2,” Cola: ’,Largo_Cola:4)
ELSE Writeln("Tmp Sig Servicio: ’,Reloj:6:2,” Cola: ’,Largo _Cola:4);

READLN;

END ;

(* *)

Procedure Display_ Graphics(VAR QL : integer; C : real);

VAR ¢
sizel.size2,xpos,ypos,color : integer;

BEGIN

Palette(0);TextColor(1);GoToXY(1,3);

xpos := 280;ypos := 100; sizel := §; size2 := §;

Writeln(” Canal Simple, Cola Simple ’}; Writeln;
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Writeln(’ Ratio Llegada : ’,RatioLlegada:7:2);
Writeln(” Ratio Servicio: ’,RatioServicio:7:2);
GoToXY(5,20); TextColor(1);Writeln("Tiempo: °,C:7:2);
{:::: Draw and Fill Server Box :::::}

Draw (xpos-sizel,ypos-sizel,xpos-+sizel,ypos-sizel,1);
Draw(xpos-sizel,ypos+sizel,xpos+sizel,ypos+sizel,1);
Draw(xpos-sizel,ypos-sizel ,xpos-sizel,ypos+sizel,1);
Draw(xpos+sizel,ypos-sizel, xpos+sizel,ypos+sizel,1);
FillShape(xpos,ypos,1,2);

{:::: Draw and Fill Customer Being Served :::::}

IF NOT(Esperando) THEN color := 2 ELSE color := 1;
CIRCLE(xpos,ypos,size2,color);
FillShape(xpos,ypos,color,color);

{:::: Display Queue ::::}

FORi:=1TO 15 DO

BEGIN

IF (i <= QL) THEN color := 2 ELSE color := 0;
CIRCLE(xpos-17*i,ypos,size2,color);
FillShape(xpos-17*i,ypos,color,color);

END; {For Loop}

END; {Display_ Graphics}

(* . ")
BEGIN {Main Body Simulacion Procedure}

REPEAT

BEGIN

T Evento := MIN (T S Llegada, T S _Servicio, 1.0 * Duracion);

IF (Esperando) THEN TotalServicio := TotalServicio + (T _Evento - Reloj)
ELSE TotalEspera := TotalEspera + Largo Cola * (T_Evento - Reloj);
Reloj := T_Evento;

IF (T_Evento = T_S_Llegada) THEN
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BEGIN

Llegada := TRUE;

Salida := FALSE;

Total Ind_Llegan := Total _Ind_Llegan + 1,

T _S_Llegada := Reloj - Ln (1.0 - Random) / RatioLlegada,
IF (Esperando) THEN

BEGIN

Esperando := FALSE;

T _S_Servicio := Reloj - Ln (1.0 - Random) / RatioServicio;
END

ELSE

BEGIN

Ind_Espera := Ind_Espera + 1;

Largo_Cola := Largo_Cola + 1,

END;

END; {If-Then-Else}

IF (T_Evento = T_S_Servicio) THEN

BEGIN

Salida := TRUE;

Llegada := FALSE;

IF (Largo_ Cola = 0) THEN

BEGIN

Esperando := TRUE;

T _S_Servicio := Huge;

END

ELSE

BEGIN

Largo Cola := Largo_ Cola - 1,

T_S_Servicio := Reloj - Ln (1.0 - Random) / RatioServicio;

END;
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END; {If-Then-Else}

IF (Trace) THEN

Echo

ELSE

Display _Graphics(Largo_Cola. Reloj)

END; {If-Then-Else}

UNTIL (Reloj = Duracion);

IF (Trace) THEN

BEGIN

Writeln; TextColor(15+Blink);

Writeln(’ Presione Enter para Seguir '};ReadLN;

Writeln;

END

ELSE

Write(’ Presione Enter para Seguir ’); ReadLN;

END; {Simulacion}
(***************************************************************)
Procedure Generar _Informe;

VAR

Media Num Ind Sistema, { Numero medio de individuos en el sistema }
Media_Long_Cola, { Longitud media de la cola }

Media Tiempo En Cola, { Tiempo medio en la cola }
Utilizacion, Probabilidad _Espera : real;

* *)

Procedure Analisis;

BEGIN

Utilizacion := (Duracion - TotalServicio) / Duracion;
Media_Long_Cola := TotalEspera / Duracion;
Media_Num_Ind_Sistema := Media_Long_Cola + Utilizacion;

Media_Tiempo_En_ Cola := TotalEspera / Total Ind_Llegan:
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Probabilidad Espera := Ind_Espera / Total Ind Llegan;
END; {Analisis}
* *)

Procedure Set_ Up_Report Screen;

BEGIN

Pantalla_ Conf;

{DrawBox(7,5,69.19,15.4):}

GoToXY(18.,5);

Write(’Canal Simple, Cola Simple’);

Window(10,8,70,20); TextBackGround(4);ClrScr;

END; {Set Up_ Report Screen}

* ¥)
BEGIN {Main Body Generate Report}

Analisis;

Set_Up_Report_ Screen;

GoToXY(1,2);

Writeln(’ Ratio Llegada: ’,RatioLlegada:7:2);

Writeln(® Ratio Servicio: ’,RatioServicio:7:2);

Writeln (" Duracién de la Simulacién,Horas: ’,Duracion:7);

Writeln(” Utilizacién del Servidor: 7,(100 * Utilizacion):7:2,” %);

(
(
Writeln(” Longitud media de la Cola: ".Media Long Cola:7:2);
Writeln(” Numero medio de Ind. en Sistema: ' Media_Num_Ind_Sistema:7:2);
Writeln(” Tiempo medio de Espera: > Media_Tiempo_ En_Cola:7:2);

Writeln(’ Probabilidad de Espera: ’,Probabilidad Espera:7:2);

Delay(1500);

Writeln; Writeln; Writeln;

Write(’ Otra vez [s/n] 7’);

Readln(OtraVez);

TextBackground(1);ClrSecr;

END; {Generar _Informe}
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(***************************************************************)

Procedure Salida_ Correcta;
BEGIN
Window(1,1,80,25); Text BackGround(0);ClrScr;

Writeln(’ Programa traducido y modificado por ’);
Writeln(” Carlos Rioja del Rio’);
Writeln(’ &’);

Writeln(’ Miguel Angel Falcén Muioz ’);

END; {Exit Gracefully}
e
BEGIN {SIMU Main}

REPEAT

BEGIN

ClrScr;

Randomize;

Inicializa_ Parametros;

Pantalla_ Conf;

Entrada_ Datos;

IF (Trace) THEN

BEGIN

{DrawBox2(20,7,60,17,15,4);}
GoToXY(33,7);Writeln(’ [ TRAZA | *);
GoToXY(25,17);Writeln(’[ Presione Cualquier Tecla para Seguir |);
Window(23,10,61,18); TextBackGround(4);ClrScr;
END

ELSE GraphColorMode;

Simulacion;

TextMode(co80);

Pantalla_ Conf;

Generar _Informe;
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END
UNTIL ((OtraVez = "N’} OR (OtraVez = 'n’));
Salida_ Correcta,

END. {SIMU Main}

9.8 Integracién Montecarlo

Consideremos el problema de calcular una integral unidimensional donde supon-
dremos que el integrando, g(z), es una funcién acotada:

0< g(x) < ¢ z€la,b]
Sea § el rectdngulo
Q={(z,y) e R®z € [a,b], y € [0,¢]} = [a,5] x [0, (]

y sea (X,Y) una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre {2 con funcién
de densidad:

1 .
_{ o ¥ (z,y) € D
fxv { 0 en otro caso

.Cuédl es la probabilidad P de que el vector aleatorio (x,y) caiga en el drea
situada por debajo de la curva g(z) ?

Denotemos por S = {(z,y)| y < g(z)}. Se observa que el drea bajo g(z) es igual
al drea de S, que a su vez coincide con el valor de la integral

b
I= [ g(x)dz.
Con ayuda de la figura, se puede deducir que:

P= area S __ f:g(z)dz _ I
T area Q2 T e(b—a) T~ c(b—a)

Por tanto

I=clb—a)P
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g &)
Q
c
* Fracaso
S
* Exito
X

a b

Método MC de éxito-fracaso.

Para estimar el valor de P generamos N puntos aleatorios independientes:

(xlvyl)v(IQayQ) """ (xvaN)

dentro del rectangulo Q.

La probabilidad P puede ser estimada por:
5_ N
P==k

siendo N}, el nimero de estos puntos que se verifica g(x;) > y; (es decir, que caen
dentro del drea que quiere calcularse). Por lo tanto un valor aproximado de I puede
obtenerse de la forma siguiente

I=c(b—a)P

Si el extremo del vector aleatorio “cae” en S se interpreta como un éxito, y si no
pertenece a S como un fracaso, de ahf el nombre del método.

Este método que presentamos aqui por su simplicidad, no suele ser muy eficiente,
existiendo diversos procedimientos alternativos que permite reducir los errores en las
estimaciones de la integral. De todos formas conviene tener en cuenta que el método
Montecarlo no es el mds indicado para el cdlculo de integrales unidimensionales,
siendo sin embargo de los més eficientes cuando el nimero de dimensiones es bastante
elevado.

9.9 Ejemplos de programas de simulacién

Describimos algunos programas de simulacién que han sido realizados por alumnos
de esta asignatura y que pueden servir para sugerir la realizacién de otros similares
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No. de eventos 100000 200000 500000 800000
Tiempo simulado 1239722 | 2486862 | 6245916 | 9982817
Media de aviones en el sistema | 1.4152 1.4127 1.4040 1.4044
Media de aviones en espera 0.0931 0.0917 0.0888 0.0889
Tiempo medio en el sistema 35.0896 | 35.1320 | 35.0767 | 35.0514
Tiempo medio de espera 2.3084 2.2800 2.2184 2.2195

Caso 2. En este caso se ha realizado una simulacién con llegadas y tiempo
de servicios exponenciales, para poder contrastar las salidas del programa con los
resultados obtenidos analiticamente. También aqui se constata la precisién de los
resultados obtenidos.

Nodo de llegada exp. (1)
G/G/3/7 | Nodos de servicio (1,2,3) exp. (0.1666)
Eventos | 200000 | 400000 | 800000 | Tedrico
L 6.0711 | 6.0693 | 6.0615 | 6.0631
Lq 3.0999 | 3.0982 | 3.0910 | 3.0920
W 12.3350 | 12.3175 | 12.2391 | 12.2444
Wq 6.2981 | 6.2877 | 6.2412 6.2442




Parte 11

EJERCICIOS






Ejercicios tema 1

Introduccion a la
optimizacion

1.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 1 Problema de dietas: FEn un centro de nutricion se estd buscando la
dieta de minimo coste con unos determinados requerimientos vitaminicos para un
grupo de ninos que van a asistir a campamentos de verano. El especialista estima que
la dieta debe contener entre 26 y 32 unidades de vitamina A, al menos 25 unidades
de vitamina B, al menos 30 de C y a lo sumo 14 de vitamina D.

La tabla nos da el nimero de unidades de las distintas vitaminas en seis alimentos
elegidos, ast como el coste por unidad de éstos.

Vitaminas

Coste por unidad
10
14
12
18
20
16

Alimento
1

—_N WO~ =
O~ == N =
[ SN Sl el K
— o~ oo~y

Sy N

Construir un modelo de programacion lineal para conocer la cantidad de cada
elemento que hay que preparar con los requerimientos propuestos para consequir un
coste minimo.

Paso 1
r1 = cantidad de alimento 1 z9 = cantidad de alimento 2

r3 = cantidad de alimento 3 x4 = cantidad de alimento 4
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rs = cantidad de alimento 5

Paso 2

Limitacién vitamina A

z¢ = cantidad de alimento 6

z; unidades de alimento 1 —— 1 x z; unidades de vitamina A
T, unidades de alimento 2 — 1 X x5 unidades de vitamina A
z3 unidades de alimento 3 —— 0 x z3 unidades de vitamina A
z4 unidades de alimento 4 — 3 X x4 unidades de vitamina A
z5 unidades de alimento 5 — 2 X x5 unidades de vitamina A
¢ unidades de alimento 6 —— 1 X zg unidades de vitamina A

Total unidades de vitamina A:

r1+ o + 3x4 + 225 + 6

1+ T2 + 3z4 + 225 + 6 > 26

Por lo tanto ha de ser: { 21 + Ty + 324 + 275 + 26 < 32

Limitacién vitamina B

7 unidades de alimento 1 — 1 x z; unidades de vitamina B
Iy unidades de alimento 2 — 2 X x5 unidades de vitamina B
z3 unidades de alimento 3 — 1 X z3 unidades de vitamina B
4 unidades de alimento 4 — 1 X x4 unidades de vitamina B
x5 unidades de alimento 5 —— 1 X x5 unidades de vitamina B
z¢ unidades de alimento 6 —— 0 x xg unidades de vitamina B

Total unidades de vitamina B:
Por lo tanto ha de ser:

Limitacién vitamina C

1+ 22+ T3+ T4+ 75
1+ 220 +x3+ T4 +T5 > 25

71 unidades de alimento 1 — 0 x z1 unidades de vitamina C
zo unidades de alimento 2 — 1 X z2 unidades de vitamina C
73 unidades de alimento 3 — 2 X x3 unidades de vitamina C
z4 unidades de alimento 4 —— 0 % x4 unidades de vitamina C
z5 unidades de alimento 5 — 2 x x5 unidades de vitamina C
z¢ unidades de alimento 6 — 2 x zg unidades de vitamina C

Total unidades de vitamina C:
Por lo tanto ha de ser:

Limitacién vitamina D

To + 223 + 225 + 276
To + 223 + 215 + 226 > 30

77 unidades de alimento 1 — 1 x x; unidades de vitamina C
zo unidades de alimento 2 —— 0 X zo unidades de vitamina C
z3 unidades de alimento 3 — 0 x z3 unidades de vitamina C
z4 unidades de alimento 4 —— 1 x z4 unidades de vitamina C
z5 unidades de alimento 5 — 0 X x5 unidades de vitamina C
zg unidades de alimento 6 —— 1 x rg unidades de vitamina C
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Total unidades de vitamina C: 1+ T4 + x6
Por lo tanto ha de ser: 1 +Tat+x6 <14
Paso 3

Las variables deben ser positivas
2120, 220>0, 320, 2420, 2520, 26 20.

Las variables no tienen que tomar valores enteros, luego no hay condiciones de
integridad. -

Paso 4

Coste total = coste de 1 * cantidad alimentol + coste de 2 * cantidad ali-
mento2 +coste de 3 * cantidad alimento3 +coste de 4 * cantidad alimento4
+coste de 5 * cantidad alimentod +coste de 6 * cantidad alimento6

Por lo tanto hay que minimizar la funcién
z = 10z + 14x9 + 1223 + 1824 + 2025 + 1626

En conclusion nuestro modelo seria:

min z = 10x1 + 1dxo + 1223 + 18x4 + 2025 + 16x4
s.a.: T+ xo + 324 + 225 + T > 26
. Ty + T9 + 3x4 + 225 + 26 < 32
T1+2z2+ T3+ 24+ 25 > 25
T9 + 2x3 + 225 + 216 > 30
1+ T4+ 26 <14
120, 22020, 23>0, 2420, z5>20, g =0

Ejercicio 2 Problema de destilacion de crudos: Una refineria produce gaso-
lina super y normal. Estas gasolinas difieren dnicamente en la cantidad que poseen
de dos aditivos A y B. Para cumplir las normas legales, la gasolina super ha de
contener por lo menos un 40% de A y como mucho un 60% de B. En cambio la
gasolina normal debe tener al menos un 85% de A y a lo sumo un 50 % de B. La
refineria adquiere crudo del Golfo Pérsico y de Méjico. El crudo del Golfo Pérsico
contiene una cantidad de 30% de A, 65% de B y el coste por barril es de 30 unidades
monetarias. El de Méjico tiene un 40% de A y un 50% de B con un coste por barril
de 85 unidades monetarias. Se sabe que la demanda semanal es de 600000 barriles
de gasolina super y 400000 de normal y que necesariamente hay que atender esa
demanda.

Construir un modelo lineal que nos indique cudntos barriles hay que adquirir de

cada tipo de crudo para que el precio sea lo mds econémico posible.

Paso 1
x1 = n° de barriles que se adquieren en el Golfo Pérsico

z9 = n° de barriles que se adquieren en Méjico
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Paso 2

Se necesitan:
x 600000 = 240000 tipo A
x 600000 = 360000 tipo B

88 x 400000 = 140000 tipo A
25 % 400000 = 200000 tipo B

Por lo tanto se necesita al menos una cantidad equivalente a 380000 barriles
de tipo A y una cantidad que no supere los 560000 barriles del tipo B.

al menos T
a lo sumo

88

600000 barriles de super: {
100

al menos i

400000 barriles de normal: {
a lo sumo

Restriccién del aditivo A

x1 barriles del Golfo Pérsico contiene %xl tipo A.
x5 barriles de Méjico contiene %1’2 tipo A.

Se debe cumplir que 13000:1:1 + IOOIQ > 380000.
Restriccion del aditivo B

x; barriles del Golfo Pérsico contiene 57 tipo B.

xo barriles de Méjico contiene %1’2 tipo B.
Se debe cumplir que  $zy + 2o < 560000.

Paso 3

El nimero de barriles es positivo. Si suponemos que sélo se pueden adquirir
barriles enteros hay que afadir restricciones de variable entera para ambas
variables.

Paso 4

Deseamos que el coste 30x; 4+ 3522 sea minimo, asi que el modelo resultante
seria

min 2= 3011 + 3519

S.4.: 1605011 + 4 1‘2 > 380000
o521 + 1001‘2 < 560000
1 >0, x9 > 0, enteras

Ejercicio 3 Problema de politica de produccion: Cada una de las tres esca-
vadoras Ty, To y T3 extrae un tipo distinto de mineral en una mina y son capaces
de proporcionar una extraccion mdzima diaria de E; = 200 toneladas, Eo» = 500
toneladas y E3 = 300 toneladas respectivamente.

La produccion dz’aria es almacenada en primer lugar en un local de una capacidad
mdzxima de 1800 m3 ; siendo los volimenes especificos respectivos de los tres minerales
de 9/5, 2y 11/5 % 2 Al dia siquiente los minerales se lavan. Por el lavadero fluye
respectivamente 80 90 y 100 toneladas por hora para los minerales extraidos por
las escavadoras Ty, T» y T3, siendo el trabajo diario del lavadero de 10 horas. Los
beneficios por tonelada de cada tipo de mineral son de 4, 5 y 6 unidades monetarias
respectivamente.
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Construir un modelo de programacidn lineal que nos determine el mejor reparto
de los minerales a extraer cada dia.

Resumimos los datos del problema:

peso (Tm.) | Volumen (7’:"%) Lavado (£2) | Beneficio(T'm)
Mineral 1 200 2 80 4
Mineral 2 500 2 90 9]
Mineral 3 300 as 100 6

Capacidad méxima del almacén: 1800 m3.

Tiempo méaximo de lavado 10 horas.

Paso 1
1 = cantidad de mineral 1,
x5 = cantidad de mineral 2,
r3 = cantidad de mineral 3.
Paso 2

Restricciones de extraccién diaria por excavadora:
T <200, T < 500, r3 < 300,
Limitacién de la capacidad de almacenamiento:
| %:cl + 210 + 1—51-1“3 < 1800

Limitacién del tiempo de lavado:

1 ti i Seg I Iz Z
El tiempo que emplea en lavar cada uno de los minerales es gk, 5%, 165-

Asf que ha de ser

I I €T
8% T 95+ 156 < 10

Paso 3

Las variables han de ser no negativas.

Paso 4
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max 2z = 4xq1 + 5xs + 6x3

El modelo del problema de P. L. es:

max z =4x, + 519 + 623
s.a. x; <200

r9 < 500

I3 S 300

221 + 222 + Haz < 1800
S+ ® -+ <10

33120, I2207 'ZSZO

Ejercicio 4 Problema de asignacion de recursos: Una empresa produce cuatro
tipos de productos denominados A, B, C y D. Las necesidades de materia prima, las
tasas de produccion (en piezas por hora), espacio para su almacenamiento y beneficio
vienen dadas en la tabla:

|A|B|C|D
Materia prima(p—i%) , 41 3|56
Tasas de produccion(8222) | 8 [ 12 |10 | 5
Espacio(pdiz;) 111571} 2
Beneficio por pieza 719|811

La cantidad de material disponible para los cuatro productos es de 800 kg, el espacio
de almacenamiento es de 1200 dm? y son 80 horas por dia el tiempo de produccion.

1. Formular un modelo de programacion lineal que haga mdzximo el beneficio.

2. Si la compafiia se siente satisfecha con que el beneficio esté por encima de
400 unidades monetarias, formular un modelo en el que se utilice la menor
cantidad de materia prima posible.

Parte 1
Paso 1

z1 = unidades del producto A, o = unidades del producto B

3 = unidades del producto C, x4 = unidades del producto D
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Paso 2
4xq + 39 + bx3 + 624 < 300
x1 + 1.5xs + 23 + 224 < 1200
8x1 + 1229 + 10z3 + 5z4 < 80
Paso 3
Las variables han de ser no negativas y enteras.
2120, 2020, 2320, 420
Paso 4

La funcién que hay que maximizar es el beneficio:
2="Try + 920 +8x3+ 11xy

El modelo resulta

max z2="Tx1 + 929 +8x3+ 1lxy
s.a. 4x1 + 3x9 + 53 + 624 < 300
x1 + 1.519 + x3 + 224 < 1200
8x1 + 12z + 103 + 524 < 80
1 >0, 22020, z3 >0 y enteras

Parte 2

min z =4x, + 3z2 + 5x3 + 64
s.a. T7z1 + 9z + 8x3 + 11x4 > 400
r1 + 1.5x9 + 23 + 224 < 1200
8x1 + 12z + 10x3 + 524 < 80
1 >0, 22> 0, z3 >0 y enteras

Ejercicio 5 Problema del corte dptimo: Una fébrica produce bobinas de papel
de 500 metros de longitud y 1 metro de ancho. Se ha estimado que la demanda para
el mes prézximo es de:

500 bobinas de 20 cm de ancho
400 bobinas de 40 ¢m de ancho
250 bobinas de 40 cm de ancho
300 bobinas de 70 cm de ancho

Todas las bobinas son de 500 metros y el fabricante debe cortar las bobinas de 1
metro de acuerdo con el ancho de las peticiones.

Construir un modelo lineal que determine el corte dptimo de manera que el
naimero de bobinas que fabrique (de 1 metro) sea minimo.
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Paso 1

La siguiente tabla indica las distintas formas en que se pueden cortar las bobinas
de un metro de acuerdo con las distintas medidas de la demanda. No se consideran
los cortes que estén mejorados por los dados en la tabla. Las variables representan

EJERCICIOS TEMA 1. INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION

el nimero de bobinas que se han de cortar con el corte propuesto:

Paso 2

z; | 20cm | 30 cm | 40 cm | 70 cm | cm sobrantes
I 5 - - - -
To 3 1 - - 10
I3 3 - 1 - -
T4 2 2 - - -
Iy 1 - 2 - -
g 1 - - 1 10
7 - 3 - - 10
xrs - 2 1 - -
Tg - 1 - 1 -
T10 1 1 1 - -

Bobinas de 20 cm:
Bobinas de 30 cm:
Bobinas de 40 cm:
Bobinas de 70 cm:

Paso 3

521 + 3x2 + 3w3 + 224 + T5 + T6 + T10 = 500
To + 2x4 + 327 4 218 + T9 + 10 > 400

x3 + 25 + xg + T19 > 250

T + Tg > 300

Variables enteras y no negativas.

Paso 4

Minimizar el nimero de bobinas:

Z2=T1 +Xog+T3+ Ty +Ts5+ Tg+ T7+ g+ Tg+ T10-

El modelo a resolver seria:

min

Z2=X1+ T2 +T3+Tyg+ x5+ x6 +T7+ 28+ Tg + X10

S.a. 511 + 3xo0 + 323 + 224 + 25 + x5 + 210 = 500

To + 224 + 3x7 + 228 + T9 + 210 > 400

x3 + 25 + x5 + x10 > 250
Tg + xg9 > 300
Vi, =; > 0, xz; enteras
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Ejercicio 6 Problema de planificacion de mano de obra: En una fdbrica en
la que se trabaja las 24 horas del dia hay seis turnos de trabajo que comienzan cada
4 horas, inicidndose el primero a las 6:00 h. de la mafiana con unae duracion de
8 horas cada uno. Por los productos que se elaboran y el tipo de mdguina que se
utiliza, se mecesita para cada turno un numero diferente de trabajadores, que viene
recogido en la tabla:

Turno | Horas | Trabajadores necesarios
1 06 — 10 90
2 10—-14 210
3 14— 18 220
4 18 — 22 160
5 22 -02 110
6 02 —06 30

Construir un modelo lineal que permita planificar la distribucion de trabajadores de
manera que su numero sea minimo.

71 = n° de trabajadores del turno 1  xz2 = n° de trabajadores del turno 2

r3 = n° de trabajadores del turno 3 x4 = n° de trabajadores del turno 4

rs = n°de trabajadores del turno 5 ¢ = n° de trabajadores del turno 6

El modelo seria:

min z=x1+x3+x3+x4+25+ 76
s.a. r1 + 26 > 90

r1+ 29 > 210

T + x3 > 220

r3 + x4 > 160

T4+ x5 > 110

x5 + x6 > H0

Vi, x; > 0, x; entera

Ejercicio 7 Resolver grificamente

max

4$1+1‘2
s.a: xT1+x93>6
221 +x2 <20
x1,w2 >0
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Figura 1.2: La regién factible estd representada en trazo mds grueso.

Determinar la solucién si se restringen las variables x1 y x2 a que tomen inica-
mente valores enteros.

Si representamos la regién factible de este programa lineal, ver la figura 1.2 de
la pdgina 273, obtenemos que la regién factible queda reducida al segmento lineal
cerrado que une los puntos A (0, %) y B (2.8,0.38).

El valor del 6ptimo es z = x1 + 2z = 2.8 + 2 x 0.8 = 4.4, si no tuviese la
restriccion de integridad, como puede verse en la figura 1.2 de la pdgina 273.

Como esta solucién no es entera, debemos calcular los valores enteros de la regién
factible. En este caso el dnico valor entero de la regién factible es (1,2), pues el punto
(2,1) no cumple la restriccién 2x1 + 325 = 8, y por tanto no pertenece a la regién
factible.

Por tanto, si tenemos en cuenta que las variables deben ser enteras, la tinica
solucién entera sobre la regién factible es (1, 2) con un valor del objetivo z =
T1+2r9=142x2=5.

Ejercicio 9 Resolver grdficamente

min z= —4x, + 22
s.a: 2x1+x2>6
.7,‘1—31'2§15
—x1 +4x9 > 8

x1,x2 20
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Ejercicio 12 Una fdbrica produce aceite y vinagre. Tiene tres empleados y cada
uno de ellos trabaja 200 horas mensuales. Cada litro de aceite requiere 8 minutos
de trabajo, y el de vinagre 4 minutos. Ademds se ha decidido que no se fabricardn
mds de 2400 litros de aceite ni mds de 6400 litros de vinagre cada mes, pues de esta
forma se venderd toda la produccion. Cada litro de aceite reporta una ganancia de
100 u.m. y cada litro de vinagre de 50 u.m. Se pide:

a) Plantear el problema de P.L. gue sirva para saber cudntos litros de aceite y
vinagre se deben fabricar para obtener una ganancia mensual méxima.

b) Resolver este problema usando un procedimiento geométrico.

¢) s Cudles son las soluciones bdsicas factibles?

a) Si llamamos las variables de decisién del problema:
X = litros de aceite Y = litros de vinagre

Entonces el programa lineal asociado al problema inicial es:

max z = 100X + 50Y
sa : X <2400
Y <6400

3X + 4Y < 36000
X>0,Y>0; X,Y enteras

b) Si lo resolvemos usando el método geométrico tendremos la figura 1.6 de la pagina
278.

La region factible puede verse en la figura 1.6 de la pagina 278.

Dicha regién estd limitada por los puntos A(0,0), B(2400,0), C(2400,6400) y
D(0, 6400).

El mejor valor se alcanza en el punto C(2400,6400) con un valor de la funcién
objetivo:

z =100 x 2400 + 50 x 6400 = 560000 unidades monetarias.

3) Las soluciones basicas factibles son los vértices de la regién factible:

(0,0) (0,6400) (2400,0) y (2400,6400).
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Una papeleria situada cerca de un centro escolar vende alrededor de 150 cuader-
nos a la semana, de dos tipos diferentes: G (grande) y P (pequefio). El
cuaderno del tipo G le cuesta 0.5 euros y lo vende a 0.6 euros, y el del tipo
P le cuesta 0.42 euros y lo vende a 0.48 euros. El duefio no quiere invertir
en cuadernos méds de 66.5 euros a la semana ni que el nimero de cuadernos
que se compran supere las 150 unidades. ;Cudntos cuadernos de cada tipo le
conviene comprar para que la ganancia sea méxima?

Un automévil debe recorrer un trayecto de 100 km. en menos de 45 minutos.
Puede circular a 80 km/h 0 a 140 km/h. Sabiendo que gasta 6 litros de gasolina
cada 100 km cuando va a 80 km/h y 7 litros cuando va a 140 km/h, hallar el
tiempo que debe circular a 80 km/h para que el gasto de gasolina sea minimo.
Calcular dicho gasto.

En un laboratorio existen dos contadores de bacterias disponibles. El contador
A puede ser manejado por un alumno que gana dos délares por hora, y es
capaz de verificar 6 muestras en una hora. El contador B, mas répido pero
mds complicado, sélo puede ser manejado por una persona bien preparada que
gana 5 délares por hora, y verifica 10 muestras en una hora. Tenemos 1000
muestras para verificar dentro de un periodo de tiempo que no exceda de 80
horas. ;Cudnto tiempo debe ser empleado cada contador para llevar a cabo la
tarea con un coste minimo, y cudl es dicho coste?

Tres artesanos construyen dos modelos A y B de un barco en miniatura. Los
barcos del modelo A requieren dos horas de trabajo del primer artesano y
cuatro del segundo y los del modelo B dos horas de trabajo del primer artesano
y dos del tercero. El mimero de horas semanales que puede trabajar cada uno
es de 20, 20 y 16 respectivamente. Considerando que el coste de los materiales
es practicamente el mismo para los dos modelos y que el A se vende a 360 euros
cada uno y el B a 240 euros, determinar el nimero de barcos de cada clase
que deben construir semanalmente para que el beneficio sea méximo. ;Cémo
se repartirdn los beneficios si valoran por igual la hora de trabajo y el coste de
los materiales es de 60 euros por unidad?

D. José decide emplear hasta un maximo de 18000 euros en la adquisicién de
acciones de dos empresas X e Y. El precio de las acciones es en ambos casos
de 6 euros. Ambas empresas dedican sus actividades a los sectores seguros,
inmobiliario e industrial segin los siguientes porcentajes:

Empresa | Seguros | Inmobiliario | Industrial
X 35 % 45 % 20 %
Y 30 % 25 % 45 %

D. José no quiere invertir mds del 40 % de su capital en el sector industrial
ni mas del 35 % en el sector inmobiliario. ;Cudntas acciones debe adquirir de
cada sociedad si la empresa X prevé arrojar un dividiendo de 0.72 euros por
accién y la empresa Y de 0.6 euros por accién?

En una encuesta realizada por una televisién local se ha detectado que un
programa con veinte minutos de variedades y un minuto de publicidad capta
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

30.000 espectadores mientras que otro programa con 10 minutos de variedades
y 1 minuto de publicidad capta 10.000 espectadores. Para un determinado
periodo la direccién de la red decide dedicar 80 minutos de variedades y los
anunciantes 6 minutos de publicidad. ;Cuédntas veces deberd aparecer cada
programa con objeto de captar el maximo nimero de espectadores?

Desde dos fabricas de ladrillos A y B, cuya produccién mensual es de 10 v 9
millones de unidades respectivamente, deben distribuirse a tres puntos de venta
P, Q v R cuyas necesidades mensuales son, respectivamente 7, 6 y 6 millones
de unidades. El coste del transporte por millar de ladrillos viene especificado
en el cuadro siguiente:

P Q R
A | 100 | 200 | 100
B | 200 | 100 | 300

Programar el transporte para que el coste sea minimo.

Una refinerfa de petréleo destila dos tipos de crudo: uno procedente de Arabia
y el otro de Venezuela, cuyos precios son de 24 y 20 ddlares el barril respec-
tivamente. De cada uno de los dos crudos se obtiene tres productos: gasolina
super, gasolina normal y gas-oil. Del crudo procedente de Arabia se obtiene:
40% de super, 21% de normal y 24 % de gasoil, desaprovechdndose el resto.
Del crudo procedente de Venezuela se obtiene: 30 % de super, 42% de normal
y 18 % de gasoil, desaprovechandose el resto. Sabiendo que se tienen que sumi-
nistrar 555.000 barriles de super, 420.000 de normal y 300.000 de gas-oil. ;Qué
cantidad de crudo de ambos tipos hemos de comprar para hacer el suministro
con la minima inversién posible?

Formular un problema de programacién lineal de dos variables, que se resuelva
a partir del siguiente conjunto de inecuaciones:

220, y20,z>y, z+y <10

siendo F(z,y) = 3245y la funcién a optimizar (méximo). Resolver el problema
una vez formulado.

Representar el conjunto de puntos que satisfacen simultdneamente las tres
siguientes inecuaciones:

Describir mediante un sistema. de desigualdades la regi6n interior del poligono
convexo con vértices en los puntos: 0(0,0) , A(0,4), B(4,0), C(3,3).

Escribe inecuaciones que definan una regién plana cerrada de modo que los
puntos (1,0) y (0,1) pertenezcan a dicha regién, y que los puntos (0,0) y (2,2)
no pertenezcan. Haz una representacion grafica de la regién que elijas.
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Escribe un conjunto de inecuaciones que tengan como solucién comin el in-
terior de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 1 y 2 respectivamente
y se apoyan en los ejes coordenados X e Y. (Puedes elegir cualquiera de las
posibles colocaciones).

Dada la regién del plano definida por las inecuaciones: r+y—12>0;0<x < 3;
0 <y < 2. ;Para qué valores de la regién es méaxima la funcién Z = bx + 2y?

Maximizar la funcién F(z,y) = 3z + 2y en el dominio y + 2 > 0; 3y —r < 1;
2>x2>20;y>0.
Considera la region del primer cuadrante determinada por las inecuaciones:
r+y<8irx+y>4;x+2y>6; z>20; y>0.
a) Dibujar la region del plano que definen, y calcular sus vértices.
b) Hallar el punto de esa regién en el que la funcion F(x,y) = 3r + 2y alcanza
el valor minimo y calcular dicho valor.
a) Representar graficamente el conjunto de puntos que satisfacen las siguientes
inecuaciones lineales:
r+2y<10;z+y>2;2<8;x>0;y>0
b) Hallar el maximo y el minimo de F(x,y) = x — 3y, sujeto a las restricciones
representadas por las inecuaciones del apartado anterior.
Hallar los valores maximo y minimo de la funcién F(z,y) = x+2y—2, sometida
a las restricciones:
z+y—-220;z2-y+220;2<3;y=>2Ly<3

Resolver graficamente el siguiente problema de programacion lineal:

Maximizar Z =0.75x+y

Sujetoa: x+3y<15
5r +y <20
3r+4y <24
x>0;y20.

; Es tinica la solucién?

Sea el recinto poligonal convexo definido por el sistema de inecuaciones:
r—4dy>-—4:x+2y—4<0;2>0;y>0.

a) Dibujarlo y hallar sus vértices.

b) Razonar si es posible maximizar en él la funcion F(z,y) = x + 2y.

c¢) En caso afirmativo, calcular el valor éptimo correspondiente y puntos dénde

se alcanza.

Un estudiante dedica parte de su tiempo al reparto de propaganda publicitaria.
La empresa A le paga 5 unidades monetarias por cada impreso repartido y
la empresa B, con folletos mds grandes, le paga 7 unidades monetarias por
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

impreso. El estudiante lleva dos bolsas: una para los impresos A, en la que
caben 120, vy otra para los impresos B, en la que caben 100. Ha calculado que
cada dia es capaz de repartir 150 impresos como maximo. Lo que se pregunta
el estudiante es: ;Cudntos impresos habra de repartir de cada clase para que
su beneficio diario sea mdximo?

En una fabrica de bombillas se producen dos tipos de ellas, las de tipo normal
valen 3 euros y las halégenas 5 euros. La produccién estd limitada por el hecho
de que no pueden fabricarse al dia mas de 400 normales y 300 halégenas ni
maés de 500 en total. Si se vende toda la produccién, ;cudntas de cada clase
convendrd producir para obtener la mdxima facturacién?

Una compafiia aérea tiene dos aviones A y B para cubrir un determinado
trayecto. El avion A debe hacer al menos el mismo nimero de veces el trayecto
que el avién B pero no puede sobrepasar 120 viajes. Entre los dos aviones deben
hacer al menos 60 vuelos y a lo sumo 200. En cada vuelo A consume 900 litros
de combustible y B 700 litros. En cada viaje del avién A la empresa gana
1800 euros y 1200 euros por cada viaje del B. ;Cudntos viajes debe hacer cada
avién para obtener el méximo de ganancias? ;Cudntos vuelos debe hacer cada
avion para que el consumo de combustible sea minimo?

Una fébrica de carrocerfas de automoviles y camiones tiene dos naves. En la
nave A, para hacer la carrocerfa de un camién, se invierten 7 dfas-operario,
para fabricar la de un coche se precisan 2 dfas-operario. En la nave B se
invierten tres dias operario tanto en carrocerias de camién como de coche.
Por limitaciones de mano de obra y maquinaria, la nave A dispone de 300 dfas
operario, y la nave B de 270 dias-operario. Si los beneficios que se obtienen por
cada camién son de 36000 euros y por cada automévil 12000 euros, jcudntas
unidades de cada uno se deben producir para maximizar las ganancias?

Un pastelero tiene 150 kg de harina, 22 kg de azticar y 27’5 kg de mantequilla
para hacer dos tipos de pasteles P y Q. Para hacer una docena de pasteles
de tipo P necesita 3 kg de harina, 1 kg de aziicar y 1 de mantequilla y para
hacer una docena de tipo Q necesita 6 kg de harina, 0’5 kg de azicar y 1 kg
de mantequilla. El beneficio que obtiene por una docena de tipo P es 20 y por
una docena de tipo Q es 30. Halla, utilizando las técnicas de programacién
lineal, el nimero de docenas que tiene que hacer de cada clase para que el
beneficio sea médximo.

Una empresa fabrica dos tipos de rotuladores, de la clase A a 1.2 euros la
unidad y de la clase B a 0.9 euros. En la produccién diaria se sabe que el
numero de rotuladores de la clase B no supera en 1000 unidades a los de la
A: ademds, entre las dos clases no superan las 3000 unidades y la de la clase
B no bajan de 1000 unidades por dia. Hallar el costo maximo y minimo de la
produccién diaria.

Una compaiifa fabrica dos modelos de sombrero: Cordobés y Charro. La fabri-
cacion de los sombreros se realiza en las secciones de moldeado, pintura y mon-
taje. La fabricacién de cada modelo Cordobés requiere 2 horas de moldeado,
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3 de pintura y una de montaje. La fabricacién del modelo Charro requiere 3
horas de moldeado, 2 de pintura y una de montaje. Las secciones de moldeado
y pintura disponen, cada una, de un méximo de 1.500 horas cada mes, y la
de montaje de 600. Si el modelo Cordobés se vende a 60 euros y el modelo
Charro a 72 euros, jqué cantidad de sombreros de cada tipo ha de fabricar
para maximizar el beneficio mensual?

Cada mes una gran empresa puede gastar, como méximo, 1 millén de euros en
salarios y 1.8 millones de euros en energfa (electricidad y gasoil). La empresa
s6lo elabora dos tipos de productos A y B. Por cada unidad de A que elabora
gana 80 euros y 50 euros por cada unidad de B. El coste salarial y energético
que acarrea la elaboracién de una unidad del producto A y una del B aparece
en la siguiente tabla:

A B
Coste salarial 200 | 100
Coste energético | 100 | 300

Se desea determinar cudntas unidades de cada uno de los productos A y B
debe producir la empresa para que el beneficio mensual sea méximo.;Cudl es
el méximo beneficio mensual?

Una industria vinicola produce vino y vinagre. FEl doble de la produccién
de vino es siempre menor o igual que la produccién de vinagre més cuatro
unidades. Por otra parte, el triple de la produccién de vinagre sumado con
cuatro veces la produccién de vino se mantiene siempre menor o igual a 18
unidades. Halla el nimero de camiones cisterna de cada producto que se
deben producir mensualmente para alcanzar un beneficio maximo, sabiendo
que cada camién cisterna de vino deja un beneficio mensual de 800 euros y
cada camién cisterna de vinagre deja un beneficio mensual de 200 euros.

Un hipermercado necesita como minimo 16 cajas de langostino, 5 cajas de
nécoras y 20 de percebes. Dos mayoristas, A y B, se ofrecen al hipermercado
para satisfacer sus necesidades, pero sélo venden dicho marisco en contenedores
completos. El mayorista A envia en cada contenedor 8 cajas de langostinos,
1 de nécoras y 2 de percebes. Por su parte, B envia en cada contenedor 2,
1y 7 cajas respectivamente. Cada contenedor que suministra A cuesta 1262
euros, mientras que los del mayorista B cuestan 1800 euros cada uno. ;Cudntos
contenedores debe pedir el hipermercado a cada mayorista para satisfacer sus
necesidades minimas con el menor coste posible?

Imaginemos que las necesidades semanales minimas de una persona en pro-
tefnas, hidratos de carbono y grasas son 8, 12, 9 unidades respectivamente.
Supongamos que debemos obtener un preparado con esa composicién minima
mezclando los productos A y B cuyos contenidos por kilogramo son los que se
indican en la siguiente tabla:
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Protefnas | Hidratos | Grasas | Coste(kg)
Producto A | 2 6 1 6 euros
Producto B | 1 1 3 4 euros

. Cudntos kilogramos de cada producto deberdn comprarse semanalmente para
que el costo de preparar la dieta sea minimo?

Podemos comprar paquetes de abono A o B. Cada paquete contiene las unidades
de potasio (K), fésforo (P) y nitrégeno (N) indicadas en la tabla, donde se da
el precio del paquete.

Marca | K | P | N | Precio
A 4 |6 1|15
B 1 106 |24

JEn qué proporcién hay que mezclar ambos tipos de abono para obtener al
minimo precio un abono que contenga 4 unidades de K, 23 de P y 6 de N?

Dos mataderos, P y Q, se encargan de suministrar la carne consumida sema-
nalmente en tres ciudades, R, Sy T: 20, 22 y 14 toneladas, respectivamente. El
matadero P produce cada semana 26 toneladas de carne, y el Q, 30. Si sabemos
que los costes de transporte, por tonelada de carne, desde cada matadero a
cada ciudad, son los reflejados en la siguiente tabla:

RS
P|l1]|3]1
Ql2 |11

Plantear el problema de programacién lineal que resuelve la distribucién de
transporte con un coste minimo.

Desde dos almacenes A vy B, se tiene que distribuir fruta a tres mercados de
la ciudad. El almacén A dispone de 10 toneladas de fruta diarias y el B de
15 toneladas, que se reparten en su totalidad. Los dos primeros mercados
necesitan, diariamente, 8 toneladas de fruta, mientras que el tercero necesita 9
toneladas diarias. Fl coste del transporte desde cada almacén a cada mercado
viene dado por el siguiente cuadro:

Almacén | Mercado 1 | Mercado 2 | Mercado 3
A 10 15 20
B 15 10 10

Planificar el transporte para que el coste sea minimo.



286

42.

43.

44.

45.

46.

47.

EJERCICIOS TEMA 1. INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION

Se va a organizar una planta de un taller de automdéviles donde van a trabajar
electricistas y mecénicos; por necesidades de mercado, es necesario que haya
mayor o igual mimero de mecénicos que de electricistas y que el nimero de
mecdnicos no supere al doble que el de electricistas. En total hay disponibles
20 electricistas y 30 mecanicos. El beneficio de la empresa al ano es 25000
euros por electricista y 20000 euros por mecénico. ;Cudntos trabajadores de
cada clase deben elegirse para obtener el maximo beneficio?

Una empresa fabrica dos tipos de colonia: A y B. La primera contiene un
15% de extracto de jazmin, un 20% de alcohol y el resto es agua y la segunda
lleva un 30% de extracto de jazmin, un 15% de alcohol y el resto es agua.
Diariamente se dispone de 60 litros de extracto de jazmin y de 50 litros de
alcohol. Cada dfa se pueden producir como méximo 150 litros de la colonia B.
El precio de venta por litro de la colonia A es de 3 euros y el de la colonia B
es 12 euros. Hallar los litros de cada tipo que deben producirse diariamente
para que el beneficio sea maximo.

Los 400 alumnos de un colegio van a ir de excursién. Para ello se contrata
el viaje a una empresa que dispone de 8 autobuses con 40 plazas y 10 con 50
plazas, pero sélo de 9 conductores para ese dfa. Dada la diferente capacidad y
calidad, el alquiler de cada autobus de los grandes cuesta 48 euros y el de cada
uno de los pequenos 36 euros. ;Cudntos autobuses de cada clase convendrd
alquilar para que el viaje resulte lo méds econémico posible?

A una persona que quiere adelgazar se le ofrecen dos productos A y B para
que tome una mezcla de ambos con las siguientes recomendaciones: No debe
tomar més de 150 g de la mezcla ni menos de 50 g. La cantidad de A debe ser
igual o superior a la de B. No debe incluir méds de 100 g de A. Si 100g de A
contiene 30 mg de vitaminas y 450 calorias y 100 g de B contienen 20 mg de
vitaminas y 150 calorias:

a}) ;Cudntos gramos de cada producto debe mezclar para obtener el preparado
que sea mas rico en vitaminas?

b) ;Y el més pobre en calorias?

Se desea obtener tres elementos quimicos a partir de las sustancias A y B. Un
kilo de A contiene 8 gramos del primer elemento, 1 gramo del segundo y 2 del
tercero; un kilo de B tiene 4 gramos del primer elemento, 1 gramo del segundo
y 2 del tercero. Si se desea obtener al menos 16 gramos del primer elemento y
las cantidades del segundo y del tercero han de ser como mucho 5 y 20 gramos
respectivamente y la cantidad de A es como mucho el doble que la de B, calcule
los kilos de A y los de B que han de tomarse para que el coste sea minimo
si un kilo de A vale 1.2 euros y uno de B 6 euros. ;Puede eliminarse alguna
restriccion?

Los precios de venta de dos productos A y B estdn en la misma relacién que
7 v 6. La produccién de estos estd definida por las siguientes condiciones: La
produccién de A es mayor o igual que la mitad de B y menor o igual que el
doble de B. La produccién total es tal que si sélo se produce A, se producen 10
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48.

49.

kg, v si sélo se produce B, se producen 15 kg. Y si se producen conjuntamente,
la produccién méxima se encuentra en la recta que une los puntos anteriores.
Dar la funcién objetivo de la venta de ambos productos. Expresar mediante
inecuaciones el recinto definido. Determinar los kilos que se han de producir
de cada producto para obtener el maximo beneficio.

Un carpintero tiene que construir mesas rectangulares cuyas dimensiones no
sobrepasen 2 metros y tales que la suma de su dimensién mayor y el doble de
la menor no sobrepase 4 metros. ;Cudl es el médximo valor del perimetro de
dichas mesas?

Una compaififa de petréleos produce en sus refinerfas gaséleo (G), gasolina
normal (N) y gasolina stper (S) a partir de dos tipos diferentes de crudos C;
y C3. Las refinerias estdn dotadas de dos tipos de tecnologias, la tecnologfa
nueva, utiliza por cada sesién de destilacién 7 unidades de C; y 12 de Cy para
producir 8 unidades de G, 6 de N y 5 de S, mientras que con la tecnologfa
antigua se obtienen en cada destilacién 10 unidades de G, 7 de N y 4 de S con
un gasto de 10 unidades de C; y 8 de C5 (en ambos casos se admiten valores
fraccionarios en la produccién).

Segun estudios de mercado, la compafiia estima que debe producir al menos
900 unidades de G, 300 de N y entre 800 y 1700 de S. La disponibilidad de
crudo C es de 1400 unidades y la de Cy de 2000 unidades. Los beneficios
por unidad producida de G, N y S son respectivamente de 4, 6 y 7 unidades
monetarias.

Construir el modelo de programacién lineal para determinar cémo utilizar
ambos procesos de destilacién y el crudo disponible, para que el beneficio sea
lo mayor posible.

1.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

. Solucion:

Si denominamos x;; = nimero de unidades transportadas de la Planta ¢ al
Almacén j. Entonces el modelo de programacién lineal queda:

Min 2z =Tz + 5212 + 8x13 + 691 + 629 + 9203
s.a. T11 + Z12 + 213 = 200
To1 + T9o + T3 = 300
11 + 791 = 125
Z12 + o2 = 200
T13 + x93 = 175
z;; variables enteras y positivas
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Solucién:
El sistema de inecuaciones es el siguiente:
r+y>1
4r -3y <4
—3r+4y <4
Solucién:
El sistema de inecuaciones nos proporciona la region triangular delimitada por
los vértices A(0,2) , B(2,0) y C(-10,-3).
Solucién:
El valor que proporciona el maximo 23 = 400, 0 sea, es un problema no
acotado, y el valor para el minimo 20 =4 cuandoz =0, y=4.
Solucién:
La decisién mds conveniente serfa la siguiente:
Hasta los 150 km. conviene la Agencia 2.
Desde los 150 km. hasta los 180 km. conviene la Agencia 1.

A partir de los 180 k. conviene la Agencia 3.

Solucion:

La solucién éptima del problema consiste en contratar 4 aviones del tipo A y
8 aviones de tipo B. Asi el gasto total del transporte asciende a 144000 euros.

. Solucién:

El nmimero maximo de insectos adultos es de 56. Y el ntimero de larvas es de
111.

. Solucién:

Debe comprar 133 cuadernos grandes y ninguno pequerfio, siendo la ganancia
méaxima de 13.3 euros.

Solucioén:

La solucién es ir a 80 km/h durante 5 minutos (0.833333 h.), y a 140 km/h
durante 40 minutos (0.6666667 h.)

Solucion:

Este problema no tiene solucién factible.

Solucidén:

La solucién es hacer 5 barcos del modelo A y 5 barcos del modelo B, y se
obtendréan 3000 euros por la venta de los barcos. Si se descuenta el coste
de los materiales que es de 60 euros por unidad, tendremos el beneficio neto:
3000 — 10 x 60 = 2400 euros. El artesano A tendrd que trabajar 20 horas para
completar el trabajo, el artesano B debe dedicar otras 20 horas, y el artesano
C dedicard 10 horas. Si se obtienen 2400 euros de beneficio neto, entre el total
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de horas de todos los artesanos que son 50 horas, tenemos que los beneficios
por hora son de 2400/50 = 48 euros por hora. Y por tanto cada artesano
obtiene los siguientes beneficios:

Artesano 1 48 x 20 = 960 euros.
Artesano 2 48 x 20 = 960 euros.
Artesano 3 48 x 10 = 480 euros.

12. Solucioén:

Debe adquirir 1500 acciones de cada empresa.

13. Solucién:
La solucién para maximizar el mimero de espectadores es emitir 2 veces el
primer programa y 4 veces el segundo programa.
14. Solucidn:
Si denominados: »
z1 mimero de ladrillos que se transportan de A a P,
x5 nimero de ladrillos que se transportan de A a Q,
x3 mimero de ladrillos que se transportan de A a R,
x4 niimero de ladrillos que se transportan de B a P,
x5 mimero de ladrillos que se transportan de B a Q,
zg nimero de ladrillos que se transportan de B a R.
El problema de transporte queda como sigue:

Min z=0.1z71 +0.229 + 0.1z3 + 0.224 + 0.1z5 + 0.37¢
s.a. 1+ Ty + 23 = 10 x 108
T4+ 5+ 26 =9 x 108
T+ x4 =TX 108
To+ 25 =6 X 106
x3 + xg = 6 x 10°
x; variables enteras y positivas

15. Solucién:

Para minimizar la inversién, debemos comprar 1 millén de barriles de crudo
procedente de Arabia y medio millén de barriles de crudo procedente de
Venezuela.

16. Solucién:
La solucién 6ptima del problema de programacién lineal es z =5, y = 5,
con F(5,5) =40.

17. Solucién:

El conjunto de puntos que satisfacen las inecuaciones es:
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x>=2 x<2

Solucidn:
El sistema de desigualdades es el siguiente:
3r+y <12
z+3y <12
r, y=0
Solucién:

El sistema de desigualdades y la region correspondiente son los siguientes:

2
z+y>1
r+3y <3
r. y>0 1.
Solucién:

Hay dos posibles colocaciones que dan lugar a los sistemas de inecuaciones
siguientes:

2r+y <2 r+2y <2
r, y=>0 z, y>0
Solucion:

El maximo de la funcién se alcanzasi x =3, y=2, con Z =19,

Solucién:
El maximo de la funcién se alcanzasi =2, y=1, con F(2,1) =8.
\
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. Solucion:

(a) Los veértices de la regién factible son (0,4), (2,2), (6,0), (8,0) y (0, 8).
(b) La funcién F alcanza el minimo en el punto (0,4) y F(0,4) = 8.

Solucién:

(a) Los vértices de la regién factible son (0,2), (2,0), (8,0), (8,1) y (0, 5).
(b) La funcién F' alcanza el minimo en el punto (0,5) y F(0,5) = —15.
La funciéon F alcanza el maximo en el punto (8,0) v F(8,0) = 8.

Solucién:

El méximo de la funcién se alcanzasi =3, y=3, con F(3,3)=T.
1

El minimo de la funcién se alcanzasi z =1, y=1, con F(1,1)

Solucién:

El maximo de la funcién se alcanza si = = 1?2, y= 25—1, con F(%, 2?1) =6.

La solucién no es unica, pues todos los puntos del segmento lineal cerrado de

vértices C'(X2,2L)  pD(28 89 gon soluciones 6ptimas.
55 /9 1Y

170 17

Solucioén:

(a) Los vértices de la region factible son A(0,0), B(4,0), C(% %) y D(0,1).
y

(b) La funcién F alcanza el mdximo en los puntos (4, 0)
de la funcién objetivo F(4,0) = F(3,3) = 4.
(¢) La solucién no es tinica, pues todos los puntos del segmento lineal cerrado
de vértices B(4,0), C(3.3) son soluciones éptimas.
Solucién:

Tendra que repartir 50 impresos de la empresa A y 100 de la empresa B para
obtener el maximo beneficio de 950 unidades monetarias.

Solucién:

Se deberdan producir 200 bombillas normales y 300 bombillas halégenas para
obtener la médxima facturacion.

Solucién:

Para maximizar las ganancias de la compaifiia se deben realizar el avién A. 120
viajes y el avién B, 80 viajes con un beneficio de 312000 euros. Y para que el
consumo de combustible sea minimo deben hacerse tanto el avién tipo A como
el tipo B, 30 viajes con un consumo de 48000 litros de combustible.

Solucion:

Para obtener el maximo beneficio debemos producir 24 carrocerias de camiones
y 66 de coches, con unas ganancias de

z = 36000 x 24 4+ 12000 x 66 = 1656 000 euros.
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. Solucién: _

Para que el pastelero obtenga el mdximo beneficio debe hacer un total de 5
docenas de dulces tipo P y 23 docenas de dulces tipo Q.

Solucién:

El costo minimo se produce cuando se produce cuando sélo se fabrican 1000
rotuladores de la clase B, al que corresponde un costo de 900 euros. El costo
maéximo se produce cuando se fabrican 2000 rotuladores de la clase A y 1000
de la clase B con un costo total de 3300 euros.

Solucién:

Para que el beneficio mensual sea méximo habrd que fabricar 300 sombreros
de cada tipo.

Solucién:

Para que la empresa obtenga el maximo beneficio deberd producir 2400 uni-
dades del producto A y 5200 del producto B, obteniendo un beneficio mensual
de 452000 euros.

Solucién:

Se deben producir 3 camiones cisterna de vino y 2 camiones cisterna de vinagre
para que el beneficio sea maximo. Este beneficio es de 2800 euros al mes.
Solucién:

Para minimizar el coste y atender sus necesidades minimas el hipermercado
debe hacer un pedido de 3 contenedores al mayorista A y 2 contenedores al
mayorista B, con lo que el coste minimo total serd de 7386 euros.

Solucién:

Para que el costo de preparar la dieta sea minimo debemos comprar 3 kg del
producto A y 2 kg del producto B. El costo minimo semanal de la dieta es de
26 euros.

Solucién:

Habra que mezclar medio paquete de la marca A con dos paquetes de la marca
B para obtener un abono al precio minimo que contenga 4 unidades de K, 23

de P y 6 de N.

Solucién:

Si denominados:
1 nimero de toneladas de carne que se transportan de P a R,
xo nimero de toneladas de carne que se transportan de P a S,
z3 ndmero de toneladas de carne que se transportan de P a T,
x4 numero de toneladas de carne que se transportan de Q a R,

x5 nimero de toneladas de carne que se transportan de Q a S,
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ze nimero de toneladas de carne que se transportan de Q a T.
El problema de transporte queda como sigue:
Min z=21+4+3x2+ 23+ 2r4 + los5 + lag
s.a. T+ 290 +2x3 =26
x4+ 5+ 26 =30
1+ x4 =20
To+ x5 =22
r3+xe =14
x; variables enteras y positivas
41. Solucidn:
Si denominados:
x; mimero de toneladas de frutas que se transportan de A a M1,
9 nimero de toneladas de frutas que se transportan de A a M2,
z3 nimero de toneladas de frutas que se transportan de A a M3,
x4 nimero de toneladas de frutas que se transportan de B a M1,
z5 numero de toneladas de frutas que se transportan de B a M2,
xg numero de toneladas de frutas que se transportan de B a M3.
El problema de transporte queda como sigue:

Min 2z =10x1 + 15x5 4+ 20x3 + 15x4 + 10x5 + 106
s.a. 1+ T2+ 23 =10
T4+ 5+ 26 =15
T +x4=28
To+T5=28
3+ x5 =9
X; variables enteras y positivas

42. Solucién:

Para que el beneficio sea méximo se deben elegir 20 electricistas y 30 mecénicos.

43. Solucién:
Habr4 que producir 100 litros de colonia A y 150 litros de colonia B al dia para
obtener beneficio mdximo diario de 2100 euros.

44. Solucién:

Habrd que alquilar 4 autobuses grandes y 5 autobuses pequenos para que el
viaje resulte lo mds econdémico posible. El importe total minimo del alquiler
de los autobuses asciende a 372 euros.

45. Solucién:

(a) Para obtener el preparado més rico en vitaminas habré que tomar 100 g.
de A y 50 g. de B, con un aporte de vitaminas de 40 mg.

(b) La mezcla més pobre en calorias tiene 25 g. de cada producto, y el aporte
caldrico serd de 150 calorias.
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Solucién:
El coste sera minimo si de la sustancia A tomamos 1.6 kilos y de la sustancia
B 0.8 kg. Se puede eliminar la restriccién:

0.002x + 0.002y < 0.02.

Solucion:

La funcién objetivo es z = 7z + 6y. Las cantidades que deben producirse de A
y B para obtener el maximo beneficio son: De A debemos producir 4.286 kg.
v de B 8.571 kg.

Solucién:

Las mesas tendran un perimetro de 6 m. (Nota: 2 metros de largo por 1 m.
de ancho).

Solucién:
Si denominamos
x1 nimero de destilaciones con la tecnologia nueva,
z2 mimero de destilaciones con la tecnologfa antigua.
Entonces el modelo de programacién lineal quedara:
Maxr 4(8xy + 10.’[32) + 6(61’1 + 7172) + 7(51’1 + 4x9)
s.a. 7xq1 + 10x9 < 1400
12x; + 825 < 2000
8z + 10x9 > 900
621+ 720 > 300
5ry + 4xe < 1700

5xy + 4xo > 800
1, w2210




Ejercicios tema 2

Programacion lineal

2.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 13 Dado el P. L.

min z= 3z — 19+ 223
s.a: xT1+2x3<4
2z + Ty = -3

z1+ 3z +x3>8
z1,z3 > 0, 9 no restringida

escribirlo en forma estdndar minimizante, en forma estdndar mazximizante, en forma
candnica maoximizante y en forma candnica minimizante

Forma estandar minimizante

Sustituimos Iy = xh, — x4 siendo estas nuevas variables no negativas, con lo cual
2 2 )
la funcién objetivo quedan’a

min  z= 3z, — (x4 —xy) + 223 = 3z1 — b + 25 + 2x3.

Transformando las desigualdades en igualdades sumando a la primera la variable
de holgura x4 y restando a la iltima la variable de holgura z5 , y cambiando el signo
a la segunda restriccién para conseguir un término independiente positivo, se obtiene
por fin el problema en la forma:

min z= 3z; —zh + 24 +2z3
s.a: T2z —2xh +xq =4
—21‘1—1'323
x1 + 32 — 305 + w3 — x5 =8
x1,T5, T4, T3,%4,25 > 0
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Forma estdandar maximizante

Unicamente se requiere transformar en el anterior problema la funcién objetivo
de minimizacién por otra de minimizacién:

max 2 =-z= -3z +zh—xy—2z3
s.a: T+ 225 -2z + x4 =4
—2.1'1 — I3 = 3
1+ 3zh — 325 + 23— 25 =8
Ilal"27$/2/,133,$4,1‘5 Z 0

Forma canénica minimizante

Sustituimos en €l primer problema la variable x2 = x4, —z4 . Todas la restricciones
han de ser de > . Asf que s6lo se requiere cambiar el signo en la primera y transformar
la segunda en una doble desigualdad. El modelo resultante seria:

min z= 3z; —h+ x4 + 2x3
sa: —xp—2xh+2z8 > —4
—21‘1 — I3 Z 3

2ry + 23 > —3
z1+ 325 —3z5 +23>8
1171,37/271”217173 2 0

Forma canénica maximixante

Tomamos la funcién objetivo del segundo modelo y cambiamos todos los signos
en las restricciones del modelo anterior, resultando:

max 2 ' =-z= -3r1+xh— 1§ —2z3
s.a: T+ 2y — 225 <4
2r1 + 23 < -3
—2r1 —x3<3

—z1 — 3xh + 3z —x3 < -8
! 1
x17z27w27$3 2 O

Ejercicio 14 Demostrar que si A y B son dos conjuntos converos, su interseccion
AN B también es un conjunto convezo.

Se pretende demostrar que si X,Y son dos puntos de AN B el segmento que los
une estd también en AN B

En efecto

X,Y € ANB =
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X, YeA=X2X+(1-A)Y € Asi0< X <1 porser A conjunto convexo
X, YeB=AX+(1-XA)Y € Bsi0<A<1 por ser B conjunto convexo

= AX+(1-N)Y € ANBsi0 <A< 1y por tanto AN B es un conjunto convexo.

Ejercicio 15 Sean A y B dos conjuntos convezos de IR". Se define A+ B =
{zeR"/z=x2+y, x € A, y € B}. Demostrar que A+ B es también un conjunto
convero.

Hay que demostrar que si Z;, Za, son dos puntos de A + B el segmento que los
une AZ; + (1= A)Zs si0< A<1lestden A+ B.

SiZy,Zo e A+ B= 72,=X1+1,Xy eA Y GByZ2:X2+1/2,X2€
A Yy € B. Por tanto AZ1 + (1 — NZs = A(X14+Y1) + (L = N) (X214 V) =
AX:+ (1 =N)X]+ [AYy + (1 = VYo,

Si0 < X <1 el elemento del primer corchete pertenece a A, por ser A convexo. De
la misma, forma, el del segundo corchete pertenece a B y entonces AZy + (1 — )22 €
A+ B.

Ejercicio 16 Sea A un conjunto convero de IR". Se define el conjunto ad =
{z € R"/ z = az, x € A}. Demostrar que oA es también convezo.

Si Z1,Z5 € aA = Z; = aX1,X1 € A,y Zo = aXq,Xo € A Por tanto
AZ1+ (1=XNZe=A(aX))+ (1 =N (aX2) =aAX1+(1-A)X2].Si0< A< 1el
elemento del corchete pertenece a A, por ser A convexo. Entonces AZ; +(1—A)Z; €
aA.

Ejercicio 17 Determinar todas las soluciones bdsicas del siguiente sistema de ecua-
ciones indicando en cada caso la correspondiente base, las variables bdsicas y no
bdsicas. 5Cudl es el mdzimo ndmero de posibles soluciones bdsicas?

3x1 + 620 — 3x3 + x4 + 35 = 16
IE1+2$2+$3+$4+$5=22

El nimero de posibles submatrices de segundo orden de A es (g) = 10 que es, en

general el nimero méximo de soluciones bésicas (factibles o no). No obstante para
que exista solucién bésica asociada a una submatriz es necesario que el determinante
de esta matriz no sea nulo, por lo que este niimero maximo no se alcanza en algunas
ocasiones. Analizamos todos los casos posibles:

w

1. By = (a1 az2) = ( 1 g > . Esta matriz no es bdsica, porque su determinante

es nulo.

z&=@@=(?f>.
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Las variables no basicas son xo =0, z4 =0, x5 = 0.

. 3r; — 3z3 =16
El sistema resultante es ! 3
T +x3 =22
La solucién de este sistema es x; = -431, T3 = % La presente solucién es
bésica factible ya que todas las variables toman valores no negativos.
31 . (o
. By = (a1 a4) = R Las variables no bdsicas son 2o = 0, x3 = 0,
Iy = 0.
. 3r1+x4 =16
El sistema resultante es 1+ T
T1+ x4 =22
La solucién de este sistema es 1 = —3, x4 = 25. La presente solucién es

bésica pero no factible ya que hay una variable que toma un valor negativo.

-3 3 . . .
. By=(a1a;5) = < ) . Esta matriz no es bdsica, porque su determinante

1 1
es nulo.
6 -3 . (L
Bs = (az a3) = 9 1 . Las variables no bdsicas son ry = 0, z4 = 0,
- : ) 6ry — 3z3 =16
x5 = 0. El sistema resultante es { 92y + 13 = 22
25

La solucién de este sistema es z2 = %, r3 = 3. La presente solucién es bésica
factible ya que todas las variables toman valores no negativos.

Bg = (as a4) = ( 61 > . Las variables no bdsicas son 1 = 0, z3 = 0,

2 1
. 6x =16
x5 = 0. El sistema resultante es { 21‘; i ii — 99
La solucion de este sistema es xo = —%, x4 = 25. La presente solucién es
bésica pero no factible ya que hay una variable que toma un valor negativo.
6 3 . (o .
B; = (a3 a5) = 9 1 ) Esta matriz no es bésica, porque su determinante
es nulo.
-3 1 . (-
Bs = (a3 a4) = 1 1) Las variables no bdsicas son 1 = 0, xo = 0,
. —3r3+ x4 =16
x5 = 0. El sistema resultant
5 ma resu nees{ T3+ g = 22

3, x4 =4 La presente solucién es bésica
factible ya que todas las variables toman valores no negativos.

-3 3

La solucién de este sistema es x3 = 3

. By = (a3 as) = ( 11 ) . Las variables no basicas son 1 = 0, x5 = 0,

. —3xr3 + 3z5 =16
x4 = 0. El sistema resultante es 3 5
T3+ x5 =22
La solucién de este sistema es z3 = 2, x5 = 3. La presente solucion es

bédsica factible ya que todas las variables toman valores no negativos.
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10. Byg = (aqa5) = ( i :13 ) Las variables no bésicas son z; = 0, x3 =

N . x4 + 3x5 = 16
0, 3 = 0. El sistema resultante es { Tat s =22
La solucién de este sistema es x4 = 25, x5 = —3. La presente solucion es

bésica pero no factible ya que alguna variable toma valor negativo.

Ejercicio 18 Resolver el siguiente problema:

mn 2= I —To+4+x3+T4+x5— Te
T +x4 +6xg = 9
s.a: 3r; +xe —4x3 +2rg = 2
T +213 45 +2x5 = 6
ZT; Z 0

Lo resolvemos por el algoritmo del simplex en forma minimizante:

Min I Iy I3 T4 Ts Tg

T4 1 0 0 1 0 6 |9
) 1 -4 0 0 2 |2
I5 1 0 2 0 1 2 |6
— | -1 1 -1 -1 -1 1

Reducimos a cero los valores de la tiltima fila que corresponden a las variables
bésicas, para conseguir que el valor de la funcién objetivo aparezca en el ultimo lugar
de esta fila realizando operaciones lineales con las restantes filas:

Min Ty Ty T3 T4 T Tg
T4 1 0 0 1 0 6 |9
T2 3 1 -4 0 0 2 |2
zs5 1 0 2 0 1 2 |6
-1 1 -1 -1 -1 1 0
fai=fi—fol -4 0 3 -1 -1 =1|-=-2
fa=fs+fH ] -3 0 3 0 -1 5 |7
fa=fa+fs{-2 0 5 0 0 7 |13

Por tanto partimos de la tabla:

Min r1 T2 I3 T4 Tz Tg

T4 1 0 0 1 0 6 9
g 3 1 -4 0 0 2 2
s 1 0 2 0 1 2 6
Zj - Cj —2 0 5 0 0 7 13
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A idéntico resultado llegamos si calculamos para esta tltima fila los valores de
los costos reducidos z; — c;.

Recordemos el origen de esta expresion:

z2=(cp,cy) (x8) = cpXB + iy Xn = (B~ — BTINXy) + cyXn =
=20+ (cy —cB7IN) Xn.

z—(cy =B IN) Xy =20 = 2+ (gB™IN —ciy) Xy = 20

Si tomamos como matriz B = I, el valor de z para la solucién actual es:
2= -2 +2+29+20 -2 =0-2404+9+6-0=13.

Se obtiene la expresién de la ltima ecuacién.

1 0 6 T
z+ (1 -1 1) 3 —4 2 —(1 1 —1) r3 | =13
1 2 2 Tg

Desarrollando se obtienen los coeficientes:

Coeficiente de z;

1
21—61:(1 -1 1) 3 —1=-=2
1
Coeficiente de 3
0
23—63:(1 -1 1) —4 —1=5
2
Coeficiente de g
6
26_06:(1 -1 1) 2 +1=7
2

Asi que la dltima ecuacion es:

2 — 21‘1 +5.Z‘3 +7CL’6 = 13.

Tabla 1 1 -1 1 1 1 -1

Min T, Xz X3 Ty Ty Tg

1 T4 1 0 1 0 6 9
-1 T2 1 -4 0 0 2
1 s 1 0 2 0 1 2 6
7‘]' = Z]' - Cj -2 0 5 0 0 7 13

Para aplicar el primer ciclo del método de Simplex tengo que introducir en la
base la variable z¢ , con coste reducido mayor (més positivo) y sacar la variable x2,
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va que min {%, %, %} = % que corresponde a la segunda fila. Hemos recuadrado el
elemento pivote.

Realizando las transformaciones adecuadas se obtiene la tabla:

Tabla II 1 -1 1 1 1 -1
Min 1 Ty T3 T4 Tz Te
1 T4 -8 -3 @ 1 0 O 3
-1 3 3 20 0 1 |1
1 T5 -2 -1 6 0 1 0 |4
ri= zj—¢ |52 = 19 0 0 0 |6

Ahora entra x3 con coste reducido mds positivo. y sale z4 ya que se verifica
min { &, 5} = 5 que corresponde a la primera fila.

Tabla III 1 -1 1 1 1 -1
Min T Ty T3 T4 Ts Te
1 3 T -7 1 § 0 o[}
1w |2 B o -1 1 o |3
T‘j = Zj ot Cj % % 0 —TS% 0 0 '3

Ahora entra zo, de coste reducido % que es el mas positivo y sale x5 ya que %

es el tnico valor positivo de la segunda columna. Pivoteando sobre este elemento,
obtenemos la tabla:

Tabla IV 1 -1 1 1 1 -1

Min 1 i) 3 T4 Iy e

1 T3 T 6 1 1 -0 |2
-1z % 0 0 % 0 1 %
-1 T2 4 1 0 -1 2 0 5
ri= zj—¢ | = 0 0 O -0 -5

Esta tabla ya es 6ptima, porque todos los costes reducidos son no positivos.

Detallando, la solucién 6ptima es 1 = 0, zo =5, 23 = %, x4 =0, 5 =0,
Tg = %, z=-5.

En este caso tenemos una variable no bdsica con coste reducido nulo, z4, por lo
tanto introducir esta variable en la base no deberia cambiar el valor de la funcién
objetivo.

.. . . . . [3/2 3/2 3/2
Si introducimos x4 en la base podria salir 3 0 g ya que min {Té@v T%} = %

y ambos tienen el mismo valor minimo. Decidiéndonos por sacar xs, se obtiene la
tabla:
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Tabla V 1 -1 1 1 1 -1

Min Iy TIo I3 Ty Ty Tg

1 T4 2 0 6 1 -3 0 9
-1z -+ 0 -10 % 1 (o
-1 T2 6 1 6 0 -1 0 14
Ty = 2§ —Cj _ng 0 0 0 —'27' 0 -5

Por tanto tendremos otra solucién alternativa z; =0, 2 =14, 23 =0, 24 =9,
x5 =0, zg =0, z = —5.

Si hubiese salido rg y entrado x4 en la Tabla IV, se obtendria la misma solucién
anterior.

Como es sabido si hay dos soluciones 6ptimas, también es solucién éptima cual-
quier punto del segmento lineal cerrado que los une. Por lo tanto en este caso
tendremos el conjunto de soluciones:

(T1,22, 23,24, 25,26) = A0, 5, 3, 0, 0, )+ (1-X)(0, 14, 0, 9, 0, 0) con
0<A<I.

Ejercicio 19 Resolver el P.L.

max z= 12z +8xy + 423+ 4wy + 2025 + 26 + 7

3z +x3 —x5 +Ig = 3
s.a: —x1 —I3 +3z4 = 12
T2  +I3 +Is5 +z; = 4

xI; Z 0

En este caso puedo obtener una primera solucién bésica factible dividiendo la
segunda ecuacién por 3, con lo que puedo iniciar el algoritmo del simplex partiendo
de la tabla:

Tabla [ 12 8 4 4 20 1 1

Max X1 To I3 T4 Is Ie 7

1 6 3 0 1 0 -1 1 0 |3
4 T4 -3 -3 1 0 0 0 |4
1 7 0 1 1 0 O 0 1 4
Ty = 25 —Cj —%l —% -2 0 —20 0 0 23

Como el problema es de maximizacién seleccionamos para entrar en la base las
variables con coste reducido mas negativo. En lo que sigue mostramos las tablas
sucesivas con el correspondiente elemento pivote recuadrado:
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Tabla I 12 8 4 4 20 1 1

Max T o r3 T4 Ty Tg T7

1 To B 1 2 0 0 1 1|7

4 T4 -+ -1 0 1 0 0 0 |4
20 s 0 1 1 0 1 0 1 |4
ri= zj—¢ |-+ 2 18 0 0 0 20103
Tabla 1II 12 8 4 4 20 1 1
Max I1 T2 I3 Ty Ts g 7

12 1 = Z o o I 3 |32

o 5, 3 I

4 T4 0 -3 5 1 0 5 5 |73
20 s 0o 1 1 0 1 0 1 |4
= z-g |0 S 00 5 5] AE

Ya que todos los costes reducidos son no negativos tenemos la solucién éptima:

7 43 _ 1l44
(x1,2, 23,24, 25, %6, 27) = (5, 0, 0, &, 4, 0, 0) con z = ~5=.

Ejercicio 20 Resolver el problema de programacién lineal

min z=
s.a:

Ya que z3 < 0, definimos %

r1 + 3x9 + 2x3

3r1+ 29+ 3237
—2x1 — 4z <12

—4xy — 312+ 823 < 10
r1,2320, 22<0

—29, que ya cumplird la condicién z5 > 0.

Sustituyendo en el problema primitivo, éste se transforma en:

min z=

s.a .

x1 — 375 + 213

3y —zh + 323 <7
—2xy + 4z, <12

—4z1 + 3xh + 8x3 < 10
.’L'l,l'lz,l'g > 0

Arfiadiendo ahora las variables de holgura a todas las desigualdades obtengo el
sistema

3ry — x5 + 323+ 24
—4x1 + 3z5 + 8z3

=7
=12
+$6=10

+s5



304 EJERCICIOS TEMA 2. PROGRAMACION LINEAL

La tabla de simplex inicial es:

Tabla I 1 -3 2 0 0 0

Min Ty Th T3 T4 T Te

0 T4 3 -1 3 1 0 0 7
0 s -2 0 0 1 0 12
0 Tg —4 3 8 0 0 1 10
T’J‘ = Zj et C]' -1 3 -2 0 0 0

Usando el algoritmo de minimizacion el elemento pivote de esta tabla es el re-
cuadrado. Entra z} y sale z5

Las tablas sucesivas son:

Tabla 1I 1 -3 2 0 0 0
Min Iy ac’z I3 T4 Iy Zg
B:J 1
0 T4 0 3 1 1 0 |10
-3 xh —é 1 0 1 0 |3
0 Tg -2 0 8 0 -3 1 |1
r; = 25— C4 % 0 -2 0 —% 0 -9
Tabla III 1 -3 2 0 0 0
Min r1 Th 23 T4 Ty g
B 7 T
A PR B B R
i T2 5 5 10
0 Tg 0 0 11 1 -+ 1|1
’f'j = 2j —Cj 0 0 —% —% -ITQ 0 —-11
Por lo tanto la solucién éptima es:
(x1, 22,23, %4, 25, 26) = (0,—5,0,4,0,11) con un valor de z = —11.
Ejercicio 21 Resolver el programa lineal
min z= 21— 329+ 5x3

s.a: x1+2x9 <8
2z1 + 29+ 23 =12
z1,T2,23 > 0

Afadiendo en la primera ecuacién una variable de holgura, resulta:

min z= 2x;— 312+ dx3
s.a: I1+2x2+x4=28
21 + 29+ 13 =12
I17$27$3ZO
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La tabla inicial puede ser:

Tabla I 2 =3 5 0
Min Ty X2 T3 T4
0 Z4 1 2 0 1 (8
5 x3 1 1 0 |12
r;= 2z —c¢ |8 8 0 0 |60
y las tablas sucesivas:
Tabla II 2 =3 5 0
Min T Zo Iz T4
3
0 z4 o B -1 12
rj= zj—c; | 0 4 -4 0 12
Tabla III 2 -3 5 0
Min 1 T2 X3 X4
-3 g 0 1 _% } é %
2 6
Tj = Z]‘ — €y 0 0 —% —% %Q
La solucién éptima es (z1,z2,23) = (3,3,0) y 2=2%.

Ejercicio 22 Resolver el programa lineal

min z= 2x1+ 8x9
s.a: Sxry+x92>8
2z 4+ 22, > 14
71 +4xy > 12
I1,T2 ZO

Anadiendo las variables de holgura 3, 25, 7 y las variables artificiales x4, g, zg
y usando el método de las penalizaciones o de la M grande, resuelvo el problema:

min z= 2x1+8xy +mzy + mzxs + mzxs
s.a: dri+xo—x3+74=10
2z1 + 22y — 25 + 36 = 14
T1+4r, — 27+ 23 =12
T1,T3,T3,%4,T5,T6,T7,T8 > 0
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Partimos de la tabla:

Tabla 1 2 8 0 m 0 m 0 m
Min I T2 I3 T4 Ty re X7 Tsg
m Z4 5 1 -1 1 0 0 0 0 |8
m Tg 2 2 0 0 -1 1 0 0 14
m T3 1 4 0 0 0 0 -1 1 |12
ri= zj—¢ |8m—-2 6m-8 -m 0 -m 0 -—-m 0 | 36m
Se elimina x4, que tomard el valor 0 y ya no va a ser variable bésica.

Tabla 1I 2 8 0 0 m 0 m

Min T Ta I3 s Tg T7 Tg

2 T 1 % -= 0 0 0 0 ]2

m 6 0o £ 2 -1 1 0 0 |10

m g 0 E%ﬂ i 0 0 -1 1 |10

ri=  z—c¢ |0 27"’5_58 57"5_2 -m 0 —-m 0 |20m-—4

Entra z, y sale de la base xg. Esta variable artificial tomara el valor 0 y puede
eliminarse, porque ya no es necesaria.

Tabla III 2 8 0 0 m 0

Min T T I3 I5 Te X7

2 B2 1 0 -5 0 0 55 %

m 6 o 0 L -1 1 E% ﬁ

8 T3 0 1 % 0o 0 -5 5

ri= zj—¢ |0 0 3 —-m 0 m-2]| RS

Entra x7 y sale de la base zg que es eliminada de la tabla:

Tabla IV 2 8 0 0 0
Min I Io T3 ITs I
2 3 1 0 -1 3 0 |3
0 x7 o o B - g |z
FRR-< s
8 Io 0 1 1 R 0 76
= z-¢ |0 0 5 —F 0|
Tabla V 2 8 0 0 0
Min T 9 I3 Iy Iy
2 z1 1 0 0 =2 % ﬁ
0 I3 0 0 1 —1—39 3 3
8 o o 1 o B 1]
ri= zj—¢; (0 0 0 O F]24
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Esta solucién ya es Optima, pero se pueden encontrar soluciones 6ptimas alter-
nativas, ya que la variable z5 no es bédsica y tiene un coste reducido nulo. Entrando
en la base x5, sale x2. Se obtiene la solucién alternativa z; = 12, 22 =0, z = 24.

También serdan soluciones 6ptimas todo elemento del segmento lineal cerrado que
une ambas soluciones. Este conjunto de soluciones 6ptimas es:

(z1,22) = AR, 2) + (1= N)(12,0) con 0 <A< 1.

Ejercicio 23 Resolver el programa lineal

max z= 2x1+ 3x9+4zx3
s.a: T1+xot+a3 <10
1+ Ty + 2x3 =12
31+ 224 + 23 < 14
x1,x9 2 0, x3 libre

Como 3 es libre la sustituimos por z3 = x4 — z5. Afladiendo, ademads, las
variables de holgura, y artificiales precisas, resulta el siguiente problema, que re-
solveremos por el método de las penalizaciones.

max z= 2z +3z2+4(z3 —x4) —mas

sa: w1+ xo+ (25 —xy)+xa=10

T+ T+ 2(xh —2f) + x5 =12

311 4+ 22y + (25— 24) + 26 = 14
-7:171'27;537]73,71‘471'571:6 0

La tabla inicial del simplex es:

Tabla 1 2 3 4 -4 0 -m 0

Max 1 To xh x4 T4 Ts T

0 T4 1 1 1 -1 1 0 0 10
—-m Is 1 1 -2 0 1 0 12

0 Ze 3 2 1 -1 0 0 1 14

T; = zj—cj | —-m—2 -m-3 -2m—4 2m-+4 0 0 0 —12m

Como el problema es de max. seleccionamos para entrar en la base la variable
con costo reducido m4s negativo. De esta forma entra en la base z§ y sale x5 que es
la variable artificial que puede eliminarse, puesto que vale 0 y ya no es necesaria.
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Tabla 1I 2 3 4 -4 0 0

Max Ty Ty Th T4 Ta Tp

0 Iy % % 0 0 1 0 4
x4 5 = 1 -1 0 0 6 .
g 5 @ 0 0 o0 1|8

7']‘ = Zj - Cj 0 -1 0 0 0 0 24

Entra x5 y sale zg

Tabla III 2 3 4 -4 0 0

Max Ty Ty T4 T4 T4 Tp

0 T -2 0 0 0 1 -il1%
, _i _ _ilk

4 x5 3 0 1 1 0 5|3

3 T2 21 0 0 o0 %2 |I

7']' = Zj - Cj % 0 0 0 0 é 8—38

Hay soluciones éptimas alternativas porque hay una variable no bésica z§ con
coste reducido 0. Si se quisiera introducir esta variable en la base no es posible
puesto que no hay elementos en su columna que sean positivos.

Despejando las variables bdsicas de las ecuaciones y tomando las variables no
bésicas nulas, a excepcién de x%, obtenemos las soluciones Sptimas:

(0, 1—3?, % + x4, 24, %, 0). Decimos que hay un rayo éptimo.

No obstante este resultado es s6lo de este problema intermedio, pero en la solucién

del problema primitivo debe aparecer 3 = x5 — z§ = (13—0 +a§) -4 = 13—0.

Por lo tanto el problema propuesto tiene la solucién unica (z1, 22, 23) = (0, 13—6, 139)

— 88
con z = 5.

Ejercicio 24 Resolver el programa lineal

max z= |z —2z2+ 3|+ 24
s.a: x4+ 2x9+ 14 <12

2r1 —x9+ 323 <15
I1,T2,T3,T4 2 0

Dividamos el problema en dos supuestos:

1. Siz; — 2z9 + 3 > 0. En este caso |71 — 229 + z3| = 77 — 212 + 73
El problema seria en este caso:
max 2= I]—2T2+ T3+ x4
s.a: T1+2rs+ x4 <12
2r1 —x, + 323 < 15
Z1,%2,T3,24 Z 0
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resolviéndolo por el algoritmo del simplex obtenemos la solucién ¢ptima:

(z1,13,%3,74) = (0,0,5,12) con z=17.

2. Siz —2x9 +x3 < 0. En este caso |r1 — 222 + 23] = —21 + 225 — 3.
El problema serfa en este caso:
max z= —x1+2x2— 23+ x4
s.a: 1+ 2x9+ x4 <12

21 — x5y + 323 < 15
T1,T2,T3,T4 2 0

resolviéndolo por el algoritmo del simplex obtenemos la solucién éptima
(21,22, 23,24) = (0,6,0,0) con z=12.

Como en el primer supuesto se obtiene un valor mayor para la funcién objetivo, z,
se considera la solucién del supuesto 1 como éptima.

Y por tanto, la solucién éptima del programa inicial es:

(z1,23,23,24) = (0,0,5,12) con z=17.

Ejercicio 25 Resolver el programa lineal

max z= 3x; — 229+ 4x3
s.a: |2x1 4+ 3x0 — x5 <12

T1,T2,T3 Z 0

La primera restriccion es equivalente a —12 < 227 + 3z2 — 23 < 12. En cuanto a
la segunda puede sustituirse

|z1] = @1 ya que debido a las restricciones de las variables z; siempre es positiva.

Asf que el problema es equivalente al siguiente:

max z= 3r1— 2x+4x3
s.a: 2x1+3x0—1x3 <12
2x1 4+ 39 — 23 > —12
1+ 229 < 4
z1,%2,23 = 0

Resolviendo este problema usando el algoritmo del simplex obtenemos que la
solucién es:

(x1,22,23) = (4,0,20) con z=92.
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Ejercicio 26 Resolver por el método de las dos fases el P.L.

max z= 1+ 219
s.a: r1+x20=4
2$1—31’2:3
3r1 —z, =8

z1,22 20

Anadiendo variables artificiales resolvemos, en la primera fase, el problema:

max z= I3+ T4+ s
sa: 1 +xat+ax3=4
2r1 —3xo+ x4 =3
3r1 — 2o+ x5 =38
T1,T2,T3,T4,Ts5 > 0

Fase 1) Las tablas del simplex para la primera fase son:

Tabla I 0 0 1 1 1

Max Tl T2 T3 Ta Ts

1 T3 1 1 1 0 0 |4

1 T4 -3 0 1 0 |3

1 s 3 -1 0 0O 1 8

'I"j = ZJ' — Cj 6 -3 0 0 0 15
Tabla 1I 0 0 1 1 1
Max Ty Ty T3 T4 Ts
1 s |0 B 1 -1 o |3
0 @ |1 -fo 4 0|
1 5 0o I o -3 1|2
Tj = Zj — Cj 0 6 0 -3 0 6

Tabla 1II 0 0 1 1 1

Max 1 T2 T3 T4 T

0 M) 0 1 § —% 0 1

0 G 1 0 2 3 03

1 s 0 0o -I -2 110

ri= -0 0 ¥ 3 00

Fase 2) En la segunda fase elimino las variables artificiales nulas, y tomo como
objetivo la funcién del problema original.

Tabla IV 1 2
Max I1 I

2 To 0 1 1
1 1 1 0 3
r;y = 2 — Cj 0 0 5
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Evidentemente la solucién de este problema es (z1,z2) = (3,1) con z=25.

Ejercicio 27 Resolver el siguiente problema de P. L. usando el método de las pe-
nalizaciones.

max z=6x + 1229
sa: 2r1 —6x0 > 4
1 +4x9 <5
3xy — 1529 > —6
2120, 22020

Para poner el problema en forma apropiada para su resolucién por el método de
simplex, anadiendo variables artificiales, de holgura y cambiando de signo la dltima
restriccién obtenemos:

max z=06x1 + 1220 — Ma,
sa: 2x1—6xo—hy+a =4
1+ 40+ heo =5
—3x1 4+ 1525+ h3 =6
1‘1,.T2,h1,h2.h3,al ZO

Las respectivas tablas del simplex que se obtienen son:

Tabla I 6 12 0 -M 0 0O
Max X T2 h.l a; h2 h3
-M  a a —6 -1 1 0 0 4
0 ha 1 4 0 0 1 0 5]
0 h3 -3 15 0 0 0 1 6
-2M -6 ©6m—-12 M 0 0 0 —-4M
Tabla 1I 6 12 0 -M 0 O
Max Iy [ ) h] [¢5] hQ ]l3
6 «©nl|1 3 L I 0 0]2
0 hy|0 O 3 -z 1 0|3
0 hs3|O0 6 -3 3 0 1|12
0 -3 -3 M+3 0 0|12
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Tabla III 6 12 0 -M 0 0
Max T, T2 hi a ha  hs
23
12 T2 0 1 -1—3' —? 7 0 67
6
0 hs | 0 0 —?; i z - Ug 1 kal
0 0 -% 7 + M = 0 =
Tabla IV 6 12 0 —-M 0 O
Max T T hl a) h2 hg
6 1 | 1 4 0 0 1 01t 5
0 hi | 0 14 1 -1 2 0 6
0 hs | O 27 0 0 3 1] 21
0 12 0 M 6 0 |30

La solucién 6ptima es £; = 5, 2o =0, con z = 30.

Ejercicio 28 Resolver usando el algoritmo revisado de simplex el P.L.

max z= x4+ 2z3

2r1 — 190t 23 <4
—I +.’L‘2+21‘3 <3
T1,2,23 20

s.a:

Afiadiendo las variables de holgura el sistema resulta ser:
2r1 —To + 13+ 24 =4
—$1+$2+21’3 +.’I)5:3
Iteracion 1

Tomo como primera base:

Bz(a4,a5):<é ?);B*:(é (1)>

La solucién correspondiente es:

xo=(2)=rm=(5 9)(3)=(3)

. Es esta solucion 6ptima?

_ _ 7 p-1 ;o
r=z—c=cgB7T'N —cy =

(0 0)<(1) ?)(_21 _11 ;>—(1 0 2)=(-10 -2).

El valor mds negativo corresponde a x3 que entrard en la base. Vemos qué
variable va a salir.
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10 1 1 .
yszB—1a3:<O 1><2>:(2>’ mln(%,%):%,

Por lo tanto sale zs.
Iteracién 2

La siguiente matriz bésica es:

11 0o &
B:(a3aa4):<2 0)7 B—1:<1 _21>'
2

La solucién correspondiente es:

e (2)-0- (3 4)(0)

. Es esta solucién éptima?

It
VR
el
N—

r=z—c=cgB !N -cy =

(2 0)((1) _%%)<_21 —11 (1)>—(1 0 0)=(=-21 1).

El valor méds negativo corresponde a x; que entrard en la base. Vemos qué
variable va a salir.

1 1 5
ys = B7la; = ( (1) 4 ) < _21 > = < 52 ); min (%) Por lo tanto sale
2 2 2

Ty4.

Iteracién 3

La siguiente matriz bésica es:

B:(al,a3)2<_21 ;);B—1=<

La solucién correspondiente es

ne(2)-m-(1 ) () (1)

i, Es esta solucién 6ptima?

[t )

(S]] 5] [
St

N

— —_ -1 ! _
r=z—c=cgBT'N—-cy =

(1) (1 F)(F o1 )-000)=(4 ¢ 1)

El valor mds negativo corresponde a xo que entrard en la base. Vemos qué
variable va a salir.

_3
< 1° ) Por lo tanto sale zs.

Url—oing
i I

ot—=

N

TN
- |

—_

N

Il

Yo = B—1a2 = <
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Iteracién 4

La siguiente matriz bésica es:

2 -1 1

La solucién correspondiente es:

w0 )= (1 2)(3)= (%)

. Es esta solucién 6ptima?

DN
N

— — -1 —
r=z—c=cgB7'N —cy =

(1 0)(1 ;)(; (1) ?)-(2 0 0)=(11 1).

Como todos los valores son no negativos la solucién actual es éptima.

La solucion éptima es (x1, 22,3, 24,25) = (7,10,0,0,0) con z=7.

Ejercicio 29 Dado el problema:

max z=2r1+ 12+ %Ig
sa: 3z + 22+ 23 <10
21‘1 +81’2+41‘3 SQO

2r; + 3z + 23 <12
2120, 2220, 23>0

Resolverlo usando el algoritmo de simplex revisado.

Si afiadimos las variables de holgura positivas tenemos:

311100 10
A=[28 140 1 0], b=| 20
2 3100 1 12

Iteracién 1

0
1. Las variables bdsicas son x4, T5,rg. B = 1 =Bl
0

— o O

20
2 1

1
0
0
Entra en la base r1, y como min {42, 2 121 = 10 por tanto sale de la base

4.
Iteracion 2

1. Las variables bdsicas son x1, s, Ts.
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300 3 00

B=[21 0 |, B 1= —% 10
2 0 1 -2 0 1

Los costes reducidos de las variables no bdsicas son:

zv—cy = SN —cy=cp B 'N—-cy
3 00 11 1

av—ey = (2 0 0) —%10 8 4 0|-(1 2 0)=
-2 0 1 310

= (-

Por tanto va a entrar en la base la variable x3. Para determinar la variable
de salida calculamos:

wl—
[=3 [
W
~—

3 00 1 3
Yys = B_lag = —% 1 0 4 = l§g
-5 0 1 1 3

y la solucién actual que es:
1 10
3, 00 10 3
Tp = B_lb = —g 1 0 20 = 3
-5 01 12 o

10 410 16
min{—i—,-ﬁy,—i—} —4
3 3 3

Por lo tanto la variable que deja la base es 5.

Iteracién 3

1.

Las variables bdsicas son x1. 3. Zg
310 2 L9
_ I T
B= 2 4 0 |, B~ = —§ 5 O
2 1 1 -2 - 1

2v—cy = §N—cy=cg-B !N —-cn
2 40 110
3 1 :
an—cey = (2 5 0) -3 1 O 801 )—-(100)=
—2 L1 300

= ( 3
2
Por tanto la solucién actual es 6ptima. La calculamos:

) 2 —ﬁ 0 10 2
zp={ 23 |=B"=| -+ & 0 20 | =1 4
%6 - 12 4

(I
=
g
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La solucién éptima es 3 =2, 29 =0, z3 = 4; con z = 10.

Ejercicio 30 Considerar el problema:

mar z= 21+ xo— 3r3+ 524
sa: r1+2x0+4x3—24<6
21 + 320 — a3+ x4 <12
Ty +w3+1y < 4
Z1,%2,Z3,%4 2 0

Buscar una solucidn factible bdsica con las variables x1,22,24. ;Es esta solucidn
optima? Si no, comenzando con esta solucion buscar la solucion dptima.

Vamos a resolverlo usando el algoritmo revisado del simplex:

Primer ciclo

Tomamos la base x1, z2, x4, entonces:

1 2 -1 3 -1 3
B={2 3 1 |,B'= —é % —%
10 1 “i 27 i
3
s -4 & 6 35
B~ 1lh= —é % —% x{ 12 | ={ 15
-3 2z ~1i 4 5
Esta es la solucién bdsica actual. Veamos si es 6ptima:
CBB_IN—CNI
3
3 -4 & 4 100
=(2 1 5) —é % —{% -1 01 0}-(-3000)=

=( -85 —-25 20 05).

Como es un problema escrito en forma maximizante, y hay valores negativos, no
es 6ptima. Y por tanto, entra x3, por ser su costo reducido, —8.5, el mds negativo.
Veamos qué variable deja de ser bdsica:

3 _1 5 4 19

=] -1 L s 1=
4 1 _t 1 _B

4 2 4 4

Y entonces, sale x;, ya que le corresponde el unico valor positivo (19/4).
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Segundo ciclo

Las nuevas variables bdsicas son 9,3, Z4.

2 5 3 60
2 4 -1 Yoo 6 19
B=3 -1 1 |, BW%=| 3 —2% In 12 | =] 5
CBB_IN_CN:
2 & 3 1100
O T -
=(1 -3 5) 1—%—2%3 2010 ]|-(2000)=
-+ 5 & 1001
=(3 -Z 2 %)-(1785 -11579 1.1053 2.7368 ).

Entra h; que es la variable de holgura de la primera ecuacién. Veamos la variable
de salida de la base:

2 5 _3 1 2
e (3B EN () %
RN O A A )
19 1 19 19
Eligiendo el minimo
. (60/19 14/19 60 14y _ 14
min (7/%‘3‘/?6‘) =min (3,4) =3
Con lo que la variable que sale es x3.
Tercer ciclo
La nueva base es x5, 4,25
1 1
2 -1 1 0 & -3 6 g
3 1 0|, B =10 0 1 12 | = 4
2 5 14
0 1 0 1 -5 3 4 5
CBB_IN—CN =
0 3 -3 1 -1 00
=(150)(0 0 1 2 -1 10 |-(2 -3 0 0)=
2 5
1 -2 3 1 1 01
=(l 2 1 1)
3 3 3 3

Tenemos por tanto que la nueva solucién es 6ptima, ya que todos los costes
reducidos son no negativos y el problema estd escrito en forma maximizante.

Asi, la solucién 6ptima es:

(.’L‘l Tog X3 T4 Ty T 1’7)=(0

wioo
o
("
R
=}
o
S’
(@}
o}
=
N
Il
IC)
[¥4]
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2.2 Ejercicios Propuestos

1. Determinar todas las soluciones bdsicas de los siguientes sistemas de ecua-
ciones indicando en cada caso la correspondiente base, las variables bdsicas y
las variables no bdsicas. ;Cudl es el mdximo nimero de posibles soluciones

basicas?
) 3r1+6x2 —3x3+ 24 =16
1+ 2x2+ 13+ 14 =22
b) 2x1 + 6x9 + 223+ 14 = 3
6x1 + 49 +4x3+ 64 =2

2. Resolver los siguientes programas lineales mediante el Algoritmo del Simplex:

1221 + 8x5 + 43 + 44+
+20x5 + 16 + 7

saa: 3xry+x3—T5+x6 <3
Iy +.’172—3.T4 =—-12
To+x3+x5+T7 =4
;>0 Vi=1,...,7

a) min z=

Il

b) min =z 211 + 320 + 43
s.a: T1+x0+x3<10
1+ o+ 223 =12
3, +2x0+23< 14
r1,x2 2> 0, x3 irrestringida

¢) max 2= 1x1+ 21
s.a: r1+xo=4
21‘1—3.’1‘223
3I1—IE2—_—8

r1,T9 >0

d) min z= 10x; + 6x9 + 4x3
saa: ri+ro+ax3>7
2r; + 12 + 223 > 10
r1,T9,X3 _>_O

3. Resolver los siguientes problemas de programacion lineal transformando pre-
viamente los valores absolutos:
a) max z= |r;—229+x3|+ 24
s.aa: T1+2r9+xy > 12
201 —xo+3x3 215
Z1,2L2,23,24 20

b) max 2z= 3r;+2rs+3r3
s.aa: x1+4x+x3<7

|221 +x2| < 1

I1,1‘2,I3_>_0
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4. Resolver mediante el Algoritmo Revisado del Simplex los siguientes problemas
lineales:

a) mar z= 2x;+2z3
s.a: 2ry —ro+1x3<14
—x1+ 22+ 223 <30
"E15$2’I3.>_0

b) min z= 3z + 4z
sa: r1+2225
1 +219 > 8

a:l,IQZO

5. Resolver mediante el método de las dos fases y por el método de las penaliza-
ciones, los siguientes problemas: )

a) mar z= 2x1+x2
s.a: 1lxy 4+ 3z > 33
8xr1 4+ Hxry < 40
Tz, + 10z < 70
T1,XT2 Z 0

b) min z= 5z;+8x2
s.a: xp <400
T 2 200
r1 + 22 = 500
T1,T2 Z 0

6. En un problema de programacién lineal con n variables no restringidas en
signo, x;, con ¢ = 1,..n, puede hacerse el siguiente cambio de variables:
r,=x,—x, 2,20, i=1,..n, x> 0. Usar este cambio de variables para
resolver el P. L. Resolver a continuacién el mismo problema si las variables
son no negativas.

a) max z= 3x;—x2
s.a: 2xy —x9 > 2
Ty + 325 <3

x1, 9 variables libres

b) max z= 3x;—x2
s.a: 2xy —x9>2
1+ 312 <3

r1,T2 =0
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7. Resolver mediante el algoritmo revisado del simplex el problema lineal:

mar z=

Ty + 322
1‘1§5
T1+22 <8
o <4
1,72 20

8. Resolver mediante el algoritmo del simplex los problemas:

b) min

¢) min

d) max

X1+ X9
r1+r9 <4
511 + 322 < 15
Tx; + 5xe < 35
T1,22 >0

21+ xo

3r1 4+ 210 <6
2r1 + 415 < 8
I ZO

I+ 22

1+ 210 >0
T1— 2220
r1,x9 >0

3x1 + 229

1 +4xy <15
314+ a2 <12
21 4+ 219 <10
31 —x2 <11
T1, T2 20

9. Resolver con el método de las penalizaciones los programas:

a) mar z=

b) min

Ty + I
T1+T2 24
1+ 210 <2
xy3,22 20

23?1 —I2+3I3

1 —2xr2+1x3>6
21 +3x0 — 2329
Iy, T2.I3 ZO
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10. Resolver por el método de las dos

a) mazx

b) max

¢) min

d) max

11. Resolver los problemas lineales:

(@) mar z=
s.a:

min  z =

(b)

s.a :

12. Resolver los problemas lineales:

(a) min z=
s.a:
() min z=
s.a:

321

fases los problemas lineales:

3z + 22

1+ 312 <5
T1+a9=7
bry + a9 <4
I1,X2 20

Zz =
8.4

—r1 — 2x9 + 213
r1+ax20=06

3x1 + a9 =12
T+ +13356
Z1,T2,23 >0

2 =
8.4 :

T + 224

T+ 20 22
1+ 219 2> 1
201+ 29 21
r1,%2 2 0

Z =
8.4

]+ T2
T1+T0 >4
:1222_2
11'121

=

2r1 — 9 + 33 + 624

|z1 + 422 — x3| <14

|z1| + 24 <10

—2x1 +bx9 —2x3+x14 < 15
|z < 7,23 < 9,22,23,74 > 0

|ty + a2 — 7|+ | — 21 + 23 + 6|+
+|zy — 229 + 23| + | — T2 + 23 — 10|

21 —x3 >0
4.]31—21‘220
1'220

=31+ 2+ 313 — x4
r1+2r9—x3+x4=0

211 — 229 + 323 — 314 =9

1 —To+2x3—24 =6
T1,%2,73,%4 2 0

Ty + 6x2 — Tx3 + x4 + S25

511 —4xs + 1323 — 224 + x5 = 20
T — X9 +5x3— x4+ 15 =8
T1,T2,T3,%1,T5 = 0
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13. Sea el problema:

mar z= I+ T2
sa: r1+2x9>1
3x1 4+ 229 <8
T1—x9 20
l‘l,l‘gzo

(a) Escribirlo en forma estéandar.
(b) Obtener la solucién 6ptima mediante el método del simplex.

(c) Dibujar la region factible e indicar los puntos de ésta en cada iteracién
del algoritmo del simplex.

14. Determinar la solucién éptima de los problemas lineales:
a) min z= 2x;—xs+1x3
s.a: r1+x9—323>6
287 — 19 +2x3 > 8

1‘120
b) mar z= x1+x9— 213
s.a: I1+2ry—13<2
314+ 2x3<9
z1,23 >0

15. Resolver el problema, lineal:

2x1 — 3x9 + s
sa: r1+2r:<8

2r1 +xo+ 23 =12
T1,72,73 > 0

max

16. Resolver el problema lineal:

min z= x1 + To+ 4x3
s.a: T1+2ro—1x23>20

3r1+z3=14

1 —x9 <0

z1,T2,23 20

17. Resolver el problema lineal:

min z= x1+xo+4x3
s.a: x1+4+2x9—1x3>20

3ri+x3=14

1:1—])220

z1,72,23 >0

18. Resolver por el método de las penalizaciones y el de las dos fases el problema
lineal.
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min z = 15zx1 4+ 1029 4+ 93 + T4
T + x9 + x3 + x4 = 1000
x3 > 400
3x1 + 4x9 + dx3 + 624 < 4000
221 + 3x9 + 4x3 + Sx4 < 3300
T1,T2,%3,T4 = 0

2.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

1. Solucién:

(a) El nimero méximo de soluciones bésicas es Cy 2 = 6. En este caso sélo

hay 5.
Variables bédsicas  Variables no bésicas Solucién
r1=4 z3=2 Ty =x4=0 Solucién bésica factible
Io = %—, I3 = —%’— r1=24=0 Solucién bdsica factible
To==2, 24=25 r =x3=20 Solucién bésica infactible
T3 = %, =% 1 =22=0 Solucién bésica factible
rn=-3, =25 o =x3=10 Solucién bésica infactible

(b) El nimero méximo de soluciones bésicas es Cs 2 = 6. En este caso hay
exactamente 6.

2. Solucion:

{(a) La solucién 6ptima dnica es 1 = 0, z2 =0, 23 =0, 24 = 4, 5 = 0,
g =0, 27 =4; z=20.

(b) La solucién 6ptima unica es z1 =0, zg =0, z3 =6, 2z =24.
(¢) La solucién 6ptima tnica esx; =3, z2 =1, z2=25.

(d) La solucién éptima unica es 11 =0, 220 =0, 22 =7, 2z =28.
3. Solucion:

(a) Problema no acotado.

(b) La soluci6n 6ptima tnica es z1 = 22y =0,25= B =21
4. Solucién:

(a) La solucién 6ptima tnica es z1 = 44, o =74, 3 =0; 2z = 88.

(b) La solucién 6ptima dnica es 1 =2, 2 =3; z=18.
5. Solucidn:

(a) La solucién éptima tnica es 1 =5, zo0 =0, 2z = 10.
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(b) La solucién éptima udnica es z1 = 300, zo = 200, z = 3100.
6. Solucién:

(a) Si las variables son irrestringidas el problema es no acotado.

(b) Si las variables son no negativas, la solucién tnica es 77 = 3, o = 0,
z=29.

7. Solucién:

La solucién optima unica es xr1 =4, x90 = 4; z = 16.
8. Solucién:

(a) Hay soluciones muiltiples: x1 =0, 20 =4, z2=4 y x; = 1.5, x5 = 2.5,
z=4.

{b) Problema no acotado.

(c¢) La solucién 6ptima tnica es z; =0, 2 =0, 2z =0.

(d) La solucién 6ptima unica es x1 = 7/2. o = 3/2, z=27/2.
9. Solucién:

(a) Problema infactible.

(b) La solucién éptima es 1 =6, z0 =0, z3 =0, z = 12.
10. Solucién:

a) Problema infactible.

(
(b
(

)

) La solucién éptimaes z, =3, 70 =3, 23 =0, z = —9.
¢) La solucién 6ptima es =2 20=0, 2=2.

)

(d Problema no acotado.
11. Solucién:

(a) La solucion éptimaesx1 =0, 220 =0,z23=9, 14 =10, =z = 87.

(b) La solucién éptima es xy = %, Ty = %, r3=0, z= %1

12. Solucién:

(a) La solucién éptima tnica es (zy, ra,3,T4) = (%,O, %, %) con z= g.
(b) La solucién éptima unica es
4 12 60
(r1,22,23,24,25) = (0,3,%,0,0) con z=-=.

13. Soluciodn:
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(a) El problema escrito en forma estdndar queda:
maxr 2= I+ I
sa: xr1+2r9—x3=1
311 +2I2 +x4 = 8
Iy — T2 — X5 = 0
T1,X9,T3,%4,T5 > 0

)

(b) La solucién 6ptima tnica es (z1.22) = (§,§) con z=
14. Solucién:

(a) Problema no acotado.

(b) La solucién 6ptima tnica es (1,22, 23) = (3,—%,0) con z=

oot

15. Solucién:
El problema tiene una unica solucién éptima (x1,x2,23) = (0,0,12)  con
z = 60.
16. Solucién:
La solucién éptima tnica es (x1,z2, z3) = (14/3,23/3,0) con =z =37/3.
17. Solucién:

El problema es infactible.

18. Solucién:
La solucién éptima tnica es
(x1,29, 3, 24) = (400, 200,400,0) con z= 11600.
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Ejercicios tema 3

Dualidad en programacion
lineal

3.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 31 Obtener el dual de los siguientes programas:

a) max z= Ccx by mar z= C(x
s.a: Ax>b s.a: Az <b
x>0 x irrestringida
¢) min z= (= d) min z= (z
s.a: Ax=19> s.a: Az <b
z>0 <0

a) Para obtener el dual del programa:

mar z= cz mar z= Cczx
s.a: Ar>b B s.a: —Ar<-b
z>0 z>0

Por la definicién de dualidad:

min w= =¥y
s.aa: —Ay>e
y=0
Cambiando y = —y; resulta el programa dual:
min w= by

saa: Ay >ec
y1 <0
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b) Para obtener el dual de este programa:

mar z= cz
s.a: Ax<b
z rrestringida

Defino ¢ = z; — x2 y por tanto obtenemos:

mar z= ¢ (17— x2)
sa: Alx;—x9)<b
x Z 07 Z2 Z 0

e (5)(2)
s.a: (A]-A)(_x;z)gb

-’5120, 1'220

Usando la definicién de dualidad:

min w= by
- ! c
s.a: (A|—A)y§<_c)
y=>0
min w= by
Aly c
e (4 )=( %)
y=0

Y por tanto, la forma dual es:

min w= by
sa: Ay=c
y=>0

c) Para obtener el dual del problema:

J

. oy min z= ¢z
min z= (cx Az >b
sa: Ar=b = s.a:
>0 —Azx > -b
T z2>0
Hallando el dual:
max w= (bV|-"b)y
sa: (A | -4 )y<c
y=>0
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y120, y2 20

Tomando ¢ = y; — y2 , el dual toma la forma:

max w= by
sa: Ay <c
y' libre

d) Para obtener el dual del problema:

min z= ¢z
sa: Az <b
<0

Aplicamos, en esta ocasién, las reglas de dualidad. En un problema de mini-
mizacién, las restricciones de < dan lugar a variables duales de < y las variables
negativas a restriccciones > para el dual. Por tanto el problema dual ser4:

max w= by .
sa: Ay>c
y<0

Ejercicio 32 Hallar los duales de los siguientes problemas:

a) min z= I1+2z *
s.a: 2r;+4xs <16
1 —x9=23
27125
1:171:220
b) min z= 2+ xo+ 23

saa: 3xy —xo+4x3 > 2
2z 4+ 529 —x3 > 4
z1 2 0,22 € 0,23 irrestringida

a) Para obtener el dual del problema:

min z= I+ 29
s.a: 2x1+4x2, <16
xl—:c2:3
.23125

71,72 >0
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Si aplicamos las reglas de dualidad siguientes:
La primera restriccién hace que la variable dual correspondiente, y; sea de <.
La segunda restriccion hace que la variable dual correspondiente ys, sea libre.
La tercera restriccién hace que la variable dual correspondiente y3 sea de > .
Ambas variables con signo > hacen que las restricciones del dual sean ambas
desigualdades de < .

Por tanto el problema dual es:

max w= 16y + 3y2 + dys
sa: 2y+ytys <1
dyp —y2 <2
y1 <0, yo libre, y3:> 0 irrestringida

b) En esta ocasién detallamos todo el proceso:
min z= 2r1+T9+ T3
s.aa: 3ry —x9+4r3>2
2r1 +5x9 —x3 >4
x1 > 0,20 < 0,23 irrestringida

/
. . To9 = —X
Definiendo las variables , %, obtengo:
. I3 = $3 - .’L‘S
3. —_ / / 1
min z= 2r1— T3+ Ty— T3

s.aa: 3y + xg +4ah — 4y > 2
2r) — 5xy — x4 + 2y >4
x1 > 0.29 > 0,25 > 0,28 >0

Como estd escrito en forma canénica minimizante, hallo directamente el dual que
resulta:

max w= 2y + 4y

3y1 +2y2 <2
y1— Y < -1
dyp —p2 <1
—4dy1 ty2 < -1
yn20,y220

max w= 2y + 4y
3y1 + 2y <2
= s.a: —y1+y2>1
dy1 —y2 =1
y1 20,4220

Ejercicio 33 Hallar el dual del siguiente problema y obtener la solucion del primal
y del dual

max 2z= I+ 612
sa: T1+xTo>2
1+ 319 <3

1.‘120.1‘220
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Expresdndolo en forma candénica maximizante obtenemos:

max z= x4+ 6xs
s.a: —x1—x2< =2
1+ 310 <3
z1 20,2220
min w= =2y; +3y2
sa: —ypty=21
1
Su dual es 1+ 3y > 6
1n=>09220

Cambiando y; = —y obtenemos:

min  w = 2yy + 3y
sa: Yty =1

Y1 +3y2 > 6

y1 <0, 92 >0

331

Para resolver el primal se afiaden variables de holgura y una artificial para la
primera restriccién. La tabla inicial y las restantes tablas hasta llegar al 6ptimo son

las siguientes:

Tabla 1 1 6 0 -m 0
Max T I I3 T4 Is5
—m x4 | 1 1 -1 1 0 2
0 5 | 1 0 0 1 3
-m—-1 —-m—6 m 0 0 —2m
Tabla II |1 6 0 —-m 0
Max T o T3 4 Ts
2
—m T4 IE.I 0 -1 1 -:3l 1
6 T2 | % 1 0 0 z 1
=m4+1 0 m 0 S +2]-m+6
Tabla IIT | 1 6 0 -m 0
Max 1 Iz X3 X4 5
1 1 1 0 _Td % :2l 3
6 wmlo 1 ¥ 3 rif
00§ =rm i 13




332 EJERCICIOS TEMA 3. DUALIDAD EN PROGRAMACION LINEAL

La solucién 6ptima para el primal es:

o

_3 _1 _
=3, T2=35, 2=
La solucién del dual es:

_ ., —_ =3 _ =3 . _5 _9
N=xu=5t+tm-—-m==3", p=22=35, W=3.

Ejercicio 34 Hallar la solucion del siguiente problema por medio de la tabla éptima
del problema dual

min 2= x1+ 222
s.a: T9<2
]+ 229 <3

x1, To libres

El problema dual es

max w= 2y + 3y

y1=1

S.a .
y1+2y2 =1
ylS()v 9230

Para resolverlo transformamos las variables en no negativas mediante el cambio

Y1 = —¥i, Y2 = —Yh, con lo que el problema toma la forma:
max w= -—2y] —3yh
~y =1
5.a:
-y -2y =1
y120, y220

Anadiendo variables artificiales la tabla inicial resulta:

Tabla 1 -2 -3 -m —m

Max v Y1 T3 T4

—-m xz3 | 0 -1 1 0 1

—m x4 | —1 —2 0 1 1
m+2 3m+1 0 0 —2m

La tabla es 6ptima. Como las variables artificiales son positivas, el problema es
infactible, por lo que el problema primitivo ha de ser no acotado o infactible. En
este caso es no acotado, ya que al menos admite la solucién factible z; = 0, xz2 = 0.

Ejercicio 35 En el siguiente ejemplo x1, T2, T3, T4 representan las cantidades de
los productos que se pueden fabricar en un proceso en el que hay limitacion de tiempo
de maquinaria para producirlos. Se tiene que
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max z= 4x;+6xy+3r3+ 24
s.a: 1.5xy + 2z9 + 4x3 + 3z4 < 550 (Tiempo mdquina A)
4x) + 2o + 2x3 + x4 < 700 (Tiempo mdquina B)
211 + 3z2 + lz3 + 274 < 200 (Tiempo mdquina C)
120,22 20,2320, 24 20

a) Resolver el problema.

b)Usando la tabla dptima, halle la solucion del dual.

¢)s Qué mdquinas estdn trabajando al mazimo?

d) Si vamos a aumentar la produccion de alguna de las mdquinas, scudl ha de tener

prioridad? ;Por qué?

a) Si resolvemos el programa primal, la tabla inicial, tras introducir las variables de
holgura, es:

Tabla I 4 6 3 1 0 0 0

Max Iy IT9 T3 T4 Ty Tg Iv

0 s | 1.5 2 4 3 1 0 0 | 550
0 Te | 4 1 2 1 0 1 0 | 700
0 7 | 2 3x 1 2 0 0 1 200
2§ — ¢ -4 -6 -3 -1 0 0 0 }z2=0

Las tablas que aparecen a continuacién corresponden a las distintas iteraciones
del algoritmo del simplex para este programa lineal. En las sucesivas tablas,
aparece con asterisco el elemento pivote correspondiente.

Tabla I |4 6 3 2 0 0 O
Max I Iy X3 T4 Tz Tg 7
0 T 1 0 0% 5 1 0 _2 | 1250 _
° | % g 1 1| 1o
0 Te }— 0 :{ g 0 1 -3 -
6 |2 1 & 2 0 0o & |2
Zj ~ ¢ 0 0 -1 3 0 0 2 z =400
Tabla IIT | 4 6 3 2 0 0 0
Max T To I3 T4 Zs Te xT7
L 1 2 I
3 7 g 0 1 3§ 0 125
0 6 |4 0 0 -3 —3 1 0 |425
6 zw |1 0 I —-%= 0 2 |25
25 —Cj % 0 0 % % 0 % z =550

La solucién del primal es

1 =0, 29 =25, 23 =125, x4 = 0; con z = 550.
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b) La solucién éptima del dual es
yn=+3=03,y=0,y3 =2 =18; con w = 550.
c) Las mdquinas que trabajan al mdximo son la A y la C, ya que son nulas sus

variables de holgura.

d) Para decidir qué mdquina ha de aumentar la produccién, ésta serd La C, ya que
es la que tiene mayor precio sombra, y por tanto un aumento de 1 unidad de tiempo
en esta méaquina aumentard el valor del objetivo en 1.8.

Ejercicio 36 Hallar el dual del siguiente problema y obtener la solucion del primal
y del dual

max 2= 3x1+4xs
sa: x1—x2<1
r1+x2 >4
1131—3.l'2§3

1 20,1220

Hallamos el dual usando las reglas de dualidad, y obtenemos que el programa
dual es:

min w= y +4y2 + 3ys
yity2tys =3
—y1+y2—3y3 = 4
n ZO’yQ S07y3 20

8.a:

Para resolver el primal afiadimos variables de holgura y una variable artificial:

max z= 3x; +4xo
s.a: Ty —To+x3 =1
r1+z2 —xstxs =4
T — 319 + e =3
.17120

La tabla inicial del simplex es:

Tabla I 3 4 0 0 "—m O

Max I T2 r3 T4 I3 Tg

0 x3 | 1 -1 1 0 0 0 1

—-m x5 | 1 M 0 -1 1 0 |4

0 e | 1 -3 0 0 0 1 3
-m—-3 -m—4 0 m 0 0 —4m
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Tabla II | 3 4 0 0 —-m 0

Max Ty Tz X3 XTg4 Ts Tg

0 r3 | 2 0 1 -1 1 0 5

4 |1 O O -1 1 0 4

0 ze | 1 0 0 -3 3 1 15
1 0 0 -4 m+4+4 0 16

Deberfa entrar en la base la variable x4, pero como toda la columna es negativa
no podemos sacar ninguna variable de la base. En este caso el problema es no
acotado. La direccién detectada de crecimiento de z es:

r1=0, Zo=4+A a3=5+X% x4=A x5=0, x6=154+3X
El valor del objetivoes: z= 3z;+4xy =3 Xx04+4x(d+X)=16+4X
que tiende a oc con A.

Como el problema primal es no acotado el dual es infactible.

Ejercicio 37 Resolver usando el algoritmo dual del simplex el programa:

min z= x1+2x3 + 33
sa: T1—To+x3>4
1+ 22+ 223 <8
$2—I322
1'1,1'2,1'320

Si cambio de signo la primera y tercera inecuacién y afladiendo variables de
holgura obtengo la tabla siguiente:

Tabla, 1 1 2 3 0 0 0

Min Ty Ty T3 T4 Ts Te

0 g |[ED 1 -1 1 0 0 —4

0 xs | 1 1 2 0 1 0 8

0 z6 | O -1 1 0 0 1 -2
-1 -2 =3 0 0 0 z=0

El més negativo de los términos independientes es el primero. Considerando sélo
los elementos negativos de la primera fila

. Z2i—C; . —_ — .
min=4t— = mln{_—i, _—?} = 1, que corresponde a la primera columna. Por
Yrj
tanto el pivote estd en la primera fila y primera columna. Pivoteando sobre este
elemento se obtiene:
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Tabla II |1 2 3 0 0 O

Min I I2 I3 T4 Iy T

1 T |1 -1 -1 0 0 |4

0 zs | 0 2 1 1 1 0 |4

0 z6 | O =D 1 0 0 1 -2
-1 -2 -3 0 0 0 |z=4

En esta ocasién s6lo hay un valor negativo en la fila por lo tanto sélo hay un
posible pivote, en la segunda columna, obteniéndose la siguiente tabla:

Tabla III |1 2 3 0 0 0
Min Iy T2 X3 T4 ITs Tg
1 1 |1 0 0 -1 0 -1|6
0 zs |0 0 3 1 1 2 0
2 T | O 1 -1 0 0 -11]2
0 0O -5 -1 0 -3 2=10

La solucién 6ptima es
1 =6, 20=2, x23=0, z4=0, z5=0, zg=0; conz=10.
Esta solucién es degenerada porque la variable bésica x5 = 0.

Ejercicio 38 Dado el problema

max z= 2z +4x9
s.a: —2x1 —3xy > —12
r1+z0=4 )
5r1 + 6x9 < 18
1+ a9 <8

1 > 0,x2 irrestringida

a) Determinar el dual en forma simétrica.

b) Resolver el problema dual. Obtener a partir de esta solucidon la del primal,
usando el teorema de holgura complementaria.

a) Expresamos el problema dado en forma candnica de maximizacion:

max z= 2z +4xs
s.a: —2xry—3ry > —12
r1+20=4
5z + 622 < 18
1+ 22 <8
1 > 0, 2o irrestringida
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Cambiamos de signo la primera restriccién, descomponemos la segunda en dos res-
tricciones en desigualdad, y obtenemos:

max z= 2x1+4xz,
s.a: 2r1+ 3z, <12
r1+22 <4

—X1 — T2 S —4

By + 6x0 < 18

T +x2 <8

1 > 0, x9 irrestringida

Hacemos el cambio
Ty =xH — Ty

max z= 2z + 4z5H — 4x5
s.a: 2xy+ 3xh —3xy <12
Ty +ah—xf <4
—x1—ah+ah <-4
5zq + 625 — 625 <18
T1+ah—axy <8
x1,xh,25 >0

El dual de este problema es:

min w= 12y + 4yo — 4ys + 18y4 + 8ys
2y1 +y2 — Y3 +5ys +ys > 2

sa: 3y +y2—ys+6yst+ys >4
—3y1—Yat+ys —6ys —ys > —4

v >0 i=1,2,..,5

b) Para resolver este problema conviene cambiar de signo las ecuaciones y resolverlo
por el algoritmo dual del simplex. Aplicando el algoritmo dual, obtenemos la solucién
6ptima.

La solucién éptima del dual resulta:
y1=0,9=0y3=8 ys=2, ys =0, w=4

El teorema de holgura complementaria nos indica que son nulas las holguras de la
ecuacion tercera y cuarta del primal, ya que las variables correspondientes del dual
no lo son.

Sustituyendo esta solucién en el primal obtengo:

—1'1—1'/2+l‘/2,:—4 —Il—I2:—4 - .1‘1:6 —4
51 + 61 — 6z = 18 5xy + 6zy = 18 zp=-2 °° "
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Ejercicio 39 Dado el problema:

max 2=2x1+ o
sa: 3r1+x9 <10
2r1 + 829 < 20
2120, 2220

a) Resolverlo usando el algoritmo de simplex revisado.
b) Hallar la solucion del problema dual usando el teorema de holgura complemen-

taria.
a) Afadiendo las variables de holgura resulta:

max 2 =211+ 22
sa: 3x14+ a9+ x3=10
2ry + 8x9 + x4 = 20
2120, 22 2>0

Iteracién 1:

Partiendo de las variables basicas x3, x4, la matriz bésica es

(10 L (10
=5 %) 7= (0 1)

El vector multiplicador del Simplex es:

§=cp-B71=(0,0).

Si calculamos los z; — ¢; tendremos:

av—en=0,0( 2 L) -1 =(2-1
2 8
La variable de entrada serd x; con coste reducido —2.
10 3 3
. ol .
Si calculamos y; = B a1—<0 1)<2)_<2),

10 10 10
) P& . _ p-lp —
La solucién actual es: =B b= ( 0 1 > < 20 ) = < 20 )

10 20} 10

Y la variable de salida serd xs pues min {?, S(=73

Iteracién 2:

Las nuevas variables bdsicas son x1, x4, y la matriz bdsica es
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El vector multiplicador del Simplex es:

§=cp-B =2 0)<_%2 ?):(% 0).

Si calculamos los z; — ¢; tendremos:

11 )
sx-ev=(3 0) (5 g )=(10)=(-% 3)
La variable de entrada serd x5 con coste reducido —%.

i 0 1 1

Si calculamos yo = B7lay = < I ) < g ) = ( & )
-3 3
1 10

La solucién actual es B~ b= 3, 0 109 _ B ).
2 1 )\ 2 &

10 40 40

Deja de ser bdsica x4 pues se cumple que min {—i—, @_55} =

3 3 3

Iteracién 3:

Las nuevas variables bdsicas son x1, x2, v la matriz bésica es:

a=(30) m=( 4 F)

El vector multiplicador del Simplex es:

4 1
§=cp-B'=(2 1)(_1% 2£2>=(1—71 % )

22

Si calculamos los z; — ¢; tendremos:

—_

10

_( 1 2 (7 A

o= (% ) (g 1 )-(00)=(F %)

Los costes reducidos son no negativos, por lo tanto la presente solucién es éptima.

4 _ 1 10 30
La solucién actual es B~1b = < L £2 ) < ) = < 3 ) .
“i1 » 20 55

=
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b) Por ser distintos de cero los valores z1 y 2 las variables de holgura del dual son
nulas. Por lo tanto bastard resolver el sistema:

3y1 +2y2 =2
Y1 +8y2 =1
Y por tanto, la solucién del dual es: {y; = 15; y2 = 55, }

El valor del objetivo del dual es 2z =10y, + 20y, = 10 x £ +20 x & = 5.

Ejercicio 40 Una empresa que produce mezclas de frutas enlatadas dispone de
10.000 kg de peras, 7.500 de pifia y 10.000 de cerezas. La empresa produce dos
tipos de mezclas, cada una en latas de un kilo. La primera mezcla tiene la mitad de
peras y la mitad de pifia y se vende a 20 w.m. la lata. La sequnda mezcla tiene un
tercio de peras, un sexto de pinia y la mitad de cerezas, y se vende a 10 u.m. la lata.
Se pide:

a) Plantear razonadamente un modelo de programacidn lineal del problema y re-
solverlo grdficamente.

b) Obtener la solucidn dual e interpretar econdmicamente los valores de las variables
duales.

a) Tomando las unidades en miles de kilos, representamos las variables y restricciones
siguientes:

Si llamamos a las variables del problema:

27 = numero de latas de la mezcla 1.
r9 = nimero de latas de la mezcla 2.

Entonces las restricciones del problema son las siguientes:

iri+ %-’132 < 10 3r1+ 2z < 60
3Z1+ §$2 < 75 = 3z1+ 1z < 45
52 < 10 T2 < 20

Las variables x1,z2 han de ser positivas y enteras.
La funcién objetivo es: Max z = 20x1 + 10z5.

Si resolvemos el programa lineal usando el método geométrico, obtenemos que la
regién factible es la que aparece en la siguiente figura:
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min w = 10000y, + 7500y, + 10000y;
s.a: %yl + 332 > 20
31+ 5y + 3y3 > 10

Y1, Y2, y3 > 0 enteras

Usando el teorema de holgura complementaria, como las variables x1,22 son no
nulas en la solucién 6ptima del primal, entonces las dos variables de holgura del
programa dual son nulas, con lo que la solucién 6ptima del dual debe verificar el
sistema siguiente de restricciones para el programa dual:

$U1+ 332 =20
3+ sy +3ys =10

Y como la variable de holgura de la tercera restriccién del primal es no nula, entonces
se debe cumplir que y3 = 0.

Si tenemos en cuenta que y3 = 0, y resolvemos el sistema de ecuaciones anterior,
obtenemos la solucién 6ptima del dual, que es: y1 = y2 = 20, y3 =0; con
w = 350.000.

Si aumentan en A la cantidad de kilos de peras o de pinas, el beneficio aumenta en
20A. En cambio si se aumentara la cantidad de cerezas el beneficio no aumentarfa
porque el precio sombra del kilo de cerezas es 0.

3.2 Ejercicios Propuestos

1. Empleando el teorema de holgura complementaria en forma canénica, obtener
las soluciones primal y dual de los programas:
a) mar z= 10z1 + 322 + 93
s.a: 5z, + 6xe+ 3r3 <40
z1,22,23 2 0

b) max z= 10z + 24xp + 20x3 + 2024 + 2515
s.a: x1+xg+2x3+ 34+ 5z5 <19
2z +4ao + 3x3 + 204 + 25 < 57
T1,T2,Z3,%4,%5 > 0

2. Obtener razonadamente el dual de los siguientes problemas de P.L. y hallar
las soluciones primal y dual tras estudiar las posibles formas de resolverlo:
a) mar z= —3x; — 22 —4x3
s.a: x1 —3r2+2x3>3
2r1 + 19 — 223 > 2
T1,T2,%3 2 0

b) mar z= 2r;+3x2+ 3
s.aa: 4xr,+3x2+2x3=06
T1+ 229 + 523 =4

£E1,1'2,CL'320
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c) min z=

s.a:
d) min z=
8.0
e) min z=
5.a:
f) mar z=
s.a:

343

1 + 39 + 223
3ry+x2+ 32357
4r1 +2x9 2> 6

—4x, — 229 + 823 < 10
r1,23>0, 12 <0

Ty + o+ 23
1 —3xg+4x3 =5
1 — 219 <3
2%2—1‘324

1,22 >0, x3 irrestringida

1+ 219 + 313
1 — 2o+ x3 >4
]+ T2+ 223 <8
T9g — T3> 2
1‘1,.272,1‘320

1 + 329
1+ a9 <2
—x1+x2 <5
261 +x2 =06
T1,x2 20

3. Dados los programas lineales siguientes, resolverlos mediante el algoritmo dual
del simplex y obtener las soluciones primal y dual.

a) mar z=
s.a:

b) maxr z=
S.a

—3x1 — 4x9

2x1 4+ 312 2> 5
—3z1 + 4z, <10
-1+ 222> 6
z1,22 >0

1 + 3z — 4x3

221 +x9+x3 > 3
—X1 —31‘2—2I3 24
Z1,T2 207 T3 SO

4. Plantear el dual del problema:

maxr

Z =
s.a:

—31‘1 —2;152 —41'3
T3+ 3z9 +2x3 >3
2ry + 19 — 223 <5
x1,22,23 2 0

Obtener las soluciones primal y dual del problema anterior, estudiando pre-
viamente las posibles formas de resolverlo y aplicando la més adecuada.
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5. Dado el problema lineal:

mar z= x1+ 3xy— 213
s.a: 3x1+xro+3r3<7
4y +2x9 > 6

—4.1‘1—2172—8.1‘3 < 10
1,22 20 23 <0

Obtener razonadamente el problema dual y hallar las soluciones de ambos.

. Dado el problema lineal:

mar z= X1+ 3x2+ 2x3
s.a: 3xi4+xe+3r3<7
41 + 229 26

—4x1 — 2x9 + 8x3 < 10
z1,73 20 12 <0

Obtener razonadamente el problema dual y hallar las soluciones de ambos.

. Una empresa agricola tiene una granja de 100 hectdreas, dispone de 20.000

u.m. para invertir y 4.000 horas-hombre de mano de obra. La empresa puede
invertir en dos cosechas: trigo y maifz; y en tres tipos de animales: vacas,
cerdos y gallinas. Para la cosecha no se necesita inversién inicial, pero cada
vaca costard 500 u.m., cada cerdo 100 u.m. y cada gallina 5 u.m.

Cada vaca necesita 0.2 hectdreas de terreno y 75 horas-hombre y proporcionard
un beneficio anual de 400 u.m. Cada cerdo necesita 0.1 hectdreas de terreno
y 25 horas-hombre y proporcionard un beneficio anual de 50 u.m. Las vacas
v cerdos deberan ir a un corral y no se desea que ese corral ocupe més de 15
hectdreas.

Las gallinas no necesitan terreno de la granja, pues irdn a un gallinero con
una capacidad méaxima de 600 gallinas; cada gallina requiere 1 hora-hombre
y proporciona un ingreso anual de 2 u.m. Por otra parte, las necesidades de
horas-hombre y el beneficio anual por hectdrea sembrada son:

| Trigo | Maiz
30 40
600 900

En caso de que no se necesite una parte de las horas-hombre, los traba-
jadores de la granja pueden trabajar en una granja vecina con un beneficio
de 5 u.m. por hora-hombre empleada. Resolver el problema de programacion
lineal planteado, obteniendo las soluciones primal y dual con sus respectivas
interpretaciones.

Horas — hombre
Beneficio anual

3.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

1. Solucién:



3.3. SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS 345

(a) 21=0,22=0, z3=2, y1 =3, z=w=120.

(b) $1:0,$2=14, x3=0, :L‘4:O, 5175:]., (3] :4, y1:5, z=w = 361.
2. Solucién:

(a 371:%,31?2:0,3:3:%7 n=5,Y%=5,z=w=—73".
(b) T =23=0,22=2, y1=4%,p2=2, 2=

(c
(d
(e
(f

21 22

)
)
) ri=4,12=-5,13=0, tn=-5 =4 u
) r1=0,12= %, 23= %, y1=%,y2:07ys=
) $1=6,I2:2,$3:O, 91:17y2=0ay3:372=u’:10‘
)

Primal no factible, dual ilimitado.
3. Solucién:

(a) 1'1:2,132:4, ylzoa 3/2:57 932—127Z:w:—22-

(b} Primal no acotado, dual infactible.

4. Solucioén:

21=0, ;y=1,23=0, y1=-2, 1=0, 2=w=—2.

5. Solucidn:
21=0, zo0=43, 73 =-12, y1=14, p=0, =24, 2=w=153.
6. Solucion:
1 = 15, 22 =0, z3 = 0833, w1 = 0667, y» = —0.25, y3 =0,
z=w = 3.1667.
7. Solucién:
Si denominamos las variables de decisiéon V,C, G, T, M, R como sigue:
V = Numero de vacas. C = Nimero de cerdos. G = Numero de gallinas.

T = Hectéreas que se siembran de trigo. M = Hectdreas que se siembran
de maiz.

R = Resto de las horas hombre que se destinan a la granja vecina.
Entonces la solucién 6ptima es M = 100 y el resto de variables nulas.

La solucién 6ptima del problema consiste en sembrar tinicamente 100 hectareas
de maiz, lo que reportaria un beneficio de 90000 u.m.

No se dedica ningun terreno a la ganaderia ni se gasta el dinero dedicado a la
inversién (20000 u.m.). '

La solucién del problema dual es:
=y =ys=ys =0, ya =225
La restriccion cuarta se refiere a las horas de trabajo. Por lo tanto por cada

hora mads de trabajo se prevé un aumento del beneficio de 22.5 unidades mo-
netarias, siempre que quedemos dentro del campo de variacién permitido por
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la base éptima actual. En este caso el rango de variacién para el nimero de
horas es de 0 a 4000 horas. Por tanto este valor de 22. 5 por unidad sélo es
vélido para la disminucién del nimero de horas que acarrearfa una pérdida del
beneficio.



Ejercicios tema 4

Analisis de sensibilidad

4.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 41 Resolver el problema de P.L.

Max 7 = 3x1 + 229 + 23
s.a.: X1 +2x0+ 13 <10
1+ +223<9
2x1 + 3x3 <12
Z1,T2,T3 >0

(4.1)

y usando su tabla dptima ver que ocurriria si la funcion objetivo pasara a ser Z' =
1 + 3z — 3.

Si resolvemos el programa usando el algoritmo del Simplex tenemos la tabla
inicial siguiente:

Tabla I| 3 2 1 0 0 0
Max T1 Tg X3 T4 I Tg XgB
T4 0} 1 2 1 1 0 0 10
s 0] 1 1 2 0 1 0 9
g 0l 2* 0 3 0 0 1 12
Z; —Cj -3 -2 -1 0 0 0| Zy=0

Como la tabla anterior no es 6ptima, pivotamos sobre el elemento marcado con

asterisco, y tras efectuar las iteraciones correspondientes, obtenemos las tablas que

aparecen a continuacion.

La variable de salida es z1 y la variable de salida es z¢ pues min{12, 2 12} = 6.

Tras cambiar de base, tenemos la siguiente tabla:
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Tabla 11 ] 3 2 1 0 0 0
Max I ) I3 T4 Is Te XB
s 00 28 —12 1 0 -1/2 4
s 0] 0 1 1/2 0 1 -1/2 3
) 3|1 0 32 0 o0 1/2 6
Z; - C; 0 -2 7/2 0 0 32 |zZ=18

La variable de salida es x5 y la variable de salida es =4 pues min{%, %} =2.

Tabla IIT | 3 2 1 0 0 0
Max I T2 I3 Ty Iy g XB
9 2 0 1 -1/4 1/2 0 -1/4 2
s 0 0 O 3/4 -1/2 1 -1/4 1
1 3 1 0 3/2 0 0 1/2 6
Z; — Cj 0 0 3 1 0 1 Z =22
La solucién 6ptima es x; = 6, To = 2, x3 =0, Z = 22.

Para hacer el cambio en la funcién objetivo, tenemos en cuenta que

la base es B = (as,as,a;)

XB:B_I-b; yj:B_l-aj; Zj—Cjog-yj—Cj

121100 10 /2 0 —1/4
A=|11 12 010 b=1 9 Bl=| -1/2 1 -1/4

2 0300 1 12 0 0 1/2

Ct = (3727 17070705) Ci; = (2’0’3)

Si hacemos cambios en la funcién objetivo

XB=B_1~b ,ysz‘l-aj, Zj—Cj=BtB-yj—Cj:>

— Z;—C;=Cf} y; = C}

(3,2,1) — C't=(1,3,-1)
=(2,0,3) — CE=1(3,0,1)

Ct
Ch
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—1/4
Z3—-C3=(3,0,1)[ 3/4 |-1==_+3+1=1
3/2

1/2
Zy—Cy=(3,0,1) -1/2 | -0=3
0

~1/4
Zg—Cs=(3,0,1)| —-1/4 | -0=F+
1/2

=1
T

[

Si todos hubiesen sido positivos la solucién seguiria siendo éptima y sélo cam-
biarfa la funcién objetivo. Como nos da un mimero negativo, zg — ¢g < 0, seguimos
haciendo iteraciones hasta que nos salgan todos los valores positivos.

Tendriamos la siguiente tabla:

Tabla IV | 1 3 -1 0 0 0
Max Ty To T3 T4 Ts Te XgB
Ty 3 0 1 -1/4 1/2 0 -1/4 2
s 0 0 0 3/4 -1/2 1 -1/4 1
Iy 1 1 0 3/2 0 0 1/2* 6
Z; - C; 0 0 7/4 3/2 0 -1/4|Z2=12
Tabla V 1 3 -1 0 0 0
Max Iy o X3 T4 I5 Ig Xg
To 3(1/2 1 1/72 1)2 0 0 5
Ty of(1/2 0o 3/2 -1/2 1 0 4
Tg 0 2 0 3 0 0 1 12
Z; —C; /2 0 5/2 3/2 0 0,1Z=15

La solucién 6ptima del programa en el que hemos modificado la funcién objetivo
es:

x1=0, 7o0=5, z3=0, Z' =15
Ejercicio 42 Suponiendo que en el problema del enunciado en el ejercicio que

aparece con la etiqueta (4.1) de la pdgina 347, hacemos cambios en los términos
independientes:

10 12
b= 9 — b = 3
12 6

Resolver el problema resultante.
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Si cambio b — ¥, Xg = B™!.b — X} = B~!.¥ varia, pero las demds
expresiones no varian.

Si nos fijamos en el ejemplo anterior tenemos:

/2 0 -1/4 12 9/2
Xp=B"1t¥=[ -1/2 1 -1/4 5 | =1 -5/2
0 0 1/2 6 3

Si hubiesen salido todos los X positivos, la solucién seria 6ptima, como no es

asf construimos la tabla:

Tabla I1( 3 2 1 0 0 0
Max Tl T2 T3 Ty Ts g XB
Ty 210 1 -1/4 1/2 0 -1/4 9/2
5 0/ 0 O 3/4 —-1/2* 1 -1/4 -5/2
1 311 0 3/2 0 0 1/2 3
Zj—Cj 0 O 3 1/2 0 1 Z=18

La tabla anterior es la tabla éptima del problema primitivo, Tabla III del ejercicio
anterior (ver pagina 348), en la que se ha actualizado el valor de la ltima columna.

Para continuar resolviendo el problema usamos el algoritmo dual del simplex.
Pivotamos sobre el elemento marcado con asterisco en la Tabla I, pues se verifica

que maz‘{:llL/Q-Q-, %/4} =maz{-1,—-4} = -1

Tabla II| 3 2 1 0 0 0
Max 1 Z2 T3 Iy ZIs Zg XB
) 210 1 1/2 0 1 -1/2 2
Ty 0|0 o0 -3/2 1 -2 1/2 5
I 31 0 3/2 0 0 1/2 3
Zj —Cj 0 0 11/2 0 2 1/2 [ Z2=13

La solucién 6ptima es z1 =3, 2 =2, 3 =0, Z =13.

Ejercicio 43 Suponiendo que en el problema del enunciado en el ejercicio etique-
tado con (4.1) de la pdgina 347, hacemos cambios en la columna tercera:

1 2 1+ 20 +2x3 < 10
az=1| 2 | —a3=1{ 2 | =< z1+z24+2235 < 9
3 2 2x1 + 2x3 < 12

Resolver el problema resultante.
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Como esta columna es de una variable no bédsica podemos partir de la tabla
6ptima del problema correspondiente, la Tabla III de la pdgina 348.

Cambiando ay — aj, resulta:
Xp = B—1-bno varfa
y; = b~! - a; varfa la columna yi
Z; — C;j =CY4 -y; — Cj, y por tanto sélo varfa Z — Cy
a) Si Zy — Cj, sigue siendo positivo, la solucién sigue siendo éptima pero su valor
cambia.

b) Si Z — C) pasa a ser negativo, entonces hay que hacer mas iteraciones.

Vamos a ver qué ocurre en este caso:

1/2 0 -1/4 2 1/2
ys=Bliay=| -1/2 1 -1/4 2 | =1 1/2
0 0 1/2 2 1
1/2
Z3—C3=Ch 94— C3=(2,0,3)| 1/2 | -1=3.
1

Y por tanto la solucién anterior sigue siendo éptima porque todos los Z; — C;
son positivos.

Ejercicio 44 Resolver el problema que resulta de aniadir al enunciado del ejercicio
ndmero (41) de la pdgina 347, una nueva variable, x7, con los coeficientes:

1
a7 = 1
-1

y con coste C7=1.

Si afiadimos nuevas variables tenemos:

-'l'n+1,mn+2, fe

Amxn (hay n variables) —
an—f—l, an+27 e

Entonces:
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Xp = B! b no varia
Yy = B‘l-aj Jj =1,2,---nno varfan, pero hay nuevas columnas  yn41,¥n+2," -
Z;—-C;=C%4-y;—C; j=1,2,---,nno varfan, pero hay que calcular

Zn+1 - C'n+1; Zn+2 - Cn+2a U

Vamos a ver qué ocurre en este caso: Introducimos la variable de decisién 7.

Tenemos que calcular y7, Z7 — Cy.

1/2 0 -1/4 1 3/4
y7=Blar=| -1/2 1 -1/4 1 |={ 3/4
0 0 1/2 -1 -1/2
3/4 3 3
Zr—Cr=Ch y7—C7r=(2,0,3)| 3/4 |-1==--=—-1=-1
12 2 2

Si hubiera salido positivo seguirfa teniendo la condicién de éptimo, pero como
no ha sido asi, tenemos que construir la nueva tabla a partir de la Tabla III de la
pagina 348 del ejercicio nimero (41), y obtenemos:

Tabla 1| 3 2 1 0 0 0
Max Z1 o) I3 T4 T5 Zg Ty XB
o 210 1 -1/4 1/2 0 -1/4 3/4 2
s 010 0 3/4 -1/2 1 -—1/4 3/4* 1
oy 311 0 32 0o 0 1/2 -1/2 6
Z; - C; 0 0 3 1 0 1 1 | Z=22

Como no es 6ptima, pivotamos sobre el elemento marcado con asterisco, y
obtenemos que x5 deja de ser bdsica, y entra en la base z7 pues se verifica que
in{l. 2.1 _4 p— .
min{z 71 37 7} = 3. Entonces tenemos la siguiente tabla:

Tabla I} 3 2 1 0 0 0
Max 1 T2 X3 T4 s Te T7 XgB

x2 210 1 -1 1 -1 0 0 1

z7 110 0 1 -2/3 4/3 -1/3 1 4/3

1 3|1 o0 2 -1/3 2/3 1/3 0 20/3
Z; - C} 0 0 4 1/3 4/3 2/3 0 | Z=70/3

Y la solucién 6ptima para el nuevo problema es:
=%, z2=1, z3=0, z:=%, Z=70/3.
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4.1.

Ejercicio 45 Si incluimos la restriccion: x1 +x2 < 7, en el problema enunczado en
(4.1) de la pagina 347. ;Cudl seria la nueva solucidn dptima?

Como la nueva restricciéon es 1 + 20 < 7= z1 + 22+ ... + 7 = 7, donde 7 es
una variable de holgura.

Cuando incluimos restricciones, si la solucién X g verifica las nuevas restricciones
entonces es Optima. Si no verifica alguna restriccién hay que incluirla en la tabla.
Como la solucién éptima Xp del problema original del ejercicio (4.1) es: z; =
6, 2 =2, x3 =0, y no verifica la restriccién anterior, entonces hay que incluirla.

Si partimos de la tabla 6ptima del problema inicial, Tabla III (ver pagina 348),
tras afiadir la variable 7 a la base, obtenemos la siguiente tabla:

Tabla I1{ 3 2 1 0 0 0 0
Max 1 T 3 T4 Ts Te 7 XB
2 2|0 1 -—1/4 1/2 0 -1/4 0 2
zs 0| 0 0 3/4 -—1/2 1 =1/4 0 1
z1 3|1 0 32 0 0 1/2 0 6
70 0 0O 0 0 1 7
Z; —Cj 0 0 3 1 0 1 0| Z=22

Los valores que aparecen encuadrados en la tabla anterior, tenemos que hacerlos
cero. Conseguimos hacerlos cero simultdneamente restando a la cuarta fila de la
tabla las filas 1 y 3, asi obtenemos la siguiente tabla:

Tabla II| 3 2 1 0 0 0 0
Max 1 X2 I3 T4 s Tg T7 XB
To 210 1 =-1/4 1/2 0 -1/4 0 2
Ts 00 0 3/4 -1/2 1 -1/4 0 1
T 311 0 3/2 0 0 1/2 0 6
7 0|0 0 -5/4 -1/2* 0 -1/4 1 -1
Z; —Cj 0 O 3 1 0 1 0| Z=22

Si aplicamos el algoritmo dual del simplex, tenemos que sale de la base 7 y entra
en la base x4 pues:

31 1
—5/4’~1/2' —1/4

maz{ } = maa:{_le, —2,—-4} = -2.
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Tabla IIT | 3 2 1 0 0 0 0
Max I X2 I3 Ty I5 Tg I XB

o 210 1 -3/2 0 0 -—-1/2 1 1
s 0 0 0 2 0 1 0 -1 2
I3 3|11 0 32 o0 0 1/2 0 6
Iy 0ojlo o 52 1 0 1/2 =2 2

7, — C; 0 0 12 0 0 1/2 2 [Z=2

La solucién 6ptimaes x; =6, o =1, 23 =0 con Z = 20.

Ejercicio 46 Dado el programa lineal:

Max Z = 3x1 + 5o
s.a.: 3xy + 229 < 18
Iy S4
) §6
x1,r2 >0

(a) Determinar la solucién Sptima.
(b) Efectuar el andlisis de sensibilidad para cada coeficiente de coste.

(¢) Efectuar el andlisis de sensibilidad para los dos coeficientes de coste.

(a) Para determinar la solucién 6ptima del programa lineal:

Max Z = 3xq + 5xq
s.a.: 3r1 +2x9+x3=18

1‘1+[L‘4=4
T2+ x5 =6
xy,cee 2520

Si construimos la tabla del simplex tenemos la tabla inicial y las restantes, en
las que pivotamos sobre los elementos etiquetados con asterisco, y asf obtene-
mos las siguientes tablas:

Tabla 1] 3 5 0O 0 o0
Max r1 Iy I3 T4 Iy Xg
T3 0f 3 2 1 0 0 18
T4 0] 1 0 0 1 0 4
Is 0] 0 * 0 0 1 6
Z; —C} -3 -5 0 0 0|Z=0
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Tabla I | 3 5 0 0 0
Max 1 o T3 T4 s XB
T3 013 0 1 0 =2 6
T4 0] 1 0 0 1 0 4
To 510 1 0 O 1 6
Z; = C; -3 0 0 0 5 | Z2=30
min{$,4} =2
3 5 0 0 0
Max T T2 I3 Tq Is Xp
T 311 0 1/3 0 -2/3 2
T4 0|0 0 -1/3 1 2/3 2
T 510 1 0 0 1 6
Z; - C; 0 O 1 0 3 Z =36
La solucién éptima es 1 =2, x2 =6, Z = 36.
(b) Estudio para ¢; (solo varia ¢;).
(&) 23—>61:3+A61
Ha de cumplirse que Z; = C; >0
Hay que estudiar:
1/3
Zh—c3=(3+Ac,0,5) [ —-1/3 | —0=1+43Ac; >0
0
—2/3
Zg-C5:(3+A61,0,5) 2/3 —0=
1
=-2-2Ac1+5=3-3%Ac; > 0.
Entonces:
1+ iA¢ > 0= tAc; > -1 — Ac; > -3 9
{ 3A0120:>%Ac1§3—>A01§% —3§A61§2.

3

Pero como ¢f =¢1 + Ay =3+ Acg = [0 < ) <15/2)

En este intervalo la solucién del apartado (a) sigue siendo 6ptima.

Estudio para ¢y (solo varia cp).

CQ=5—~>C/2:5+AC2
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Ha de cumplirse que Z; — C; >0

Hay que estudiar

1/3
Zy—cs=(3,0,5+Aco)| -1/3 | —0=1>0
- 0
-2/3
Zi—c5=(3,0,5+Ac) | 2/3 |-0=
1

=24+54+Acs =3+ Acy > 0.

Entonces Acy > —3 pero como ¢, = 5+ Acy == ¢, > 2.
2 2

La solucién del apartado (a) sigue siendo éptima si ¢ > 2.

(c)Estudio de la sensibilidad para C; y Cj.

c=3—c=34+Aq
2 =5—ch =5+ Ac

Ha de cumplirse que Z; — ¢; > 0.

Hay que estudiar:

1/3
Zy—c3=(3Ac1,0,54+Acz) | —1/3 | =0=1+3Ac; >0
0
—2/3
ZE —cs = (3+ Ac1,0,5 + Aca) 2/3 -0=
1

= —%Acl +Acp +3>0.

Ejercicio 47 Si consideramos el ejemplo anterior, cuya tabla dptima es la que
aparece etiquetada con (4.2) en la pdgina 355. Estudiar el andlisis de sensibilidad
independientemente para by, bs y bs.

Estudio para b; :

18 18 + Aby
b= 4 — Y = 4
6 6
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' B Yb=B"'(b+Ab) =B 'b+ B 'Ab=
2 1/3 0 -2/3 Aby
+1 -1/3 1 2/3 0 =
6 0 0 1 0

2 1/3Ab, ' 1
B 2+ 34620 Ab; > —6
_(§)+(—1/3Ab1)20:>{2—§Ab120 :>{ Ab; <6

[\

-6 < Ab <6

Como b; = 18 entonces 12 < b} < 24.

La tabla sigue siendo 6ptima pero ahora la solucién 6ptima es:

1

Estudio para by :

Xy = B'%=B"'b+Ab)=B'b+BlAb=

2 1/3 0 -2/3 0
2 |+ -1/3 1 2/3 Aby | =
()0 ) ()

6 0

La tabla sigue siendo éptima, la solucién 6ptima es:

xy =2, xh=6.

2 0
:(2)+(Ab2 ) >0=2+Aby > 0= Aby > -2 <= by > 2.

357



358 EJERCICIOS TEMA 4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Estudio para b3 :

18 18
b= 4 —b = 4
6 6 + Absg

Xz = BW=B"'b+Ab)=B""+B'Ab=

2 1/3 0 -2/3 0

2 |+ -1/3 1 2/3 0 | =
6 0o 0 1 Abs

li

2 —2/3Abs
= 2 + 2/3Ab; > 0=
6 Ab;
2-2Ab3 >0 Abs < 3
— 2+§Ab320 = Aby > -2 — —2< Ab3 <3
6Abs >0 Abg > —6

Como b3 = 6 entonces 4 < b) < 9.

La tabla sigue siendo dptima pero ahora la solucién éptima es:

2
1‘/1 =2- gAbg, 217/2 =6+Ab3.

Ejercicio 48 Una empresa metalirgica fabrica tres tipos de aluminio. El beneficio
por tonelada de cada tipo es respectivamente de 8, 1 y 4 u.m. Para fabricar una
tonelada de cada tipo de aluminio se necesitan respectivamente 6, 3 y 5 kg de man-
ganeso, siendo la disponibilidad mdxima diaria de manganeso de 25 kg. Ademds
para producir una tonelada de cada uno de los tipos se precisa de 8, 4 y 5 horas de
trabajo respectivamente, siendo 20 las horas de trabajo diarias. Se pide:

1. Construir un modelo de programacion lineal para obtener el mdximo beneficio.

2. Obtener el plan de produccidn éptima.

3. Obtener los planes dptimos de produccidon a medida que ocurran los siguientes
cambios, que se consideran acumulativos:
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a) Debido a una fluctuacion de mercado los beneficios por tonelada pasan a ser
de 2, 3y 4. '

b)Por problemas de mantenimiento las horas de trabajo bajan a 18 diarias.

¢) Debido a un nuevo método de fabricacion del aluminio IT sus necesidades de
. manganeso por tonelada se reducen a 2 kg.

d) La empresa se plantea fabricar un cuarto tipo de aluminio de baja calidad que

por tonelada da un beneficio de % w.m., necesita 1 kg. de manganeso y precisa dos
horas de trabajo. sMerece la pena fabricarlo?

1) Si consideramos las variables x; como las Tm. de cada uno de los tres tipos de
aluminio, el modelo de programacién lineal es:

Max Z = 3x1 + x2 + 4x3
S.a.:
6z + 3x2 4+ 513 < 25
3z, + 429 4 523 < 20
z1,%2,23 2 0

2) Aiiadiendo las variables de holgura, obtenemos la tabla inicial de simplex y el
resto de tablas necesarias hasta llegar al 6ptimo:

Tabla 1] 3 1 4 0 0
Max 1 Xy x3 x4 x5 | XpB
T4 0 6 3 5 1 0| 25
5 0] 3 4 5 0 1 {20
Z; = C; -3 -1 -4 0 O 0
Tabla II| 3 1 4 0 0
Max 1 Xy x3 x4 T5 | XB
T4 0 3 -1 0 1 -1 5
T3 412 £ 1 0 i 4
Z,-C, S e R S I TG
Tabla III| 3 1 4 0 0
Max Ty X9 x3 x4 x5 | Xp
m 31 T 0 1 I3
3 4]0 1 1 -+ %213
Z; —C; 0 2 0 % % 17

El plan de produccién éptima es:

% de aluminio I, 0 de aluminio II y 3 de aluminio IIl con Z = 17 u.m.

3a) Si hay fluctuaciones de mercado en los beneficios, tenemos que:
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Realizando estos cambios en la Tabla III anterior, obtenemos las siguientes:

Tabla IV | 2 3 4 0 0
Max 1 Lo T3 Xa zs | Xp
1 2 1 —% 0 %* —% %
z3 4o 1 1 -+ 213
Z; - C; 0 3 0 -% |3
Tabla V| 3 1 4 0 0
Max T1 xTo T3 Tsa 5 | Xp
T4 0 3 —_1 0 1 -1 5
T3 412 £ 1 0 1] 4
Z; —C; % % 0 O % 16

La fabricacién debe ser en este caso 0 Tm. tanto de aluminio I como de aluminio
IT v 4Tm. de aluminio I1I, con Z = 16 u.m.

3b) Si las horas de trabajo bajan, entonces cambian los recursos.

Se trata del siguiente cambio en los recursos:

(2 . (25
b_<20>—’b—(20>
1 -1 25 7
_ -1 _
wm=s=(5 7 ) (%)= %)

Por lo tanto la base actual permanece éptima. En este caso la solucién es:

0 Tm. tanto de aluminio I como de aluminio II, % Tm. del IIL, con Z = 152 u.m.

3c) Si las necesidades de manganeso se reducen, se produce un cambio en una de
las columnas.
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Es un cambio en la columna de una variable no bésica, y por tanto:

== 0 4)(8 '£)<Z>—1:(0 §)<i>—1=%.

Como el programa estd escrito en forma maximizante, y 29 — ce > 0, no cambia
la base éptima y la solucién anterior sigue siendo éptima: 0 Tm. de aluminio I y O
Tm. de al. II, % Tm. de al. III, con Z = % u.m.

3d) Cuando la empresa se plantea fabricar un nuevo tipo de aluminio, tendremos
que anadir una nueva columna.

Se trata en este caso de afadir una nueva columna, xg. Los elementos de esta
columna serfan 1 y 2 en la tabla inicial y —% en la dltima. En la dltima tabla serfan:

(o 7)(2)=(%)

y en la columna de los costes reducidos:

1 -1 1
asto 0 (3 ) ()-8

Como este valor es negativo, la tabla no serfa 6ptima:

Tabla VI|3 1 4 2 0 0
Max r1 Ty T3 g Ta Ts | XB
T4 0 3 -1 0 -1 1 -1 5
I3 4 % % 1 %* 0 % 4
Z; -, 10 -3 0 : 16
Tabla VII| 3 1 4 2 0 0
Max I T2 xr3 g T4 s XB
T4 o2 1 3 o 1 1115
Tp 5 3 2 % 1 0 i |10
Z; - C; : I 0 0o 0 ]2

Esta es la tabla 6ptima. Por lo tanto resulta que sf merece la pena fabricarlo, ya
que se obtiene mayor beneficio. La solucién consiste en fabricar 0 Tm de aluminio
I, II y III, y 10 Tm de aluminio IV, con un beneficio Z = 25 u.m.

Ejercicio 49 FEl problema

Mazx z2=x1+ 3x2
sa: T1+x22<6-1
—I1+ 220 <6+t
1,72 20
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tiene como tabla dptima parat =0

Iy ) hl hg
10 3 -i|2
0 1 i 13

3 3 4
0o 0 3 3

Da la solucion dptima y el valor de la funcién objetivo para todo valor de t.

La tabla inicial es:

Tablal x; 2 h1 he | Xp Xpg(1)
hy 1 1 1 0 6 -1
ho -1 2 0 1 6 1

Rj — Cj -1 -3 0 0

Transformando la iltima columna aparece:

7 (7)-(7)

Asf que obtenemos la nueva tabla:

1 X2 hy ha

10 & |-1if|2-¢
o 1 1 1 4
o o0 3z =

que serd éptima si ¢t < 2.

Si t > 2, el primer elemento de la columna de las b; es negativo, pero los costes
reducidos son positivos. Se puede aplicar el algoritmo dual del simplex usando como

pivote el inico elemento negativo de la columna de hs. Realizando este pivotaje se
obtiene:

0 1 | —-6+3t
1 1 1 0 6—t
0 0
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Esta solucién es éptima si ¢ estd entre 2 y 6.

Sit > 6 la solucién actual es dual factible, ya que el segundo elemento de la
columna de las b; seria negativo. Como en esta fila todos los elementos son positivos
no se puede elegir un pivote. El dual es acotado y el primal es infactible.

En resumen, las soluciones éptimas de este programa paramétrico son:
Sit <2, lasoluciones x1 =2—1t, xo =4, 2z=(2-t)+3x4=14—-1.
Si2<t<6, lasolucibnesx; =0, 20 =6—1, z2=3(6-1t).

Si t > 6, el problema es infactible.

Ejercicio 50 Resolver el programa lineal paramétrico

Maz z= (2—1t)zy+ (4+2t)zo
saa: x1+2r2<5
r1+x2 <4
T1,x0 >0

indicando en cada caso el intervalo de t para el que la base permanece dptima.

La tabla ¢ptima correspondiente a ¢t =0 viene dada por:

Tabla I I Io I3 T4
1 2|12 1 1/2 0 |52
0 axy|1/2 0 -1/2 1 |3/2
0 0 2 0| 10

Veamos el intervalo de ¢ en que esta solucién permanece éptima:

Tabla I -1 2 0 0
2 4 0 0
I xTo Ty T4

3 4 23|12 1 1/2 0 |52

0 0 =z 0 -1/2 1|32
0 0 2 010
2 0 1 0|5
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La solucién actual permanece éptima si:

2>0,24t>0=12>0,

En este extremo es nulo el coste reducido de la primera columna. Entra z; y sale
z4. Realizando el pivoteo se obtiene la nueva solucién:

Tabla III -1 2 0 0
2 4 0 0
T T2 I3 T4
2 4 x| O 1 m -1 1
-1 2 x| 1 0o -1 2 3
0 0 2 0 10
0 0 3 -4 -1

Esta solucién es 6ptima si se cumple:

24+3t>0, ~4t>0—= -3 <t <0.

Sit= —% entra z3 en la base y sale zs, obteniéndose la tabla siguiente:
Tabla IV -1 2 0 0
2 4 0 O
T T 3 T4
0 0 x3| 0 1 1 =1] 1
-1 2 x| 1 1 0 1 4
0o -2 0 2 8
0 -3 0 -1|-4

La solucién actual se mantiene éptima si:

-2-3t>0,2-t>0=1t< -2

En resumen, el programa lineal paramétrico tiene como solucién éptima:
Si—o<t< —%, la solucién es x1 =4, 22 =0, z = 8 — 4t.
Si—% <t<0,lasolucién esz; =3, 2o =1, z=10—¢.

Si0 <t < oo, lasolucién eszy =0, 2 = 3, 2 =10+ 5t.

Ejercicio 51 Resolver el siguiente problema para todos los valores del pardmetro t:

max z=2xz;+ (1+t)z2

sa: 4z + 3z <2400
4z + 2 < 1500
120, 222>0
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Hallamos la tabla éptima para ¢t = 0 y obtenemos:

Tabla I | 2 1 0 0
0 h| 4 3 1 0]2400
0 he| B 1 0 1]1500
-2 -1 0 0] O
Tabla 1|2 1 0 0
0 A |0 1 —11{900
2 oz |1 0 11375
0 —3 0 3 | 750
Tebla HI|2 1 0 0
1 z2 |0 1 5 —3[450
2 o |1 0 —§ 2 |5
0 0 3 3 |95

365

Hacemos ahora las transformaciones correspondientes a la parte paramétrica:

Tabla IV 01 0 0
2 1 0 0
1 1 2|0 1 5 —5[450
3 2
0 2 z|1 0 —% 2 |3
0 0 % 3 | 975
0 0 3 —3|450
Imponemos las condiciones de factibilidad:
% + %t >0 =t>-1
7—3t>0 =t<:

Por lo tanto la solucién anterior permanece éptima para ——% <t<L %

Ahora damos a ¢t los valores finitos extremos obtenidos anteriormente, hasta que
no hallemos m4s soluciones.

Sit= —% la tabla ¢ptima serfa:
Tabla V 2 1 0 0
1 1 2|0 1 5 —35 4530
0 2 =z |1 0 -3 & |58
0 0 0 % 975
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Podemos encontrar otra solucién introduciendo en la base h;. El pivote estd en
%, asi que sale zo de la base.

Realizando las transformaciones, calculamos ahora el rango de ¢ en que esta nueva
solucién sea vilida:

Tabla VI 0 1 0 0
2 1 0 o0
0 0 h |0 2 1 —=11{0900
0 2 x |1 1+ 0 11375
0 -5 0 35 |750
0 -1 0 0 0
Imponemos las condiciones de factibilidad:
1 1
Por lo tanto la solucién anterior vale para t < —%.
Si t = 1 la tabla 6ptima serfa:
Tabla VII 2 1 0 0
1 1 z |0 1 % — é 450
0 2 xm |1 0 -1 3|5
0 0 %— 0 |975

Podemos encontrar otra solucién introduciendo en la base hy. El pivote estd en
%, asf que sale x; de la base.

Realizando las transformaciones, calculamos ahora el rango de t en que esta nueva

solucién es 6ptima:

Tabla VIII 0 1 0 ©
2 1 0 0
1 1 | 2 1 % o800
0 h § 0 -1 1] 700
-2 0 5 0]800
20 % 0 | 800

Imponemos las condiciones de factibilidad:

2 4
-5$+3t>0

1 1
1+it>o0

—t>
—t>

| ol
AR
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Por lo tanto la solucién anterior vale para t > % .

En resumen, las soluciones éptimas del programa paramétrico son:

Sité—% = x1 = 375, x2 =0; h1=900,h2=0, z =750
Si —3<t<i =z =3 1,=450; hy =0, hp =0, 2z =975+ 450t
Sit>3 =1, =0, 2o =800; hy =0, hy =700, 2z =800+ 800t

Ejercicio 52 Resolver el siguiente problema para todos los valores del pardmetro t:

max 2z =60z, + 30(1 — t)x,

sa: 2x1 + 1.529 <1200
4x, + 12 < 1500
2120, 22020

Hallamos la tabla éptima para t = 0O:

Tabla I | 60 30 0 0
0 m| 2 15 1 0]1200
0 h| @ 1 0 1]1500
-60 —30 0 O] O
Tabla 1160 30 0 0O
0 m|0 @O 1 —3| 450
60 =z |1 L o 1] 35
0 —-15 0 15 | 22500
Tabla TII |60 30 0 0
30 =z [0 1 1 —3| 450
60 2|1 0 -3 & | %
0 0 15 L 129250

Tabla IV 0 -30 0 0
60 30 0 0

-30 30 x| 0 1 1 —3| 450

0 60 |1 o -1 2 525
0 0 15 2 | 29250
0 0 -30 15 | -13500

Imponemos las condiciones de factibilidad:

15—30t20} =t

1
2
B 4+15t>0

<
=1>-

NJ=
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Por lo tanto la solucién anterior vale para —% <t<L

Nol=

Ahora damos a t los valores finitos extremos obtenidos anteriormente, hasta que
no hallemos mds soluciones.

Sit= —; la tabla 6ptima serfa:
Tabla V [ 60 30 O 0
30 | 0 1 1 —% 450
60 |1 o0 -1 2 _—
0 0 45 0 | 29250

Podemos encontrar otra solucién introduciendo en la base hy. El pivote estd en

3

3, asf que sale z1 de la base.

Realizando las transformaciones, calculamos ahora el rango de ¢ en que esta nueva

solucién sea éptima.

Tabla VI 0 -30 0 O
60 30 0 0
=30 30 =z % 1 20 800
0 0 hy| & 0 -2 1| 700
-20 0 20 0] 24000
—-40 0 —-20 0 [ —24000
Imponemos las condiciones de factibilidad:
—20 — 40t >0 t< -3
20—-20t >0 t<1
Por lo tanto la solucién anterior vale para t < —%.
Sit= % la tabla 6ptima serfa:
Tabla VII |60 30 0 0
30 zz | 0 1 1 —5 | 450
60 =z, |1 o0 -+ £ | 32
0 0 0 30 | 29250
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Podemos encontrar otra solucién introduciendo en la base h;. Como el pivote
estd en 1, sale x5 de la base.

Realizando las transformaciones, calculamos ahora el rango de ¢t en que una nueva
solucién es vilida.

Tabla VIII 0 -30 0 O
60 30 0 0

0 0 m[0 1 1 —3][ 450

0 60 z; |1 L1 0 1 | 375
0 —-15 0 15 | 22500
0 3 0 0 0

Imponemos las condiciones de factibilidad:
-15+30t >0 =t>3.

Por lo tanto la solucién anterior vale para ¢ > % .

En resumen, las soluciones del programa lineal paramétrico son:

Sit< -1 = 11 =0, 2o = 800; hy =0, ho = 700, z = 24000 — 24000t
Si —2<t<i =z =32 15=450; by =0, hy =0, 2z = 29250 — 13500¢
Sit>3 = 11 = 375, zo = 0; hy = 900, hy =0, z = 22500.

Ejercicio 53 Una empresa fabrica bolsas para bastones de golf hechas con piel.
Cada bolsa necesita:

1. Cortar y tefiir el material.
Coser.

Terminar (Insertar portasombrillas, separadores de palos...).

o

Inspeccionar y embalar.

Se pretende fabricar dos tipos de bolsas de calidades normal y de lujo. En la
tabla siguiente se indican los recursos disponibles en total, los recursos con-
sumidos y la ganancia esperada por unidad producida.

Tiempo de produccién (en horas)
Bolsa Corte-Tenido | Costura | Acabado | Inspec.-Embal. | Benef.
Normal 7/10 1/2 1 1/10 10
Lujo 1 5/6 2/3 173 9
Tiempo 630 600 708 135
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a) Calcular cudntas bolsas conviene fabricar de cada clase para que la ganancia sea
mdzxima.

b) sEn qué fase de la produccién merece mds la pena aumentar el tiempo disponible?
c) Calcular los intervalos de optimalidad para los costes.

d) ;Cudl seria la solucidn éptima si el beneficio de la bolsa normal fuera 77 ;Y
st fuera 14%; Cudnto puede bajar el beneficio de estas bolsas hasta que sea
rentable cambiar el plan de produccion?

e) Calcular los intervalos de factibilidad para los recursos.

f) ¢Cudnto aumentaria el beneficio si se tuvieran 30 horas adicionales en el depar-
tamento de corte y tenido?;Y si, por el contrario un empleado enfermara y se
perdieran 60 horas de trabajo en este departamento?

g) s Cudnto disminuiria el beneficio si se perdieran 40 horas en el departamento de
costura?

h) Contando con una maguinaria nueva, el tiempo que se requiere para realizar el
trabajo de corte y tenido (0.7 horas) de la bolsa de tipo normal disminuye.
& Qué efecto tiene esta variacion en la funcion objetivo?

i) Los administradores consideran que adquiriendo una mdquina de coser nueva
puede reducirse el tiempo de costura para las bolsas de calidad normal de 1/2
a 1/3. sMerece la pena adquirir esta maquina?

a) Para obtener la solucién 6ptima del problema, que consigue maximizar la
ganancia, tendremos que escribir el modelo del problema y aplicar el algoritmo del
simplex. Entonces obtenemos:

Max Z = 10x1 + 9x2
s.a.: %xl + o <630
371+ x5 < 600

z1 + 25 < 708
1—10.1‘1 + %1‘2 <135

1,72 20
10 9 0 0 0 0
Max Iy I hl, h2 h3 h4 XB
0 h; 1—70 1 1 0 0 0 630
0 hy | 3 % 0 1 0 0| 600
0 hy | O z 0 0 1 0 708
0 h, 11—0 jiL 0 0 O 1 135
Z;—Cj 109 0 0 0 0]Z=0
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Tabla I |10 9 0 0 0 0
Max I X2 hl hQ h3 h4 XB
0 o BAY 1 0o —7/10 0 [672/5
0 he | O 1/2 0 1 —=1/2 0 | 246
10 = |1 2 0 0 1 0 | 708
0 hgy | O 11/60 0 0 —1/10 1 |321/5
Z; — C; 0 -7/3 0 0 10 0 | 7080
Tabla 11|10 9 0 0 0 0
Max Iy T2 h1 hg h3 h4 XB
0 | 0 1 15/8 0 -21/16 0 | 252
0 he | 0O 0 -—=15/16 1  5/32 0 | 120
10 ;|1 0 -=5/4 0 15/8 0 | 540
0 hgy| 0 0 -—11/32 0 9/64 1 | 18
Z;—Cj 0 0 35/8 0 111/16 0 | 7668

Conviene fabricar 540 bolsas normales y 252 bolsas de lujo.

b) Para determinar en qué fase conviene aumentar el tiempo disponible, debemos
estudiar la solucién 6ptima del programa dual.

A la vista de la tabla 6ptima observamos que el mayor precio sombra es 111/186,
que corresponde a la variable de holgura hg, por lo tanto interesa incrementar el

tiempo de terminado.

¢) Vamos a determinar los intervalos de optimalidad para los dos costes.

Intervalo de optimalidad para c; :

Tabla IV | 10+Ac¢ 9 0 0 0 0
Max Iy I h1 hg h3 h4 XB
9 Zo 0 1 15/8 0 -21/16 0 | 252
0 ho 0 0 -15/16 1 5/32 0 120
10 T 1 0 —5/4 0 15/8 0 540
0 hy 0 0 -11/32 0 9/64 1 18
Z; —Cj 0 0 35/8 0 111/16 0 | 7668
gB7IN —dy =
15/8 0 -21/16 0
_ -15/16 1 5/32 0 | _
=(9, 0, 104+A4c, 0) 54 0 15/8 0 ( 0, 0, 0, 0 ) =
~11/32 0 9/64 1
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—( 4.375-1.250c1, 0, 6.9375+1.875A¢1, 0 )>0=

1.25

4.375-1.25A¢; >0 435 > Ay 3.5> Ag
6.9375+1.8750¢; >0  Acy > =228 = 3.7

= —-3.7< Acy £3.5.
Y por tanto el intervalo de optimalidad para el primer coeficiente de coste es:

6.3 <10+ Acy £13.5.

Intervalo de optimalidad para c; :

Tabla V| 10 9+ Acy 0 0 0 0
Max 1 T h1 hQ h3 h4 XB
9 2 | O 1 15/8 0 -21/16 0 252
0 ho | O 0 -15/16 1 5/32 0 120
10 | 1 0 —5/4 0 15/8 0 540
0 hsy | O 0 —11/32 0 9/64 1 18
Z; - C; 0 0 35/8 0 111/16 0 | 7668
dgB™IN —¢jy =
15/8 —21/16

0 0
_ -15/16 1 5/32 0 B
=( 9+ Acy, 0, 10, 0) 54 0 15/8 0 -(0, 0, 0, 0)=

~-11/32 0 9/64 1
= (4.375+ 1.875A¢y, 0, 6.9375-1.3125Ac;, 0 )>0=

= Aoy > 2318 =-2.3333, N < 832 =5.2857T =

= —2.3333 < Acy £5.2857T =

Y por tanto el intervalo de optimalidad para el segundo coeficiente de coste es:

6.6667 < 9+ Acy < 14. 286.

d) Vamos a calcular la solucién éptima si se modifica el beneficio por cada tipo de
bolso.

Si el beneficio para las bolsas normales fuera ¢; = 7 conservamos la solucién
optima ya que

6.3 <10+ Ay €13.5.
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Cambiaria el beneficio mdximo que pasarfa a ser:
z =T x 540 + 9 x 252 = 6048.

El valor minimo de ¢; que no cambia la solucién éptima es ¢; = 6.3.

Aunque el beneficio en este caso pasaria a ser:
z=6.3 x 540 + 9 x 252 = 5670.

En cambio el valor de ¢; = 14, estarfamos fuera de las condiciones de optimalidad.
Sustituyendo Ac; = 4 obtenemos los costes reducidos de las variables no bésicas:

($-3x4 0 R+¥oaxs 0)=(-§ 0 B, 0)

La tabla ahora resulta:

Tabla VI |14 9 0 0 0 0
Max Iy ] hl hQ h3 h4 XB
9 |0 1 58 o —21/16 0 | 252
0 he | 0 0 -=15/16 1 5/32 0 ¢ 120
10 zz |1 O —5/4 0 15/8 0 | 540
0 hsey | 0 0 -11/32 0 9/64 1 18
Zi —C; 0 0 -5/8 0 231/16 0 | 7668
Pivoteando sobre el elemento de y13 = 15/8, obtenemos la solucién
r1 =708, o =0, z = 9912.
En este caso interesaria fabricar 708 normales y ninguna de lujo.
Tabla  VII | 10 9 0 0 0 0
Max T T2 hl h2 h3 h4 XB
0 |0 BAY 1 0 —7/10 0 | 672/5
0 he | O 1/2 0 1 -=1/2 0 246
10 x| 1 2 0 0 1 0 | 708
0 hg | O 11/60 0O 0O -1/10 1 | 321/5
Zj —C; 0 1/3 0 0 14 0 | 9912

e) Vamos a calcular los intervalos de factibilidad de los recursos.

Intervalo de optimalidad para b; :

Xy =B'.b=
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15/8 0 —21/16 0 630 + Ab; 252 + 1855Ab1
| -15/16 1 5/32 0 600 | 120- 248
| -5/4 0 15/8 0 708 B 540— %Abl
-11/32 0 9/64 1 135 LAby

252+ PAb = Aby > =82 = -2 = 1344
120 - Ay = Ab1 <10 — 128
540 — 2Aby = Aby < 30 = 432
18— 3 Ab = Aby < 4§ = 3T =52.364

OO:

—134.4 < Aby £52.36373, 495.6 < 630+ Ab; < 682.36.

Analogamente, los intervalos de optimalidad para b, b3 y by son:

—120 < Aby € ¢
128 < Abs < 92

f) Si se tuvieran 30 horas mds para corte y tefiido, tendriamos que Ab; = 30 estd
dentro del intervalo de optimilidad para b,.

Por tanto la ganancia es del precio sombra de la variable hipor cada unidad que
aumente el recurso correspondiente es decir 30 x 35/8 = 131. 25.

En este caso el beneficio pasa a ser z = 7668 + 131.25 = 7799. 3.

En el segundo caso el valor también entra en el intervalo de optimalidad. La
pérdida resultaria en este caso 60 x 35/8 = 262.5 horas, as{ que el beneficio se
reduciria a 7668 — 262.5 = 7405. 5.

g) Cuando se pierden 40 horas del departamento de costura:

El valor 40 entra dentro del intervalo de factibilidad de bs. Como el precio sombra
de este recurso es 0 (coste reducido de h;) el beneficio no cambia.

Otra forma de verlo es observando que el valor de la variable de holgura de la
segunda restriccién (costura) es 120. Por lo tanto nos han sobrado 120 horas en
el departamento de costura y no pasa nada si disminuimos 40 salvo que ahora nos
sobraran sé6lo 80 horas.

h) Cuando se compra la nueva mdquina, este cambio aumenta la regién factible.

Como la restriccién estd saturada, un cambio en ella no permitira que la solucién
anterior cumpla la igualdad.

Por lo tanto la solucién ha de cambiar y el valor del objetivo serd mejor que el
primitivo.

i) Al comprar la mdquina nueva se reduce el tiempo de costura, tendremos que como
la holgura de la segunda restriccién era de 120, ya sobraban horas de costura. La
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solucién no cambia. Por lo tanto no merece la pena invertir en esa maquina.

4.2 Ejercicios Propuestos

1. Dado el programa lineal:

maxr z 4xq1 4+ dxo
saa: 91+ 3x0 < %
2r1 + 32, <24
3z +4x, <24

I1,T2 Z 0

(a) Obtener la solucién 6ptima del problema.

(b) Obtener la nueva solucién si la funcién objetivo cambia a z = z1 +4x2 y
el vector recursos a b* = (40, 20,10).

2. Dado el programa lineal:

maxr z= 2I1+ T2
saa: 3r1+x2=3
4x1 + 322 2 6
1+ 222 <3

T, 1320

{(a) Obtener la solucién 6ptima del problema.

(b) Efectuar el anilisis de sensibilidad para by = 6. y b3 = 3.
3. Dado el programa lineal:

maxr z= 3x1—2xy+4x3
sa: r1+xo+ax3<4
201 + a0 — a3 2> 1
3x1 — 9+ 2x3 > 2
x1,x2 > 0; z3 irrestring.

Obtener la solucién del problema y efectuar el andlisis de sensibilidad para los
coeficientes de coste.

4. Obtener la solucién del problema lineal paramétrico:

mazr z= 4(1+ N)z1 + 222
s.a: 31’1 + 21‘2 S 10
1 < 6
To S 8
T1,T2 > 0
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5. Dado el programa lineal:

mar z= 3T+ 519
s.aa: x1+x2 <10
3r1+ 222 <15
.TIQSS
T, T2 >0

Se pide:

(a) Resolver el programa.

(b) A partir de la solucién del apartado a), obtener la solucién del programa
si la funcién objetivo pasa a ser z = 4z + 2x2.

(c) A partir de la solucién del apartado a), obtener la solucién del programa
si la matriz de términos independientes cambia a b = (8, 10, 10).

6. Dado el programa lineal:

mar z= 3r]— 9Ty —4x3
s.a: 2x1+3r2<8
225 4+ 523 < 10
3x1 + 2x9 +4x3 <15
I1,T9,T3 2 0

(a) Obtener la solucién 6ptima del problema.

(b) Obtener la nueva solucién si la matriz de términos independientes cambia
a bt = (3,5,3).

{(c) A partir de la solucién del apartado b), obtener la nueva solucién si se
anade la restriccion 2z, + 9 + 3 < 2.

7. Resolver los siguientes programas lineales y efectuar el andlisis de sensibilidad
para los coeficientes de coste y para los términos independientes:

a) mar z= 2x1+2x3+ 13
sa: 2xy+2x0+x3<6
T1+z2+x3 <4

z1,T2,23 > 0

b) min z= 10z + 6z + 4x3
sa: ry+xTot+a3>7T
2z, + xo + 223 > 10
I1,$2,$320

c¢) mar z= 3x1—2x9+ 413
sa: x1+ax2+x3<4
2I1 + T — 3 Z 1
3xy —x9+2x3 > 2
1,72 > 0, x3 irrestring.
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d) min 2= 2z;+x9
s.a: 3xr1+x2=06
4xr1 + 322 > 6
1+ 212 <3

I17x220

8. Una empresa dedicada a la fabricacién de muebles quiere determinar qué
nimero de mesas, sillas, escritorios y estanterias debe fabricar. Estos pro-
ductos usan madera y pldstico para su elaboracién. La empresa dispone de
1500 unidades de madera y 1000 unidades de pldsticos, disponiendo a su vez
de 800 horas de trabajo. Los requerimientos y beneficios de cada uno de estos
productos vienen expresados en:

Producto Madera Plasticos Horas | Beneficios
Mesas 5 2 3 12

Sillas 1 3 2 5
FEscritorios | 9 4 5 15
Estanterias | 12 1 10 10

(a) Formular los modelos primal y dual, resolverlos y comparar las posibles
resoluciones.

{(b) Realizar un anilisis de sensibilidad para cada uno de los coeficientes de
la funcién objetivo del problema primal.

(c) Anslisis de sensibilidad para cada uno de los coeficientes de los términos
independientes de las restricciones.

(d) Anélisis parameétrico sobre la funcién objetivo del primal a lo largo de la
direccién (-1,2,1,1).

(e) Analisis paramétrico sobre los términos independientes de las restricciones
a lo largo de la direccién (-100,50,50).

9. Resolver los siguientes problemas lineales paramétricos:
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a) maxr z=
s.a:
b) mar z=
s.a:
¢) mar z=
s.a:

10. Dado el programa lineal:

min

OS TEMA 4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

5-=Nz1+ 2+ AN)z2+ (3+ A)x3
r1 + 5z + 273 =30

T] — 99 —6.173 < 40
1'1,1‘2,1‘320 )\ZO

—3x1 — 219

I -21‘2 S (6 — 2)\)
221 +x2 < (4+A)
1’1,;23220, )\ZO

3)\171 +2(1 —)\)1‘2 — X3
T+ 222+ 32355
2r1 4+ 313+ 23 <6
3r1+ 20+ 237

1'1,.'11'2,1'320, /\20

2x1 + 2
3r1+12 =3
4r1 +3x2 25
1+ 219 <4
z1,z2 20

Zz =
s.a .

(a) Obtener la solucién éptima del problema.

(b) Efectuar el analisis de sensibilidad para los términos independientes.

11. Dado el programa lineal:

mar z=
s.a

3z + 4x9 + 4x3

T+ xot+a3<4

2r1 4+ a9 —232>1

31 — 19 + 223 22

T1,x9 2 0; x3 irrestring.

Obtener la solucién del problema y efectuar el andlisis de sensibilidad para los

coeficientes de coste.
12. Dado el programa lineal:

maxr

Se pide:

2= 3x1 + 5xo

s.a: r1+x2 <10
3r1 + 2x9 > 15
1‘2§5
I1,X2 ZO



4.2. EJERCICIOS PROPUESTOS 379

(a) Resolver el programa.

(b) A partir de la solucién del apartado a), obtener la solucién del programa
si la funcién objetivo pasa a ser z = —4x; + Txa.

(¢) A partir de la solucién del apartado a), obtener la solucién del programa
si la matriz de términos independientes cambia a b* = (30, 25, 10).

13. Dado el programa lineal:

min z= —3xr; — 519 — 423
s.a: 2y +3x0, <9
219 + bxg < 12
3.7)1 + 21’2 + 4$3 S 25
T1,%2,73 2 0

(a) Obtener la solucién 6ptima del problema.

(b} Obtener la nueva solucién si la matriz de términos independientes cambia
a bt = (13,15,23).

(c) A partir de la solucién del apartado b), obtener la nueva solucién si se
afnade la restriccién 221 + 22 + 3 < 7.

14. Dado el programa lineal:

mar 2= 2T —9Ty— I3
saa: 2x1+3r2<6
2x9 4+ 5x3 > 1

3x1 +2x0 +4x3 <5
T1,T2,73 Z 0

(a) Obtener la solucién 6ptima del problema.

(b) Obtener la nueva solucién si la matriz de términos independientes cambia
a bt = (3,5,3).

(c) A partir de la solucién del apartado b), obtener la nueva solucién si se
elimina la tercera restriccién.

15. Dado el programa lineal:

maxr z= 4z, + dxs
s.a: 9z + 3z <30
2z + 320 < 24
3y +4ae <22

T1,T2 Z 0

(a) Obtener la solucién éptima del problema.

(b) Obtener la nueva solucién si la funcién objetivo cambia a 2z = 3z +4x2
y el vector recursos a b = (30, 20, 10).
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16. Resolver los siguientes programas lineales y efectuar el anélisis de sensibilidad
para los coeficientes de coste y para los términos independientes:

a) mar z= lx1+2x9+ 33
saa: 2y +2r0+23<6
T1+T2+x3<4
z1, 22,23 2 0

b) max z= lxi+ 2z9+ 3x3
s.a: T1+xT94+x3>7
21 + o + 223 > 10
T1,T2,23 2 0

¢) min z= —3x;—2xy+4x;3
saa: I1+zTot+a3<4
20+ 19 —1232>1
3y —x2+ 223 > 2

xlaana:BZO

d mar z= 2x1+ 1
sa: 3r1+x9=3
4z + 329 > 6
21 +222 <3

-7:15:1:220

17. Resolver los siguientes problemas lineales paramétricos:
a) mar z= 3z1+ {2+ Az
s.a: 2r1+x0<4
T +222 <6
1,22 >0
b) min z= —3z; — 2z
sa: 2ry+xo <4+ A
z1 + 21‘2 S 6
r1,r2 20

¢) mar z= 3z + 2x9
s.a: 2x+Are <4
.’1,'1—2332S6

171,.’L'220

4.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

1. Solucién:

2. Solucidn:
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(a) $1=§712=%,221—52.
(b) —0o < by <6, 3< by <6.

3. Solucién:
La solucién del problema de optimizacién es
z1 =1.667, 22 =0, 23 =2.333, z=14.333.
El andlisis de la sensibilidad para los coeficientes de coste es
—5<c €4, —0<e <3333, 4<c3<5.
4. Solucién:
Si A > —1/4 entonces la solucién 6ptima es:
z1=2 2,=0,z=%2(1+1).
Si A < —1/4 entonces la solucién éptima es:

1 =0,z =5, 2=10.

5. Solucion:

(a) 21 =23, 20=5,2=30
(b} 21 =5,29=0,2=20
(c) 21 =0, 20 =5, 2=25.

(a) 21 =4,22=0,23=0, 2 =12.

(b)y 21 =1,22=0,23=0, 2=3.

(¢)
7. Solucién:

8

1=1,22=0,23=0,2=3.

(a) 21=3,22=0,23=0,2=6. 6 z;=0,22=2,23=2,2=6.
—0<01<2,1<3£2,4<bh;<8,3<h<6.

(b) 21 =0,20=0,23 =7, 2 =28.
4<c; <+00,4< ey < +00,0< 3 <6,5< by < +oo, —00 < by < 14.

_ 5 — _ 7 _ 43
(C) 2171—5,1‘2—0,1‘3—5,2——3—.

5S4 -00<e <P 3 < 400, § Shi<foo, —4<h <8,
—'OOSbSST-

(d) £L‘1=2,.’132=0,Z:4.
0<c1<3,2<cy<+00, §<by <400, —00 < by <8,2< by < +o0.

8. Solucién:

(a) La solucién del programa primal es (300,0,0,0) con 2z = 3600. Y la
solucién del programa dual es (1.2857,0,1.857) con w = 3600.
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(b) En el andlisis de sensibilidad para los coeficientes de la funcién objetivo
tenemos:

8.486 < 1 < 25, 2.4 <y <8, —o0<c3 < 20.857, —o00 < ¢y < 34.

(c) En el andlisis de sensibilidad para los coeficientes de los términos inde-
pendientes de las restricciones tenemos:

940 < by < 1500, 600 < by < 400, 0 < by < 1115.3846.

9. Solucion:

(8) SiA< I, 21=30,22=0,23 =0, z=150—30A.
Si A>I,21=0, 22=0,23=15 2=45+15\
(b) Si A<3, 21=0,22=0,2=0.
Si A>3, 21 =0, 2o =A—3, 2= -2(\—3).
(c) SIOSA<S %, 21=0, 22=2, 23=0,2=4—4\
Si %Skgg,xlz—?,xgzé,xgzo, z=58+3\
Si /\>%, xlzg, zo=0, z3=0, 2=TA.

10. Solucién:

(a) 1 =08, 290 =

nNo
AN o
&
IN
+
8

11. Solucién:
1 = 0.2727 , xo = 2.0909, x5 = 1.6363, z = 15.7272. —-o0 < ¢; < 4,
333< e <1

12. Solucion:

(a) z1 =5, x2 =5, z = 40.
(b) z; = 1.6667, o =5, z = 28.3333.
(c) z1 = 20, 2o = 10, z = 110.

13. Solucién:

(a) 3?121—;?,332:% z=%.

5, Io =
(¢c) 21 =0,20 =
14. Solucién:

(a) v =14,z =0, 23 =02, 2 = 2.6.
{b) No hay solucion factible.

(¢) r1=15,20=0,23=1,2=2.

15. Solucion:
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16. Solucién:

(a) 21 =0,29 =0, 23 =4, 2 =12.

—00< e <3, —00< 3 <3,2< ¢35 < +00,4 < by < 400, 0< by <6.
by 21 =7,20=0,23=0,2=T.

0<c1<2,1<e3<+00,1< 3 <+400,5<b; €400, oo<b2<14
(¢) 21 =4,22=0,23=0, 2 = —12.

—00 < e £ -2, =3 < e < 4o, =3 < ez < 400, 0.66 < by < +oo,
—OOSbQS&—OOSbg,SlQ.

(d) 21 =2, 2,=8, 2=

17. Solucién:

(a) Si A € IR entonces los resultados aparecen en la siguiente tabla:

Recorrido de A Solucién éptima  Valor éptimo
—00 <A< —3 (2,0,0,4) "~ z=6
—3<A<4 (2,%,0,0) z=2+35)
4 <A< +o0 (0,3,1,0) z=3)
(b) Si A € IR entonces los resultados aparecen en la siguiente tabla:
Recorrido de A Solucién éptima Valor 6ptimo
—oo <AL —4 Infactible -

—4<A<-1 (0,4+X0,-2-2)) 2=8+2\
—1<A<8  (Z2+205-1IX00,00 z=2 +4
8 <A< 400 (6,0,—8 + A, 0) z=18

(c) Si A € IR entonces los resultados aparecen en la siguiente tabla:

Recorrido de A Solucién 6ptima  Valor 6ptimo
—00<AL0 No acotado —
0<A<4 (0,4,0,6 + %) z =
<)\<+oo (2,0,0,4)

[orpagied

2z =
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Ejercicios tema 5

El Problema de transporte

5.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 54 Tres refinerias con una capacidad diaria de 6, 5 y 8 millones de litros
de gasolina han de abastecer a tres distribuidoras con una demanda diaria de 4, 8y 7
millones de litros. La gasolina es trasportada en camiones, y el precio del transporte
depende de la distancia recorrida. El coste de transportar cada 100 litros de gasolina
un kilometro es de 1 peseta. La tabla siguiente muestra las distancias en kildmetros
entre las refinerias y las distribuidoras. No hay comunicacidn entre la refineria A y
la distribuidora 3.

Distribuidoras

1 2 3

A 600 | 900 -
B | 1500 | 500 | 400
C | 1000} 1250 | 600

Refinerias

a) Organizar el transporte de gasolina para que el coste sea minimo.

b) ;A cudnto asciende el coste del transporte diario?

En cada casilla estd indicada, tras un cambio de escala, la cantidad que cuesta
desplazar cada litro por este camino.

1 2] 3
Al 6 9| M|6
B |15 5|1 415
C|10}125| 6| 8
4 81 7

Usando el método de la esquina noroeste se obtiene la solucién inicial siguiente
con los costes reducidos que se indican en negrilla.
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1 2 3 u;
6|0 910 M| 2.5-M
A 1 5 0
B 15| -13 5 g 4| -5.5 4
C 10 | -0.5 1251 0 6|0 35
1 7

Es la solucién éptima ya que los costes reducidos son todos no positivos.

Se enviarian 4 millones de litros de A a 1 con un coste de 24 millones, 2 millones

de litros de A a 2 con un coste de 18 millones, 5 millones de litros de B a 2 con un
coste de 25 millones, 1 millén de litros de C a 2 con un coste de 12.5 millones y 7
millones de litros de C a 3 con un coste de 42 millones. El precio total del transporte
asciende por lo tanto a: 24 + 18 + 25 4 12.5 + 42 = 121. 5 millones de pesetas.

Ejercicio 55 Una empresa produce monitores para ordenadores en tres plantas. La
primera produce 50 monitores por mes, la segunda 100 y la tercera 50 como mdximo.
El beneficio por cada monitor depende de la planta en que ha sido producida y del
comprador de acuerdo con la tabla siguiente:

Comprador 1 | Comprador 2 | Comprador 3
Planta 1 75 60 69
Planta 2 79 78 68
Planta 8 85 76 70

El primer comprador demanda 80 monitores por mes, el seqgundo por 90 y el

tercero 100.

1. Hallar la tabla inicial del problema de transporte que maximice los beneficios.

2. Buscar una solucion inicial por el método de Vogel.

3. Encontrar el plan de produccion y transporte que reporte mayor beneficio a la

empresa.

1. El problema no es balanceado por lo que afiadimos una planta ficticia con una

oferta de 70. Para transformar el problema que es de minimizacién en uno de
maximizacién restamos todos los valores de 85 que es el mayor de ellos. De
esta forma nos queda la tabla:

Ci | C2| C3 | Ofertas
P1 10 | 25 | 16 | 50
P2 6 12 | 17 | 100
P3 0 9 15 | 50
PF 0 0 0 70
Demandas | 80 | 90 | 100
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2. Para aplicar el procedimiento de Vogel calculamos las penalizaciones por fila
y columna y se selecciona la primera celda para la solucién inicial

Ci|C2(|C3 Pen. fi. | Ofertas
Pl 10 | 25 | 16 6 50
P2 6 | 12 | 17 6 100
P3 0 |9 |15 9 50
PF 0 |0 0
Pen. col. 6 9 15
Demandas | 80 | 90 |]100[30

tras eliminar la fila saturada y hacer las correcciones se calculan de nuevo las
penalizaciones. ‘

Cl | C2| C3 | Pen. fi. | Ofertas

P1 10 |25 [16 | 6 50
P2 6 12 117 | 6 100
P3 0 9 15 |19 50

Pen. col. 6 3 1
Demandas | 80 [ 90 | 30

Las tablas sucesivas del método de Vogel son:

C1 C2 | C3 | Pen. fi. | Ofertas

P1 10 25 | 16 | 6 50
P2 6 12 117 | 6 100
P3 9 [15]9
Pen. col. 6 3 1

Demandas | [80[30 | 90 | 30

Cl | C2 C3 | Pen. fi. | Ofertas

Pl 10 | 25 16 | 6 50
P2 6 | 1290]]17 |6 110010
Pen. col. 4 13 1

Demandas | 30 30

C1 C3 | Pen. fi. | Ofertas

P1 10 16 | 6 50
P2 17 | 11
Pen. col. 4 1

Demandas 20 30

C1 C3 Pen. fi. | Ofertas

P1 1020 | 16{30]
Pen. col.

Demandas 0 0
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La solucién de Vogel es:

Cl C2 C3
P1 | 10020 | 25 16{ 30|
P2 | g10] | 1290]] 17
P3 | 0{50] |9 15
PF | 0 0

3. La solucién anterior no es degenerada. Usando el algoritmo de transporte
obtenemos la solucién sefialada.

C1 C2 C3 ui
P1 | 10{20 25, cr=-9 | 16{30 | 0
P2 | 610 1290] [ 17, cr=-5 | -4
P3 | (50 9, cr=3 | 15, cr=-9 1| -10
PF | 0, cr=-6 | 0, cr=0 0 70| cr=0 | -16
vj | 10 16 16

Esta es una solucién éptima porque los costes reducidos son no positivos. Por
tanto desde la planta 1 se deben enviar 20 monitores al primer comprador y 30 al
tercero. Desde la planta 2 se enviardn 10 al primero y 90 al segundo. Desde la
tercera planta se enviardn 50 monitores al primer comprador. El comprador tercero
recibe 70 ordenadores menos de los que ha solicitado.

El valor del beneficio es

20 x 75430 x 69410 x 79490 x 73 + 50 x 85 = 15180 u.m.

Ejercicio 56 Una empresa produce vasos de cristal, envasados en cajas, en 3 plan-
tas diferentes. Las cajas con los vasos son almacenadas en uno de los dos almacenes
de la empresa, desde los cuales se distribuye a tres clientes. Se desea minimizar
el coste total de produccidn y transporte. Los datos necesarios se indican a contin-
uacion:

Produccién de cada planta
Planta 1 | Planta 2 | Planta 3
300 200 300

Demanda de los clientes
Cliente 1 | Cliente 2 | Cliente 3
Toneladas 200 300 150
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Suma de los costes de produccién en cada planta
y del transporte entre esta planta y cada almacen

almacen 1 almacen 2

Planta 1 8 10
Planta 2 7 5
Planta 3 8 6

Coste de transporte almacen a cliente

Cliente 1 | Cliente 2 | Cliente 3
almacen 1 40 80 90
almacen 2 70 70 60

389

a) Representa en una red este problema.
b) Escribe la tabla inicial necesaria para usar el algoritmo de transporte.

¢) Halla una solucién inicial para este problema.

W

(=3

(=}
oo

200
/40
0 70
80 \@ 300
70 —%

b) Plantedndolo como un problema de transbordo, se obtiene la siguiente tabla:

Cl [C2 | C3 | Al | A2 | Art. | Ofertas
P1 o0 o0 o0 8 10 0 300
P2 © [0 |0 |7 5 0 200
P3 o0 o0 o0 8 6 0 300
Al 40 |8 190 |0 oo |0 800
A2 70 |70 [ 60 [o0 | O 0 800
demandas | 200 | 300 | 150 | 800 | 800 | 150

¢) Usando el método de la esquina Noroeste se obtiene la siguiente solucién inicial:
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Cl [C2 [ C3 | Al | A2 | Art. | Ofertas
P1 200 | 100 300
P2 200 200
P3 150 | 150 300
Al 650 | 150 800
A2 650 | 150 | 800
demandas | 200 | 300 | 150 | 800 | 800 | 150

La solucién del problema, es

Cl1 1C2 |C3 |Al A2 Art. | Ofertas
P1 150 150 | 300
P2 50 150 200
P3 300 300
Al 200 1600 | 800
A2 300 | 150 1350 | 800
demandas | 200 | 300 | 150 | 800 | 800 | 150

que se interpreta sin tener en cuenta las casillas con solucién recuadrada.
El transporte ha de realizarse de la siguiente forma:
Planta a almacén:

De la planta 1 al almacén 1 se transportan 150 cajas. De la planta 2 al almacén
1 se transportan 50 cajas y al almacén 2 se transportan 150 cajas. De la planta 3 se
transportan 300 cajas al almacén 2.

El coste de esta fase es :
150 x 8 +50 x 7+ 150 x 5 + 300 x 6 = 4100 u.m.

Almacén a Cliente:
Del almacén 1 al cliente 1 se envian 200 cajas.
Del almacén 2 al cliente 2 se envian 300 cajas y al cliente 3 otras 150 cajas.

El coste de esta fase es:
200 x 40 4+ 300 x 70 + 150 x 60 = 38000 u.m.
El coste total es:

38000 +- 4100 = 42100 u.m.
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Ejercicio 57 La siguiente tabla resume los tiempos en sequndos que 4 nadadores
de un equipo tardan en recorrer nadando en los diferentes estilos 100 metros. Una
prueba consiste en que cada nadador ha de nadar en un estilo los 100 metros, y
gana el equipo que emplee en total menos tiempo. Aplica el Algoritmo Hingaro para
decidir a qué nadadores debe encargarse el recorrido en cada uno de los estilos.

Libre | Croll | Mariposa | Espalda
nadador 1 | 54 54 51 53
nadador 2 | 51 57 52 52
nadador 3 | 50 53 54 56
nadador 4 | 56 54 55 53

Se muestran a continuacién los sucesivos pasos de aplicacién del algoritmo Hiin-
garo

54 | 54 | 51 | 53 313(012 312102 3x | 2x [ Ox | 2x
51 | 57 | 52 | 52 016|111 01511 Ox |5 |1 |1
50 | 53 | 54 | 56 01346 01246 Ox |2 |4 |6
56 | 54 | 55 | 53 311120 31012(0 3x | Ox | 2x | Ox

La solucién ocupa las casillas sefialadas en la siguiente matriz.

Ox
3

2

4

1

2 | o0x
Por tanto, el nadador 1 ha de nadar en estilo mariposa, el nadador 2 en estilo

espalda, el nadador 3 en estilo libre y el 4 en estilo croll.

U‘EM

4
Ox
4

El tiempo total de la prueba es de 207 segundos.

Ejercicio 58 Cinco empleados tienen que realizar 4 trabajos. El tiempo, en minu-
tos, que cada persona tarda en realizar cada uno de ellos estd resumido en la siguiente
tabla:

trabajo A | trabajo B | trabajo C | trabajo D

Persona 1 22 18 30 18
Persona 2 18 — 27 22
Persona 3 26 20 28 28
Persona 4 16 22 — 14

Persona 5 21 — 25 28
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Determinar qué persona debe hacer cada trabajo.

Nota: Los guiones significan que la persona correspondiente no puede hacer ese
trabajo.

a) reduciendo por fila:

22 | 18 30 | 18 | 1000 41 0 12 [ 0] 982
18 | 1000 | 27 | 22 | 1000 01972} 9 | 4]972
26 | 20 28 | 28 | 1000 4 0 8 | 8] 980
16 | 22 | 1000 | 14 | 1000 2] 8 |98 | 0| 986
21 11000 | 25 | 28 | 1000 01979 4 | 7979

b) reduciendo por columna

41 0 8 | 0] 10
01972 5 | 4] 0
41 0 4 18] 8
21 8 |98 |0 14
01979 0 (7| 7

Para tachar todos los ceros basta sefalar las filas 1, 2, 5 y las columnas 2 y 4.
No se pueden tachar todos los ceros con menos lineas.

4 [0 8 ] 0 [ 10
04 | 972 | 5 | 4

£ 1 0 | 4 8 |03

2 | 8 | 982 |0(1)]| 14

0 [979 |06) | 7 | 7

Los ceros marcados, que estan numerados en el orden en que se han seleccionado,
nos dan la solucién:

La persona 1 hace el trabajo 2, la persona 2 hace el trabajo 1, la persona 3 no
hace ningiin trabajo, la persona 4 hace el trabajo 4 y la persona 5 hace el trabajo 3.

Nota: Aunque al trabajo artificial se ha dado en este caso un tiempo muy grande
(1000) con la idea de que no se seleccione ese trabajo esto no es obligatorio actuar
de esta forma. Igualmente podiamos haber optado por un tiempo 0 para todos los
trabajadores usando el teorema 10 del tema de Transporte.
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Ejercicio 59 Resolver el siguiente problema de asignacién. Los datos se consideran

beneficios.

Al As A3 Ay A5 Ae
R, |8 3 6 7 2 8
Ry |- 5 4 7 5 3
Ry | - — 7 6 8 )
Ry | 4 8 3 8 5 7
Rs | — 4 - 7 8 6

Lo transformamos en un problema de minimizacién, rellenamos con un valor
grande las casillas prohibidas y afiadimos un origen artificial.

A1 Ay A3 Ay A5 Ag
R|-8 -3 -6 -7 -2 -8
R, 100 -5 -4 -7 -5 =3
Ry | 100 100 -7 -6 -8 =5
R, |4 -8 -3 -8 -1 -7
Ry | 100 -4 100 -7 -8 -6
Art | 0 0 0 0 0 0

Sumamos 15 donde sea necesario para que todos los costes sean positivos.

A1 A2 A3 Ay A5 A6
R |7 12 9 8 13 7
Ry {115 10 11 8 10 12
Rz [ 115 115 8 9 7 10
Ry 11 7 12 7 0 8
Rs {115 11 115 8 7 9

0 0 0 0 0 0

Restamos el minimo de cada fila y después el minimo de cada columna para

obtener la matriz de costos reducidos.

A Ay A

R |0 5 2
Ry | 107 2 3
Ry | 108 108 1
Ry |11 7 12
Rs | 108 4 108
0 0 0

OD—‘N[\DOD—‘&
'S

O OO ONSN

O NGO Wk Ol

Recuadramos ceros y tachamos ceros. Los nimeros pequefios indican el orden en
que se han ido tachando los ceros. Los ceros tachados estan sefialados con “X”.
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Ay A A3 Ay As  Ag
&k 5 2 1 6 0X
107 2 3 o 2 4
108 108 1 2 0 3
1 7 127 0X 8
108 4 108 1 0X 2
0X 0, 0X 0X 0X 0X

Tachamos con el minimo nimero de lineas todos los ceros:

Marcamos las filas sin ceros recuadrados.

Considerando estas dos filas marcadas, marcamos ahora las columnas que tengan
ceros tachados

A Ay Ay Ay As  Ag
& 5 2 1 6 0X
07 2 3 O 2 4
108 108 1 2 O, 3
11 7 12 7 0X 8«
108 4 108 1 0X 2«
0X 0O, 0X 0X 0X 0X

A Ay As Ay Ag Ag
N — 1 )
R, 107 2 3 @ 2 4
R, | 108 108 1 > W, 3

R |11 7 12 70X se
R | 108 4 108 1 0X  2e
Art| 0X @ 0X  0X 0%( 0X

Considerando esta ultima columna se marcan las filas con algun cero recuadrado
(la tercera)

A Ay Ay As As Ag
m 5 2 1 5 0%
07 2 3 oW 2 4
108 108 1 s o, 3e
117 12 7 0X 8«
108 4 108 1 0X 2
X o ox ox X ox
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Ya no se pueden marcar més lineas. Tachamos las filas no marcadas y las colum-
nas marcadas. Las lineas tachadas las hemos representado con mimeros mds pe-
quenos.

A Ay A3 Ay A5 Ag
Ry o 5 2
Ry | 107 2 3
Ry | 108 108 1
Ry |11 7 12
Rs | 108 4 108

0 0 0

o o o e N o

S N0 W

Se elige el menor valor de los elementos no marcados, que es 1, restando este
valor a todos ellos. Los tachados una sola vez no cambian de valor, y a los elementos
tachados dos veces se les suma 1.

Al AQ A3 A4 A5 A6
R |0 5 2 1 7 0
Ry | 107 2 3 0 3 4
R; | 107 107 O 1 0 2
Ry |10 6 11 6 0 7
Rs | 107 3 107 0 0 1
Art | 0 0 0 0 1 0

Se repiten en esta matriz los pasos anteriores hasta que ya no se puedan marcar
mads filas o columnas :

A1 A2 A3 A4 A5 AG
R |k 5 2 1 7 0X
Ry | 107 2 3 o 3 4«
Ry | 107 107 @ 1 0xX 2
Ry |10 6 11 6 0 7<=
Rs | 107 3 107 0X 0X 1<«
Art | 0X [§ 0X 00X 1 0X

Se tachas las filas no marcadas y las columnas marcadas (letra mds pequena)
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A1 AQ A3 A4 AS A6

"Ry o 5 2 1 7 0X
R2 107 2 3 0 3 4=
R3 | 107 1070 1 0X 2

R4 10 6 11 6 0 =
Rs | 107 3 107  ox 0X 1<

0x 0 0X 0X 1 0X

m.m

A los elementos de la parte no tachada se le resta 1 (su menor valor) y se suma
esta valor a los elementos tachados dos veces:

A1 A2 A3 A4 A5 A6
R |0 5 2 2 8 0
Ry | 106 1 2 0 3 3
Rs | 107 107 O 2 1 2
Ry |9 5 10 6 0 6
Rs | 106 2 106 0 0 0

0 0 0 1 2 0

Ahora se recuadran los ceros:

A Ay Ay Ay As  Ag
R [ 5 2 2 8
Ry |106 1 2 D 3
Ry 107 107 & 2 1 2
Re 19 5 10 6 0
Rs | 106 2 106 0X O0X 0¥
Art [0X O O0X 1 2 0X

Ya tenemos marcada la solucién. &éptima. Volviendo al problema inicial, esta
solucién corresponde a:

Al Ay Az Ay As As
R [[8] 3.6 7 2 8
Ry~ 5 4 5 3
Ry |- - 6 8 5
Ryl4 8 3 8 7
Rs |- 4 - 7 8 [

El beneficio obtenido es: 8 + 7+ 7+ 15+ 6 = 43 u.m. La tarea As no se realiza.
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Ejercicio 60 Una comparita dispone de cuatro vendedores y cinco territorios de
venta. Los territorios no son igualmente ricos en potencial de ventas y se estima
que un vendedor medio operando en cada territorio obtendria mensualmente las si-
guientes ventas:

Territorio : T1 T2 T3 T4 T5
Ventas(u.m.): 150 110 120 100 90

Los cuatro vendedores difieren también en su capacidad y se estima que trabajando
en las mismas condiciones sus ventas seguirian la siguiente proporcion (siendo 1 la
del vendedor medio):

Vendedor: Vi Vo Vs Vi
Capacidad : 1.1 1.2 1 0.8

Se les ha permitido a cada vendedor excluir un territorio como destino; ast, Vi ha
excluido a T3, Vo y V3 a Ty y V4 a Ts.

Obtener la asignacién optima.

La tabla de asignacién se construye de la siguiente forma:

Ty T 15 Ty T5
Vi 150x1.1 | 110x1.1 | -M 100 x1.1 | 90 x 1.1
Va -M 110x 1.2 | 120 x 1.2 | 100 x 1.2 | 90 x 1.2
Vs -M 110 120 100 90
Va 150 x 0.8 | 110 x 0.8 | 120 x 0.8 | 100 x 0.8 | —M
Vreie | 0 0 0 0 0

que resulta:

T | T, |1z |Ts |Ts
Vi 165|121 | —M | 110 | 99
Vs -M [ 132 |[[144]] 120 | 108
Vs —M [|110]| 120 | 100 |90
Vi 120 [88 |96 —M
Vrie | O 0 0 0 [o]

La asignacién que reportaria mayor beneficio serfa la que estd marcada en la
tabla anterior. Por tanto se enviard al vendedor 1 al territorio 1, al segundo al
territorio 3, al tercero al territorio 2 y al cuarto al territorio 4. Al territorio 5 no se
envia ningin vendedor.

El beneficio total esperado es:

165 + 144 + 110 + 80 = 499 u.m.
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5.2 Ejercicios Propuestos

1. En los siguientes problemas de transporte se pide dar una solucién inicial por
los métodos siguientes: Método de la Esquina Noroeste(MEN), Método del
Costo Minimo(MCM) y por el Método de Vogel(MV). Obtener la solucién
Optima a partir de la solucién inicial obtenida por el método MCM.

Cij | Di|Dy| Ds|SUM
O, |2]7]4] 5
o O |3[3]T]| 8
Os | 541 7
Os | 1|6 ]2]| 14
DEM| 7 | 9 | 18

Cy |Di| Dy | Ds| Dy| Ds|SUM
O, | 8 | 101217 |15 100
O, |15 131811 | 9 | 150
Os | 14|20 | 6 |10 | 13| 180
Os 13|19 7|5 |12] 280
DEM | 90 | 170 | 50 | 210 | 190

2. Considere el siguiente problema de transporte:

Cy; | Dy | Dy | Ds| SUM
O, | 5|1 7] 10
0, | 6|46 8
Os | 3|25 15
DEM [ 75 | 20 | 50

Cada demanda no satisfecha en D, D, y D3 genera, respectivamente, un coste
adicional de 5, 3 y 2. Dar una solucién inicial por el método MV y obtener la
solucién 6ptima.

3. Una compaiiia produce una componente en tres plantas y los vende a cuatro
compradores a un precio fijo de 40 u.m. por unidad. Las demandas mensuales
de los compradores son respectivamente, de 30, 30, 40 y 50. La produccién
en cada una de las plantas es de 50, 50 y 75 y el coste de produccién de cada
unidad es, respectivamente de 10, 12 y 15. Los costes de transporte desde cada
planta a cada comprador vienen dados por la siguiente tabla:

Ci'lC]|CQ|C3|C4
P57 (1015
P 8 6 9114
"P3 10| 9| 8 112
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Establecer la polftica de ventas que dé un beneficio més alto. ;Debe alguna
de las plantas modificar sus cifras de produccién?

4. Resolver el siguiente problema de transporte:

Cy; | Di|D:|Ds|Ds|SUM
0, |35 ]7]6] 15
0, |46 |—-]5] 20
Os | 7| -1316] 10
DEM]| 9 | 6 | 17 | 13

5. Resolver el siguiente problema de transbordo con dos origenes y dos destinos,

siendo los suministros de Oy y Oz de 10 y 30 respectivamente y las demandas
de Dy y Dy de 25 y 15.

o 0 3 415
O, 3 0 315
OD, 4 3 01 2
ODy | 5 ) 210

6. Obtener la solucién éptima del problema de transporte dado por la siguiente
tabla usando como solucién inicial la que suministra el método de la esquina

Noroeste.
1 3 4 Disp.
1 8 11 5 7 400
2 9 6 11 700
3 12 | 4 8 10 100
Dem. | 500 | 400 | 100 { 200

7. Un fabricante de chips tiene que planificar la produccién para los préximos
tres meses. Los costes de produccién por chip son de 10 pesetas en los dos
primeros meses y de 15 el tercer mes. Se estima que la demanda de cada uno
de los tres meses va a ser de 600, 400, y 500 unidades respectivamente. La
fabrica puede producir a lo sumo 500 chips al mes. Ademds puede hacer horas
extras durante el primer mes incrementando la produccién en 100 unidades,
aunque el coste de produccién se incrementara en 5 pesetas por unidad. El
exceso de produccién se puede almacenar con un coste de 3 pesetas por mes y
unidad. Se desea:

(a) Planificar la produccién resolviendo el problema por el algoritmo de trans-
porte.

(b) Formular el problema como un problema de programacién lineal.
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Un ordenador dispone de tres discos de diferentes caracteristicas A, B, C. Puede
almacenar como méximo 200 archivos en A, 100 en B y 300 en C. El usuario
desea almacenar 300 archivos de texto, 100 paquetes conteniendo programas
y 100 archivos de datos. Cada dia accede por promedio 8 veces a un archivo
de texto, 4 veces a programas y 2 veces a archivos de datos. Las unidades de
tiempo utilizadas en acceder a un archivo segtn el tipo de archivo y el lugar
donde estd almacenado, viene dado en la tabla siguiente:

texto | programa | datos
Alb 4 4
B|2 1 1
Ccl10 8 6

Se desea almacenar cada tipo de archivo en los discos adecuados con el objeto
que el tiempo total de acceso sea minimo.

(a) Plantear el problema como un problema de programacién lineal.

(b) ;Puede resolverse como un problema de transporte balanceado? Dar la
tabla de este problema.

(c) Encontrar una solucién inicial por el método de Vogel.
(d) Resolverlo.

Dada la tabla de transporte
1 2 | 3 | Disp.
A 8 [9 |6 |45
B 5 |7 [4 125
C 3 |5 |7 |50
D 718 |5 |30
dem. | 40 | 60 | 30

donde los elementos interiores representan costes, se desea determinar una
solucién basica factible y su coste asociado con:

(a) El método de la esquina noroeste.

(b) El método de Vogel.

{(c) El método del coste minimo.
Una empresa ha de asignar 5 de sus obreros (1, 2, 3, 4, 5) a 5 puestos de

trabajo (A, B, C, D, E). De experiencias anteriores, se sabe que cada obrero
ocasiona en cada puesto de trabajo el coste indicado en la tabla siguiente:

A|B|C|D|E
17 13157 |10

2206 8 |7
316 (5 |1|5

4° |11 | 4 11115
5° 4 152 |10
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11.

12.

13.

Los lugares en blanco indican que el obrero no puede hacer ese trabajo. Asignar
a cada obrero un trabajo de modo que el coste total sea minimo.

Un empresario gestiona cuatro hospitales que necesitan durante un mes 40,
150, 60, 50 cajas de una medicina. Esta medicina puede ser adquirida en los
laboratorios Ly, Ly y Ls que garantizan un suministro de 150, 110, y 40 cajas
al mes respectivamente. Los precios de la medicinas segiin el laboratorio y el
hospital al que surte es:

Hl | H2 | H3 | H4
Ly |5 2 4 9
L, |10 |3 8 16
Ly | 7 3 9 10

. Cudntas cajas debe comprar en cada laboratorio para minimizar el coste?

Una empresa de limpieza tiene 5 empleados. Para limpiar una casa deben
barrer, limpiar la cocina, limpiar el bafio y dar un repaso general. El tiempo en
horas que emplea cada operaria en hacer cada trabajo se indica en la siguiente
tabla.

barrer lllIlpIE.lI‘ limpiar el bano | repaso general
la cocina
Empleado 1 | 6 5 2 1
Empleado 2 | 9 8 7 3
Empleado 3 | 8 5 9 4
Empleado 4 | 7 7 8 3
Empleado 5 | 5 5 6 4

Asignar un trabajo a cada empleado de forma que se minimice el tiempo total
que se dedica a la limpieza de la casa.

Una fibrica de galletas estd estudiando cémo surtir de este producto durante
la préxima semana, a cuatro cadenas de supermercados (A, B, C y D). Dispone
de tres sucursales S7, Sy y S3, con producciones de 1000, 2000 y 1500 cajas de
galletas por semana, respectivamente.

A su vez, la cadena A precisa de 2000 cajas por semana, 1000 la B, 1000 la C
y 500 la D.

La distancia desde cada sucursal al almacén de cada una de las cadenas, se
detalla en la siguiente tabla (en kms):

|A B C D
5740 20 50 24
S, |20 60 20 36
S3 |28 40 40 4

El coste de transportar cada caja durante 1 km es de 0.1 u.m. La ganancia
por caja obtenida por la venta en cada una de las cadenas comerciales es 10
u.m. en la cadena A, 8 um. en la B, 12 u.m. enla Cy 10 um. en la D.
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Determinar desde qué sucursales y en qué cantidades nos interesaria servir a
las diferentes cadenas, para maximizar el beneficio de la empresa ;Cudl es el
beneficio obtenido?

Una empresa se dedica a la fabricacion de ordenadores. La empresa puede
fabricar un méximo de 40 unidades al trimestre a un costo de 400 u.m. cada
unidad. A partir de esa cantidad puede producir a un costo de 440 u.m. la
unidad. La empresa recibe un pedido de 45 unidades en el primer trimestre,
25 unidades en el segundo trimestre y 75 en el tercer trimestre. Ademds se
tiene la posibilidad de utilizar un almacén a un costo de 20 u.m. la unidad
por trimestre. Suponiendo que la empresa comienza el afio con un stock de
10 unidades, se pretende calcular la produccién de la comparfifa en los tres
trimestres de manera que se haga minimo el costo total y se satisfaga la de-
manda. Construir la tabla inicial si se desea resolver como un problema de
transporte.

5.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

Solucién:

a) Solucién  éptima: x11= 5, a2 = 8, 3z = 1, x33 = 6, x41 = 2, @43 = 12,
z = T0.

b) Solucién (’)ptima: T = 100, Too = 70, Tos = 80, I3l — 20. I3z = 50,
T35 = 110, 41 — 70 T44 — 210, z = 6600.

. Solucidén:

T = 10, 9] = 60, Tog = 10, X23 = 10, 31 = 15, T43 = 40, z = 595.

Solucién:

Como el problema no es equilibrado, se incorpora un comprador ficticio, que
numeramos con el 5, que demanda 25 unidades. La solucién del problema de
transporte es:

11 = 30, T3 = 20, Too = 30, Iogz = 20, T34 — 50, 15 = 20, T35 = 5, el
beneficio total de la compania es de 2840 u.m..

La tercera planta puede disminuir su produccién en 25 unidades, que son las
que adquiere el comprador ficticio, sin que cambie la solucién actual.

. Solucién:

11 =_2, Iy = 6, T13 = 7, To1 = 7, T94 = 13, I33 = 10, z = 208.

. Solucién:

10 unidades del O; al Dy, 30 de Oz al D; y 5 del D; al Dy. El coste del
transporte es de 150 u.m.
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. Solucién:

11 — 200, T4 = 200, 21 = 300, I — 300, I3 — 100, I3y = 100, siendo el
costo 8200 u.m.

. Solucién:

(a) La tabla de transporte es:

1 2 3 ficticia | Disp
1°mes normal | 10 1043 | 10+6 | O 500
1°mes extra 15 1543 | 1546 | 0 100
2°mes M 10 1043 | 0 500
3°mes M M 15 0 500
Dem 600 | 400 500 100

El primer mes se producen 600 que se venderdn todas. El segundo mes se
fabrican 500 de las cuales se venden 400 y se guardan 100 para el tercer
mes. En el tercer mes sélo se fabricardn 400, no alcanzando la produccion
méxima de 500. El coste total es 17800.
(b) El modelo podria ser el siguiente:
10211 + 13219 + 16213 + 15x91 + 18299
+21x93 4+ 10z32 + 13233 + 15243
sa: 11 + 212 + 713 < 500
Zo1 + Zo2 + z23 < 100
T3z + z33 < 500
T43 g 500
11 + 291 = 600
T12 + 20 + 32 = 400
x13 + T23 + T33 + Za3 = 500
. T11, T12, T13, To21, 22, L23, L32, £33, 43 = 0

min

8. Solucion:

Los archivos deben almacenarse como indicamos a continuacién para que el
tiempo de acceso total sea minimo: 200 archivos de texto en A y 100 en B,
100 archivos de programas en C, 100 archivos de datos en C.

Solucién:

Hay que anadir un destino ficticio con demanda 20.

a) I11 = 40 T2 = 5, T2 = 25, I32 = 30, 33 = 20, Ty3 = 10, Tyq = 20 siendo
el costo de 880 u.m.

En los dos casos siguientes puede haber distinta solucién si se presenta empate
en la seleccion.

b) I = 25, Ti14 = 20, T14 = 20, Ioz = 25, 31 = 40, T3zg2 = 10, T42 = 25,
siendo el costo de 720 u.m.

C) T12 = 25, T14 = 20, I3 = 25, I3l — 40, I32 = 10, T4 = 25, T43 = 5, siendo
el costo de 720 u.m.



404

10.

11.

12.

13.

14.

EJERCICIOS TEMA 5. EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Solucién:

La asignacién es la siguiente: (1,A) (2,E) (3,C) (4,B) (5, D). Su coste es 21.

Solucién:

La cantidad que cada hospital debe demandar a cada laboratorio es

Hl1 | H2 | H3 | H4
L, |40 [40 |60 | 10
Ly | O 110 | O 0
L3 | O 0 0 40

El coste total es de 1340 u.m..

Solucién:

El empleado 5 barre, el empleado 3 limpia la cocina, el empleado 1 limpia el
bafio y el empleado 4 hace el repaso general. El tiempo minimo que se dedica
a la limpieza de la casa es de 15 horas.

Solucion:

En la siguiente tabla indicamos en cada celda el beneficio obtenido, restando
a los ingresos los gastos de transporte, por ejemplo en la celda (1,1) aparecerd
10 — 4 = 6, que es el beneficio obtenido por cada caja que se transporta de la
sucursal 1 a la cadena A.

A B C D produccion
S 10—-4 8-2 12-5 10-24 1000
Sy 10—-2 8-6 12—-2 10-36 2000
Ss3 10—28 8—4 12—-4 10-04 1500

Demanda 2000 1000 1000 500

El problema es de maximizacién. La solucién es la indicada en la tabla siguiente

| A B C D
S| 0 1000 0 0
S, | 1000 0 1000 0
Ss|1000 0 0 500

El beneficio es de 36000 u.m.

Solucién:

La tabla inicial del problema de transporte puede ser:
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Trim. 1 | Trim. 2 | Trim. 3 | Disponibilidades

Trim. 1 (normal) | 400 420 440 50
Trim. 1 (caro) 440 460 480 M
Trim. 2 (normal) | M 400 420 40
Trim. 2 (caro) | M 440 460 M
Trim. 3 (normal) | M M 400 40
Trim. 3 (caro) M M 440 M
Demanda 45 25 75
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Ejercicios tema 6

Problemas de redes

6.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 61 Considerar la red del proyecto de la siguiente figura:

Para cada actividad se da, en dias, el tiempo pesimista, mds probable y optimista:

actividad (1,2) | (1,3) | (2,4) | (3,4) | (3,5)
Tiempo optimista. 4 2 1 6 5
Tiempo mds probable 6 4 3 9 10
Tiempo pesimista 8 ) 7 12 15
actividad 3,6) | 4,7y | 6,7) | (6,8) | (7,9 | (89)
a = Tiempo optimista. 7 5 1 2 10 6
m = Tiempo mds probable 12 9 2 3 15 9
b = Tiempo pesimista 18 12 3 6 20 11

Calcular:
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a) El tiempo minimo por término medio que hay que emplear para acabar el
proyecto.

b) Relacion de actividades criticas.

¢) Probabilidad de que la duracidn total del proyecto no supere los 40 dias.

ay b) La duracién media de cada actividad se calcula con la expresién:

a+4m+b
6

Usando el método C.P.M., y multiplicando por 6 la duracién de las actividades,
obtenemos la tabla siguiente:

actividad | duracién | PC | PT | TT | TC
a=(12) | B 0 |36 |60 |24
b=(13) [ £ 0 26 (26 [0
c=(24) [ & 36 | 56 | 80 | 60
d=(34) | 2 26 | 80 |80 | 26
e=(35) | & 26 | 86 | 130 | 70
f=(36) | & 26 | 99 | 131 | 58
g=(47) | ¥ 80 | 142°] 1427] 80
h=(57) | 86 |98 | 142 | 130
i=(68) | & 99 | 119 | 151 | 131
i=(79 [ ¥ 142 | 222 | 222 | 142
k=(89) | & 119 | 190 | 222 | 151

El tiempo minimo es de 2%—2 = 37 dias.
Las actividades criticas son: b, d, g, j

c¢) La media de la duracién total del proyecto es 37 y la varianza es:

2
(=27 | (2207 | (12-5) | (010" _ ¢ 1389

y la desviacién tipica es por tanto v/6.1389 = 2.4777 dias.

La probabilidad de que la duracién total sea menor que 40 dias se calcula
suponiendo que esta variable se rige por una distribucién normal de media 37 y
desviacién tipica 2.4777. El valor resultante para esta probabilidad es 0.887014.

Ejercicio 62 Obtener el flujo mdzrimo de 1 a 7 en la red siguiente (los nimeros en
cada arco indican su capacidad).
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1. Por medio del algoritmo de Ford Fulkerson, partiendo de la solucion con flujo
nulo.

2. Buscando caminos de flujo que permitan localizar un corte. Indica este corte.

3. Plantea el problema de Programacion lineal correspondiente.

1. Se recorren sucesivamente las siguientes cadenas (se indica el flujo en cada arco
y el flujo total enviado en las sucesivas fases).

—>7_>_>7_>_>7_>_»7_>@.»7_>
Flujo total=7

[1]-2 —[4]- 9 —~[5]- 9 —[7] Flujo total 7+2=9
[1]-1—[3]-1-[6]- 8 —[7] Flujo total=9-+1=10
[1]- 4 —[3]- 3 —~[5]- 5[] Flujo total=10+3=13
[1]- 3 —[4]—6 {2]— 1 =[5]- 6 =[7] Flujo total=13+1=14

La solucién final es

Corte={1,2,3,4,5,6},{7}
2. Pueden usarse los mismos caminos anteriores

3. El problema de programacién lineal correspondiente es:

max X71
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12 L7, 213 €4, 214 <7, ...flugo arco <capacidad (salvo x71)
T71 = T12 + T13 + T14

T12 = To4 + Z25

T13 = T35 + T36

To4 +T14 = Tg5

Tos + T35 + Ta5 = Tse + Ts7

36 + Ts6 = Tey

Ts7 + Ter = T71

Ejercicio 63 USA, Japdn y Alemania proveen de ordenadores a Esparia y Portugal
a través de Francia que actia como intermediaria. Francia tiene limitado el niimero
de pedidos por dia que puede servir a un mdzimo de 7 pedidos. Ademds, USA puede
servir a Espafia un mdzrimo de 3 pedidos directos (es decir, sin pasar por Francia),
y Japon un mdzimo de 2 pedidos a Portugal, también sin intermediarios.

Se desea calcular el mdzimo ndmero de pedidos que llegan a Espatia y Portugal
st la oferta de USA es de 4 pedidos, la de Japon de 8 pedidos y la de Alemania de
3, siendo las demandas de 5 pedidos para Esparia y 7 para Portugal.

Plantear este problema como un problema de flujo mdximo.

Si se plantea como un problema de flujo maximo, obtenemos la red que aparece
en la figura siguiente.

Ejercicio 64 Con el propdsito de diseriar el plan de ventas para el siguiente anio
una empresa ha de realizar las actividades siguientes en el orden indicado por las
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relaciones de precedencia de la tabla.

Duracion

Actividad descripcion | Predecesoras (en dias)

Evaluar las previsiones
A - 10
del volumen de ventas

Estudiar la competitividad

B del mercado i 7

C' | Realizar el disefio del producto A 5

D Preparar el 3 o y
esquema de produccion

E | Estimar el coste de produccion D 2

F | Establecer los precios de venta B. FE 1

G Diseriar un plan de ventas E F 12

Indica qué actividades no pueden sufrir retraso y qué retraso pueden tener como
mdzximo las restantes actividades.

¢En cudntos dias puede estar terminado todo el proyecto, si se realiza lo mds
rdapido posible?

El grafo del proyecto es el aparece en la figura siguiente:

Y la tabla de aplicacién del algoritmo CPM es la que aparece a continuacion:

DUR | PRE | PC | PT | TT | TC | HOLGURA
A 10 - 0| 10| 10 0 0
B 7 - 0 7| 21| 14 14
C 3] Aj 10| 15| 15| 10 0
D 4 C| 16| 19| 19| 15 0
E 2 D|] 19] 21] 21| 19 0
F 1{B,E| 21| 22| 22| 21 0
G 12| E,F| 22} 34| 34| 22 0

No pueden retrasarse la actividades con holgura nula, que son todas menos la
actividad B. La duracién total del proyecto es como minimo de 34 dfas.
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Ejercicio 65 En lo siguiente red hallar la ruta mds corta entre los vértices origen
y final mediante el Algoritmo de Dijkstra.

En la siguiente tabla mostramos las sucesivas etiquetas temporales y permanentes
(recuadradas) para las distintas fases del algoritmo de Dijkstra.

B3 3 3 B3 3 B3 EI EF~
BEEEEEEEER:

[elel=]el=]elo]=]o]>
BEEEEEBEEEES

El camino minimo resultaser A = D - F — [

La longitud del camino minimo es 30.

6.2 Ejercicios Propuestos

1. Hallar el flujo médximo en la red siguiente, indicando los pasos del algoritmo
de Ford-Fulkerson, siendo el nodo 1 la fuente y el nodo 5 el sumidero. Los
nuimeros en cada arco indican su capacidad.
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2. Un proyecto se compone de las actividades a, b, ¢, d, e, f y g. Las relaciones
entre las actividades son:

a<e c<d, b<d, c<e,
b<e, e<f, d<f, d<ag.

De cada actividad se han obtenido tres estimaciones sobre su duracién en dias:

Actividad a b ¢ d e f g
to 2 6 3 5 9 3 4
tm 3 7 8 6 12 5 6
tp 4 10 10 7 16 6 7

Se pide:

(a) Dibujar la red del proyecto.

(b) El tiempo esperado y la varianza de cada actividad.

(c) El camino critico, tiempo esperado y varianza del proyecto.
)

(d) ;Cudl es la probabilidad de que el proyecto se termine en un plazo de
entre 24 y 27 dias?

3. Un proyecto se compone de las actividades a, b, ¢,d, e, f, g, h, %, 5, ky L
Las relaciones entre las actividades son:

a<ec, a<b b<d, b<g, b<k, c<d c<ug,

d<e, e<f, f<h, f<i, f<l, g<i g<l, h<j,

1<7 k<l

La duracién estimada de las actividades, en dias, es:

a b ¢ d e f g h i jF k 1
30 7 10 14 100 7 21 7 12 15 30 15

Dibujar la red del proyecto y efectuar el Andlisis CPM.

4. Hallar el camino més largo para ir del nodo 1 al 7 en la siguiente red
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5. Hallar el flujo méximo de 1 a 6 en la red. Los mimeros de los arcos indican su
capacidad.

6. Las ciudades A, B, C, D, E estdn unidas por autobuses. Los tiempos medios
en horas para ir de una ciudad a otra estdn representados en la tabla siguiente.
Por dificultades de horario de enlace entre los autobuses sélo pueden realizarse
los viajes en el sentido indicado:

(A—B),(A—-0C),(B—C),(B— D), (B—E),(C— D), (D—FE)

A(B|C|D|E
A 2|8
B 5[4 |12
C 6
D 10
E

Se pide:
a) Recorrido mds rédpido para ir de A a E (se supone que no hay que esperar
entre un autobus y el siguiente).

b) Plantearlo como un problema de programacién lineal 0-1.
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7. En la siguiente red hallar la ruta méds corta entre los vértices origen A y final
G mediante el Algoritmo de Etiquetacién.

8. Determinar el flujo mdximo en la red:

9. Determinar el flujo mdximo en la red:
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()
v

10. Un proyecto se compone de las actividades a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j. Las
relaciones entre las actividades son:

a<bh, a<ec a<d b<e c<e d<e,
e<f, e<g, f<i, f<h, g<h, h<j, i<j.

De cada actividad se han obtenido tres estimaciones sobre su duracién en dias:

a b cde f g h i j
6 3 542 7 9 4 6 9
756 6 3 8 11 5 8 12
9 6 8 7 4 11 13 6 11 13

(a) Hallar el camino critico, la esperanza y la varianza de la duracién del
proyecto.

(b) (Qué estimacién debe darse de la duracién del proyecto si se desea que la
probabilidad de tardar méds que este tiempo no sea mayor que 0.057

11. Hallar el camino minimo del nodo 1 al nodo 7 indicando los pasos del algoritmo
de etiquetacion.
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6.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

1.

Solucion:

son los flujos siguientes: (1,2) 20, (1,3) 10, (1,4) 15, (2,4) 0, (2,5) 20, (3,4)
0, (3,5) 10, (4,5) 15. El flujo maximo total es 45.

. Solucién:

b) E(T) = 27.5 dias  Var(T) = 3.083 dfas?> «¢) Camino critico: acef.
d) La probabilidad es 0.366.

Solucién:

Camino critico: acdefij. Duracién 98 dias

. Solucidén:

El camino mds largo es 1-4-5-6-7 con longitud 32.

Solucidn:
Las cantidades que circulan por cada arco son:

(1,2) 15, (1,3) 18, (2,3) 3, (2,5) 12, (3,4) 6, (3,5) 0, (3,6) 15, (4,5) 0, (4,6 ) 9,
(5,2) 0, (5,4) 3, (5,6) 9.

El flujo total es 33.

Solucién:
a) El camino mas répido es A = B = E. Su duracién es 2 + 12=14
b) min z=2x4p+8xac +5zpc +42pp + 1225 + 62¢cp + 102pE
S. a: ZAB+Tac =1

4B — (zBc +zBp +xBE) =0

zac +zpc —xcp =10

zpp +Tcp — Tpe =0

zpe +rpp =1

TaB, TAC, TBC, TBD, TBE, Zcp, TpE € {0, 1}
Solucion:

Las etiquetas deben ponerse en el orden A, B, D,C, E, F,G y son respectiva-
mente

0,3,7,5,10, 11, 16. La longitud del camino minimo es 16. El camino minimo
es A,B,D,E,F,G.

Solucién:

El flujo méaximo es 14.

Una solucién es:

zap =4, zac =7, zap =3, zpc =1, 2 =3, zcB =0, Tce = 4,

zcr =3, zcp =1l,zpr =4, 2er =0, 2gc =8, zre =1, Trg = 6.
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Solucién:

El flyjo maximo es 15.

Una solucién es:

T2 = 10, T14 = 5, Tog = 3, Io3 = 5, Togq = 3, I35 = 5, T42 — 1, Ty5 = 7,

Tse = 3, 57 = 9, 267 = 6, el resto de los arcos nulos.
Solucién:
(a) El camino critico estd formado por las actividades a, ¢, e, f, 1, j.

La esperanza del proyecto es 44.5 dias y la varianza es 3.25 dias.
(b) 47.465 dfas.

Solucién:
El camino miimo puedeser 1 -3 -2 —-4 — 70 tambiénl1 -3 -2 — 7.

Los dos caminos anteriores tienen longitud 20. Las etiquetas de los vértices
1,2,3,4,5,6,7 son respectivamente 0, 13, 10, 15, 15, 17, 20.



Ejercicios tema 7

Programacion entera

7.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 66 Realiza un paso del algoritmo de corte en la resolucion del siguiente
problema

max 2z=3x1+ 22
5z + 129 <12
s. a. 21+ 22 < 8
T1, T3 > 0, 11, T2 enteros

Hallamos la solucién del problema relajado. Se obtienen sucesivamente las tablas
siguientes. El elemento pivote aparece recuadrado.

1 1 0f12 Pz o3 Ol¥ 10 L 1 3
2 1 0 1|8 0 fg‘] 21| &8 0 1 -2 5|18
3 -1 0 0] 0 2 L 0] 0 0 L £

Realizando el corte a partir de la primera ecuacién:

r1+ih+ (-1+3)he=3+1%

Ty —hy—3=3%— hl—%hQSO

wl—
W=

Afadiendo previamente su correspondiente variable de holgura, e incorporando
esta restriccién al problema primitivo, obtenemos la tabla:
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10 & -1 of4%
5 8 1o
01 -2 8§ ofl
00 -i r—ﬂ 1] -4
703 % 0]
Usando el método dual del simplex obtenemos:
10 L o 1|2
% g |8
0 1 - 0 3 ?
0 0 3 1 3|3
00 0 0 1 |

Como con este problema aiin no tenemos la solucién entera, se construirfa otro
corte a partir de cualquiera de las ecuaciones de estas tres filas.

Esta solucién es degenerada. Si se introduce en la base la variable h; llegarfamos
a la solucién del problema entero que es £; = 1, z2 = 6. El valor para la funcién
objetivo es 9, igual valor que el que se consigue con la solucién anterior que no es
entera.

Ejercicio 67 Resolver usando el algoritmo de Ramificacion el problema de progra-
macion entera mixta:

Maz z=14x1 +18x9

s.a.; - +31y <6, Tri+12 < 35, 11,29 > 0,27 entera.

La tabla optima: del problema relajado viene dada por :

I T2 h1 h2
T 117
ol w3

Nota: Los problemas resultantes pueden resolverse por el método de Simplex o
grificamente.

El problema consiste en

Maz 142, + 1829
s.a.:—x1+ 320 < 6,727 + 2 < 35,21, %2 > 0 11 entera.

Como la solucién correspondiente a x; que aparece en la tabla éptima, es % hay
que dividir la regién factible del problema relajado primitivo en dos zonas. La de la









(9/4,15/4)

(9/4,15/4)
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Problema 1.A
x1=9/4, x,=15/4, Z = 165/4
/ cota =0 \
X2 4 X-<3
Problema 2.B Problema 3.G
x=9/5, x,=4, Z =41 x=3, X;=3, Z =39
cota = 39
Terminal por ser solucién entera y
por ser superado por el problema F
X 22
l me \
Problema 4.C Problema 5.D
x1=1, x;=40/9, Z =365/9
Infactible
/ x> 23 X4
Problema 6.F Problema 7.E
x,=0, x,=5, Z =40 X =1,x=4, z=37
cota = 40 Terminal por ser solucion entera 'y
Terminal. Solucién candidata por ser superada por €l problema F

Figura 7.3: Esquema del algoritmo de ramificacién.

Elegimos el 7. La solucién es z = 37, x7y = 1, 2 = 4. Esta solucién es entera.
Podria ser la solucién buscada caso de no encontrar otra mejor en los problemas
que restan por resolver. Se dice que es una solucién candidata y también es un
problema terminal.

A continuacién resolvemos el problema 6, que es el dltimo abierto. Su solucién

es z = 40, 1 = 0, 2 = 5. Queda sin resolver el problema 3. Su solucién es

= 39,21 = x2 = 3, que es entera, pero como ya hay una solucién con z = 40,

el subproblema 3 queda cerrado. Cuando todos los problemas queden cerrados la

solucién 6ptima es la mejor de entre las candidatas. En este caso, la solucién éptima
corresponde a la solucién del problema 6 que era z; = 0, zo = 5 con z = 40.

Ejercicio 69 Una empresa fabrica dos elementos electrénicos A y B. Cada uno de
ellos tiene que pasar por tres puestos de una linea de montaje. El tiempo que ha de
estar cada producto en cada uno de los puestos de la linea de montaje estd expresado
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en minutos en la siguiente tabla.

A| B
Puesto 1| 6 | 4
Puesto 2 5 | 5
Puesto 3| 4 | 6

Cada puesto puede estar en funcionamiento un tiempo mdzrimo de 480 minutos,
pero debe gastar algin tiempo en mantenimiento. En el primer puesto el tiempo de
mantenimiento es del 10%, en el sequndo del 14% y en el tercero del 12% sobre el
total del tiempo disponible. La empresa desea minimizar la suma de los tiempos en
que los puestos de la linea de montaje permanecen totalmente inactivos.

a) Plantea el problema.

b) Escribe la tabla inicial del problema relajado para resolverlo por el método de
simplex y realiza una iteracion del algoritmo de corte.

a) Sizy,zs son las unidades de cada componente electrénico y 3, x4, T5 los tiem-
pos de inactividad de cada puesto de montaje el problema puede plantearse
en la forma siguiente:

s.a: 6xy+4xo+ x3 = 432
921 + 9xo + x4 = 412.8

Min z= zx3+x4+ x5 dzy + 619 + x5 = 422.4
z1,22 20

T3,Z4,25 > 0
32T = y enteras

b) Se sustituye en el objetivo x3, x4 y 5 por las expresiones que resultan de
despejar estas variables de las restricciones en que aparecen:

T3+ T4+ x5 =
=432 — (6z1 + 4zo) + 412.8 — (5 + 5xa) + 422.4 — (4xy + 612) =
= 1267.2 — 1521 — 1525.

Es equivalente a maximizar: 15z + 15x5

Multiplicamos por 10 las dos ultimas ecuaciones para eliminar decimales y lla-
mamos

h1 = 10.1‘3, hg = 101'4, h3 = 10m5

15 15 0 0 O

T X hl h2 h3
hy (& 4 1 0 0| 432
ho | 50 50 0 1 0 | 4128
hs | 40 60 0 0 1 | 4224

-1 =15 0 0 O
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5 15 0 0 0
1 x99 hy  hy hg
o1 2 I 0 0] 72
ha | O [%[ﬂ —% 1 0| 528
hg | 0 189 2 0 1 |1344
0 -5 3 0 o0
5 15 0 0 0
1 T2 hi  hy hg
|1 0 7 —% 0[ZE=5.8
i
|0 1 -1 & 0| 32=3168
hs |0 0 10 -2 1 288
0 0 o0 ¥ 0

El problema relajado puede tener més de una solucién minima con valor para
T3+ x4 + x5 = 28.8.

La primera solucién es: x; = 50.88, z2 = 31.68 y la segunda solucién es:
1 = 36.48, z2 = 46.08.

Usamos la primera ecuacién para obtener un corte:
_lp 24 22
2h1 25 ha + 2% < 0

Afiadiendo esta restriccion a las primitivas se obtiene, tras incorporar una nueva
variable de holgura, la tabla:

15 15 0 0 0

1 xz h1 hy hs hy
n|1l 0 3 - 0 0][E5E=50.8
o 1 1 2 o0 o Z-31es
hs| 0 0 10 -2 1 0 288
o o B -z o 1 _2

0 0 0 £ 0

Usando el método dual del simplex se obtiene la tabla:

15 15 0 0 0

Iy Io hl hz h3 h4
@1 0 0 -1 0 1750
(0 1 0o & 0o -1|8%
Rs| 0 0 0 —{:50—6 1 20 %
he ] 0 0 1 £ o -2| #

0 0 0 $ O
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El problema se puede modelar asf:

s.a: 10z; + 8z < 800
= <60
M = I =
ar z 30x; + 2022 2 <75
z1,T2,T3 > 0y enteras

La tabla del simplex es:

30 20 0 0 O

I T2 I3 T4 s
T3 | 10 8 1 0 0 (800
T4 1 0 0 1 0 | 60
x5 0 1 0 0 1 75

-30 -20 0 O O

La solucién del problema relajado es 1 = 60, 2 = 25 que como es entera es
también solucién del problema de Programacion Entera. Por tanto han de fabricarse

60 radios del modelo A y 25 del modelo B.

Ejercicio 72 Dado el problema de Programacion lineal entera

Max 2z =8x1+ 5x9

X1 + X2 <6
sa: 91 + 522 <45
Iy, 1'220, T, IZGZ

a) Resolver el problema usando el algoritmo de corte en la sequnda restriccion.
b) Halla la ecuacion del corte en funcion de x1, z2. Hacer la representacion

grifica del corte.

a)
Resolvemos el problema relajado por el método del simplex. La tabla 6ptima es:

I T2 h1 hg
) 225 =025 2.25

0 1
r |1 0 —-125 0.25 3.75
0 0 1.25 0.75 | 2=41.25

Para aplicar el algoritmo de Gomory seleccionamos un contraste en el que la
variable bdsica tome un valor fraccionario. Tomando la segunda restriccion:

r1 — 1.25h1 + 0.25hy = 3.75 => 1 — (2 — 0.75)h; + (0 + 0.25)hy =3 + 0.75
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10.

Realizar una iteracién del algoritmo de corte en el problema de P.L. siguiente:

saa: —x1+312<6
Max z= Tx1+ 929 Tx1+ 19 <35
1,22 2> 0 y enteros

Resolver mediante el algoritmo de Ramificacién el problema:

s.a: —x1+x2<1
Max z= x1+xo 3r1+12<4
21,22 >0 y enteros

. Dado el problema de programacién lineal entera

s.a: 3x1+2xs >4
Maxr 2= x1+ Txo 1+ 219 <3
r1,29 >0 y enteros

Se pide:
(a) Resolver el problema relajado (se recomienda usar el método dual del
simplex)

(b) Resolver el problema de programacién lineal entera por el algoritmo de
corte.

. Dado €l problema de P.L:

s.a: dxy+Trg <35
Max z= 2x,+4 3zs 4xy + 922 < 36
T1,22 20 y enteros

Se pide:

(a} Ramificar con respecto a la variable z;, especificando los dos problemas
en que se subdivide.

(b) Representar graficamente la regién factible de cada uno de estos subpro-
blemas.

(c) Resolver uno cualquiera de estos dos problemas, indicando si es un pro-
blema terminal y porqué.

Una empresa desea contratar personas para realizar seis trabajos de distinto
tipo para el que se precisa personal cualificado. Puede contratar a alguna de
las seis personas que estdn en la tabla siguiente. El 1 de las celdas quiere
decir que la persona de esa fila puede hacer el trabajo indicado en la columna.
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Ademés hay que tener en cuenta que las personas 2 y 3 no pueden contratarse
al mismo tiempo.

T1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T6
P1]|1 1 1
P2 1 1 1
P3 1 1
P41 1
P5 1
P6 1 1

Formula un problema de programaciéon entera que permita a la empresa se-
leccionar el menor nimero posible de personas para realizar los seis trabajos.

Dado el problema de programacién lineal entera
—z1+422 <6
min 14x; — 18z, s.a. Tx1 + 12 <35
1, 3 > 0y enteras

Resolverlo por el algoritmo de corte.

Usa el algoritmo de enumeracién para resolver el siguiente problema de P.L.
binaria:

1021 + 322+ 23 <3
max —5x; + 6x2 + Txs s.a. 2r1 —3x9 — 23 <5

z1, x2 ,x3 € {0,1}

7.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

1.

Solucion:

La solucién éptima es x; =2, £ =0 con 2z =6.

Solucién: ‘

El problema relajado tiene la solucién (4.5, 3.5) con z = 81. El problema
entero tiene la solucién (4, 3) con z = 70.

Solucién:

1‘1=2, I2=8, z = 38.

Solucién:

1‘1:6, IQZO,Z=42.

. Solucion:

Compra 70 ordenadores al 2°y 40 al 3°. El importe es de 8 900 000 ptas.

Solucién

r1 =4, o0 =3, z =55.
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7. Solucién

10.

11.

12.

=1, z9=1, 2 =2

. Solucién

a) La solucién del problema relajado es 1 = 0.5, xo = 1.25, 2 = 9.25.

b) La solucién del problema enteroes 1 =1, z2 =1, 2=8.

Solucion

a) Los dos problemas en los que se subdivide ramificando con respecto a z;
son:

s.a: bxry+Tre <35
4x1 + 929 < 36
I S 3
1,22 20 y enteros

Max z= 2z,+ 32,

s.a: bxy+Txy <35
4x1 + 912 < 36
I Z 4
z1,72 >0 y enteros

Maxr z= 2z + 32,

b), Ninguno de estos dos subproblemas es terminal, ya que ambos tienen una
variable con solucién no enteras.

Solucién

El planteamiento puede ser:

min  p; +p2+ps +ps+Ps+Pe

Trabajo 1 p1+pa>1
Trabajo 2 p1+ps > 1
Trabajo 3 p2+p3>1
Trabajo 4 pL+pe>1
Trabajo 5 p2+p3s+ps>1
Trabajo 6 p2tps>1
Incompatibilidad de ps y p3 p2+p3 <1

P1,P2,D3,P4, D5, D6 binarias

Las personas seleccionadas serdn las de subindice ¢ tal que p; = 1.
Solucién

1 =0, z0=1, 2= —18.

Solucién

z1=0,20=0,23=1, 2=17.
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Ejercicios tema 8

Teoria de colas

8.1 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 73 El intervalo de tiempo entre llegadas de dos autobuses urbanos sigue
una distribucion erponencial de media 6 minutos.

a)g Cudl es la probabilidad de que lleqguen exactamente 4 autobuses en los proximos
12 minutos?

b)sCudl es la probabilidad de que lleguen al menos 4 autobuses en los prézimos
12 minutos? :

¢)sCudl es la probabilidad de que no llegue ningin autobis en los prézimos 12
minutos?

d) Acaba de llegar un autobus. ; Cudl es el probabilidad de que el siguiente
autobis lleque antes de 12 minutos?

a)

A= %. La distribucién de llegada de autobuses en 12 minutos es una Poisson de
pardmetro At = % x 12 =2.

P(Nyp = 4) = 222 — 9 0224 x 102

b) La probabilidad de que lleguen al menos 4 autobuses en los préximos 12
minutos es:

P(Nyg > 4) = 2282 — 1 _ (N}, < 4) =

-1 (20 exg!(—2) + 2! exﬁ(—Z) + 22 ex;(—?) + 28 ex;:v!(—2)) — (.142 88,

c¢) La probabilidad de que no llegue ningin autobus en los préximos 12 minutos
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€s:

P(Nyy = 0) = 220(=2) _ (13534,

0!

d) La probabilidad de que el siguiente autobus llegue antes de 12 minutos es:

2 Le=3tdt = 0.86466.

Ejercicio 74 Un surtidor de una gasolinera dispensa diesel para vehiculos indus-
triales. La razén de llegada es de 5 vehiculos por hora y la de servicio 7 por hora.
Suponiendo llegadas y servicios exponenciales, calcular:

a) La probabilidad de que no haya ningin vehiculo en el surtidor.
b) Probabilidad de que haya un vehiculo repostando y otros dos esperando en cola.
¢) Probabilidad de que haya mds de dos vehiculos en cola

d) Tiempo medio de estancia en la gasolinera.

a) La probabilidad de que no haya nigiin vehiculo es:
Po=1-p=1-2=0.28571.

b) La probabilidad de que haya un vehiculo repostando y dos en cola es:
Pa=p3(1-p)=(2)°(1-2)=0.10412.

)1 - (P+P+P+P)=

=1 (=D + B -H+ @ 0-P+ G- 9) - 02003

d) El tiempo medio de estancia es:

s

£
=%=$=O.5hor(zs

>t

w =

Ejercicio 75 Un sistema de colas consta de un servidor que tarda un promedio de
15 minutos en servir a cada cliente. La distribucion del intervalo de tiempo entre las
llegadas de los clientes a la cola es exponencial con media 15 minutos. La capacidad
mdzima del sistema es de 4 elementos.

a) ;Cudnitos clientes, por término medio, consiguen entrar en el sistema cada
hora?

b) sCudl es la probabilidad de que el servidor esté ocupado?
¢) 4Cudl es la longitud media de la cola?

d) sCudl es la probabilidad de que intenten entrar en el sistema eractamente 4
clientes en un intervalo de 15 minutos?

a) La razoén de llegada es igual que la de servicio: A = i
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U
]
S

s}
|
>

=

|

&
Il

4 (1 - 4—11) — 3.2 clientes.

n!

(4 x 0.25)* exp (—4 x 0.25)

m =0.015328

P(N,=4)=

Ejercicio 76 El laboratorio de un Hospital tiene dos enfermeros para realizar dis-
tintos tipos de andlisis. Los enfermos llegan al laboratorio a razén de 20 por hora.
El tiempo empleado en realizar cada andlisis es de 4 minutos por promedio. Se pide:

a) Nimero medio de enfermos esperando en la sala de espera.
b) Numero medio de enfermos realizéndose los andlisis.

¢) Porcentaje de tiempo en que al menos uno de los enfermeros estd sin realizar
ningdn andlisis.

d) Tiempo medio que cada enfermo pasa en el laboratorio.

Los datos del problema son los siguientes:

A=20, p=9 =150, p=24 = =1.33333

a) El nimero medio de enfermos en cola es:

3 3
_ p° _ 1.33333% _
Ly = 7 = 113333 = 1. 066 65.

b) El nimero de enfermos realizéndose los andlisis es:

L,= 3 = 1.33333.

¢) El porcentaje de tiempo es la probabilidad de que haya uno o ningin enfermo
realizéndose los andlisis multiplicado por 100. Como la probabilidad es:

IS

_ 2= 1.2—p _ 2-%3  1902-%8 1
Po+Pr =538 + §p372 = o3 + § 548 = § = 0.333333

Entonces el porcentaje pedido es 33.3%.

d) El tiempo medio total que cada enfermo pasa en el laboratorio es:

W =1L = Lethe - 1.06665£1.33333 — () 12 horas = 0.12 x 60 = 7.2 minutos.
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Ejercicio 77 En un aparcamiento de una tienda se dispone de 10 lugares para
aparcar. Allf los clientes estacionan los coches mientras son atendidos en la tienda.
Si un cliente no encuentra lugar para aparcar, se va a otra tienda. El tiempo de
servicto por cliente sigue una distribucidn exponencial con una media de 10 minutos
por cliente. El nimero de vehiculos por hora que llega al aparcamiento sigue una
distribucion de Poisson de media 10. Calcular:

a) El niimero esperado de espacios vacios en el parking.
b) La probabilidad de que un coche no encuentre lugar para aparcar.

¢) La razon real de llegadas de clientes a la tienda.

11

a) 10—-L=10— = 8.54.

§[1-11(8)"+10(
(-(3)") (-
b)  Pip=(2)" 1_—(%%? = 0.40.

c) 10 x (1 — 0.40) = 6 clientes por hora.

wlon | coken
~

)

Ejercicio 78 Un ATS se dedica a poner inyecciones y pequefias curas en un pequeno
local. Sdlo pueden entrar en él simultdneamente 4 personas como mdzimo. Los
pacientes llegan a razén de 20 por hora pero si no encuentran sitio en el local se
desplazan a una Clinica cercana. Cada paciente tarda en ser atendido un promedio
de 6 minutos.

a) 4 Cudntas personas, por término medio, estdn dentro del local sin ser atendidos
todavia?

b) Por promedio, scudntos pacientes son atendidos por hora?

¢) Si una persona acaba de entrar en el local, jcudnto tiempo puede esperarse
que tarde en salir?

d) sCudl es la ganancia media diaria de este ATS si cobra a cada cliente un
promedio de 300 pesetas, y la jornada es de 8 horas?

a)
p=2%,c=4

— c+1 c+2 _ 5 6
L=¢ E;tll))fpc*‘l*_—c{,) =2 51)(<225j14))(2 =3.1613

Py = (p(fi_ll_)l) = ((225__11)) =3.2258 x 1072

Ly=L-Ls=3.1613 — (1 —3.2258 x 1072) = 2.2 personas sin ser atendidas.

b)
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El promedio de clientes atendidos por hora es igual al nimero promedio de
clientes que entran en la consulta del ATS, que es:

Ar=M1—Py) =20(1 — P)
Py = it = 5700 = 0.51613;
Y por tanto, el niimero medio de clientes es:

20(1 — P;) = 20(1 — 0.51613) = 9.6774.

¢) El tiempo esperado que tarda en salir una persona es:

W = sorpy = 34553 = 0.32667 horas.

d) La ganancia media diaria es:

300 x 8 x 9.6774 = 23226 pesetas.

Ejercicio 79 Una gasolinera dispone de tres lugares para que esperen los coches
mientras que echan gasolina en el deposito o esperan para echarla. Los clientes que
no encuentran sitio en estos lugares, esperan en el arcén de la carretera hasta que
pueden entrar. Los clientes llegan a repostar gasolina a razén de 10 por hora y
tardan en repostar un término medio de 5 minutos.

a) 4Cudl es la probabilidad de que un coche pueda entrar en alguno de los tres
lugares que hay dentro de la gasolinera? ;Cudl es la probabilidad de que un coche
tenga que esperar en el arcén

b) s Cudntos coches habrd en la cola por término medio?
¢) Por promedio zcudnto tiene que esperar en total cada cliente que llega?

d)¢De cudntos lugares en total tendria que disponer la gasolinera para que al
menos el 80% de los vehiculos que lleqguen no esperen en el arcén?

a) Po+Pi+Pr=1+1x341x(2)? =042 Portanto1—042=0.58es
la probabilidad de tener que esperar en el arcén.

532
b) Ly = 3% = 4.17 coches en la cola.
6
c) W = 7713 = % = (0.5 horas de espera cada cliente.

k . s\k+1_
) PR+P+Pto+P=51-8xE) =txE 508

De aqui resulta K > 7.81. Por lo tanto tendr4 que disponer al menos de 8 lugares
en los que los vehiculos esperardn a repostar gasolina dentro de la gasolinera.
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8.2 Ejercicios Propuestos

1.

La tnica cajera de un supermercado cobra las compras de los clientes en un
tiempo medio de 2 minutos. Los clientes llegan con una tasa media de 20
clientes a la hora. Si se supone que las llegadas siguen un proceso de Poisson
y los tiempos de servicio siguen una distribucién exponencial, determinar:

(a) Porcentaje de tiempo en el que la cajera estd ociosa.
(b) Tiempo medio de estancia de los clientes en cola.

(c) Probabilidad de que un cliente tenga que esperar en cola.

Una tienda de menaje de cocina es atendida por una sola persona. A los
clientes se les atiende en el orden de llegada. Debido al prestigio de la tienda,
los clientes que llegan estdn dispuestos a esperar el tiempo que haga falta. El
tiempo medio empleado en atender a un cliente es de 4 minutos. Determinar:

(a) La probabilidad de que se forme cola.
(b) La longitud media de la linea de espera.

(c) El tiempo medio de espera en cola por cliente.

Los clientes llegan a una peluqueria con una tasa promedio de 5 por hora. Hay
un peluquero y 4 sillas para los clientes que llegan cuando el peluquero estd
ocupado. El nimero total de clientes dentro de la peluquerfa es como mdximo
5, de modo que a los clientes que llegan cuando la peluqueria estd llena se les
niega la entrada. El peluquero es capaz de terminar un peinado como término
medio cada 20 minutos. Determinar:

(a) Probabilidad de que en la siguiente hora pretendan acceder a la peluqueria
(consiguiéndolo o no) 7 personas.

(b) Probabilidad de que la peluqueria esté llena.
(c¢) Nimero medio de clientes dentro de la peluqueria.

(d) Porcentaje de tiempo en que el peluquero estd ocioso.

En un taller caben 4 médquinas que son reparadas por dos mecdnicos. Las
mdquinas llegan al taller a razén de 3 por hora y cada mecdnico tarda por
promedio 25 minutos en arreglarlas. Si el taller estd completo no se admiten
mds reparaciones. Se pide:

(a) Si una persona tiene que llevar una médquina a arreglar, jcudl es la pro-
babilidad de que le atiendan?

(b) (Cuadl es la probabilidad de que le atiendan nada mds llegar?
(c) Numero medio de médquinas en el taller.
Fl departamento de una Clinica canina tiene tres veterinarios para vacunar

a los perros. Estos llegan a razén de 12 por hora. El tiempo empleado en
vacunar un perro es por promedio de 2 minutos. Se pide:
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(a) Numero medio de perros esperando ser vacunados.
(b) Numero medio de perros vacundndose.

(c¢) Porcentaje de tiempo en que un determinado veterinario estd sin vacunar
ningin perro.

(d) Tiempo medio de espera dentro de la clinica.

6. Considerando un sistema de colas M/M/1 donde el servidor tiene razén de
servicio 3p y otro sistema M/M/3 donde cada servidor tiene razén de servicio
i, icudl es més eficiente en cuanto al tiempo promedio que los clientes han de
esperar en el sistema?

7. Por promedio llegan a un banco 100 clientes por hora. Cada cajero tarda
dos minutos por promedio en atender a un cliente. Por lo general hay 4 ca-
jeros atendiendo a los posibles clientes. Calcula el mimero medio de clientes
esperando en el banco en los supuestos siguientes:

(a) Sino se permite que los clientes se cambien de cola.

(b) Si los clientes esperan en una unica cola, hasta que uno de los cajeros
queda libre.

8. En un aeropuerto el nimero de personas que accede por minuto es 5. Las
revisiones de equipaje se realizan a razén de 6 por minuto. Responder a las
siguientes cuestiones:

(a) {Cuél es la probabilidad de que un pasajero no tenga que esperar antes
de que le revisen el equipaje?

(b) Por termino medio, ;cudntos pasajeros esperan en cola?

(c¢) Por termino medio, jcudnto tiempo tienen que esperar los pasajeros en
la cola antes de que le revisen el equipaje?

(d) Si el coste de tener un pasajero esperando en cola por una hora es de
10 délares, y el coste de crear y mantener cada punto de revision es de
1 millén por 10 afios, calcular cuantos puntos de revisién deben ponerse
para minimizar el gasto, suponiendo que el aeropuerto permanece abierto
16 horas diarias.

9. Una gasolinera dispone de dos surtidores. El nimero de clientes que llega paréa
repostar siguen una distribucién de Poisson con un promedio de 20 vehiculos
por hora. Cada surtidor puede atender a un promedio de 30 vehiculos por
hora. Calcular:

(a) §Cuél es la probabilidad de que no haya vehiculos esperando sin repostar?
(

)
b) (Cudntos vehiculos estdn esperando o repostando por promedio?
(c) ;Cuadl es la probabilidad de que haya menos de 2 vehiculos en cola?
)

(d) ;{Cudl es la probabilidad de no tener que guardar cola?
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En una agencia de viajes se presentan posibles clientes a razén de 10 cada
hora y son atendidos por empleados que invierten en resolver las consultas una
media de 15 minutos. Se comprueba que tanto las llegadas como las salidas
siguen una distribucién de Poisson. Se quiere determinar cudl es el nimero
minimo de empleados que han de atender a los clientes para queda probabilidad
de atenderlos nada mas llegar sea superior al 8%.

8.3 Soluciones de los Ejercicios Propuestos

1.

10.

Solucién:
a) 0.3333 b) 1.2 minutos  c¢) 0.6666.

. Solucidn:

a) 4/9 b) 4/3 c) 2/15.

Solucion:
a) 0.1044 b) 0.41958 c) 3.7936 d) 3.26%.

Solucién:
a) 0.7025 b) 0.1218 c) 2.4369.

Solucion:
a) 0.001 b) 0.4 c) 0.8667 d) 2.006 minutos.

Solucion:

La diferencia entre los elementos en el sistema para tres servidores y para

un solo servidor es 2 (3 + 2p) +—4p+§r—3—-+-? que es negativa si p < 3. Esta

condicién se cumple si el estado de ambas colas es estacionario. Por lo tanto
es mas eficiente disponer de tres servidores.

. Solucién:

a} 20 (Suponiendo que accedan a cada cola 25 clientes) b) 6.62 clientes.

Solucién:

a) 0.83333 b)4.1667  c¢) 1 minuto d) Dos puntos de revisién.
Solucién:

a) 0.55556  b) 2vehiculos  ¢)0.7037  d) 0.33333.

Solucién:

La agencia tendra que disponer de cinco empleados.
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9.2 Ejercicios Propuestos

1.

Generar 100 valores con el método de generacién de niimeros aleatorios de
algin paquete estadistico y comprobar la calidad del algoritmo usando esta
muestra:

(a) Por medio del test Chi-cuadrado para comprobar el ajuste de la muestra
a la distribucién U[0,1].

(b) Usando las funciones de autocorrelaciéon muestral para comprobar la in-
dependencia de los valores muestrales.

. Construir un generador de nimeros aleatorios usando el método congruencial,

basado en la relacién
Xit1 = (aX; +¢) (mod m)

que se ha descrito en la seccién 9.5.3 del tema de Simulacién. Tomad los valores
siguientes para las constantes:

c=7 a=5 m=2%,

.Cuéntos nimeros distintos genera este algoritmo?

. Usando el algoritmo anterior genera, valores procedentes de una distribucién

U[3,6].

Realizar una simulacién manual con 4 pruebas de la ganancia obtenida con
100 euros en los siguientes juegos con tres dados:

(a) Si los tres ndmeros son pares se duplica la cantidad apostada, en caso
contrario se pierde el 30%.

(b) Si la suma de las puntuaciones es menor que 123 se duplica la apuesta.
En caso contrario se pierde el 10%.

(c) Si los tres nimeros son consecutivos se gana un 20%. En caso contrario
no se pierde nada.

(d) Explica cémo se haria un programa de simulacién que te permita decidir
cudl de los tres juegos es preferible jugar.

. Simula con el ordenador la tirada de tres dados.

. Implementa un algoritmo que genere valores controlados por una distribucién

exponencial.

Implementa un algoritmo que genere valores controlados por una distribucién
binomial.

Teniendo en cuenta que la suma de variables exponenciales es una variable de
Erlang, implementar un algoritmo para generar valores que se rijan por una
distribucién de Erlang.
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10.

11.

12.

Construir un diagrama de flujo de un algoritmo que sirva para simular una
cola M/M/1/c.

Realizar evaluaciones de la funcién f(z) = z®sinz — \/Z en el intervalo [0, 4)
generando los valores de z uniformemente distribuidos en este intervalo. Utiliza
estas evaluaciones para localizar de una forma aproximada el maximo de esta
funcion.

Implementar un algoritmo que permita hallar la vida media de un sistema
formado por dos componentes en paralelo si cada uno de estos componentes
tiene una duracién que se controla con distribuciones tipo Erlang.

Un proyecto se compone de las actividades a, b, ¢, d, e, f, g, h, &, 7y k.
Las relaciones de precedencia entre las actividades son:

a<b b<e c¢c<d, b<e d</f, e<y,

frg<h, e<i, i<j h,j<k.

Suponemos que la duracién de estas actividades (en semanas) sigue una dis-
tribucién uniforme con los pardmetros indicados en la siguiente tabla

Actividad alblc |d |e|flg hiilj
extremo inferior 3[4 |2]1]05]|5(2]1
extremo supertor | 4 | 3|10 | 11|63 |2 9142

—_
—_

N =]

(a) Simular la ejecucién de este proyecto y calcular su duracién por medio
del método C.P.M.

(b) Realizando la simulacién un nimero elevado de veces estimar el valor
medio del tiempo de ejecucién total del proyecto.

(c) Estimar la probabilidad de que el proyecto se realice en un tiempo inferior
a 30 dias.
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Parte 111

PRACTICAS CON
ORDENADOR






Practica 1

Programacion lineal 1

1.1 Problema de programacién lineal con LINGO

Problema 1 Encontrar la solucidn dptima del siguiente problema de programacion
lineal

max 51 + 3x2 + T3

1 +z2+ 323 L6
s.a. 5z + 3o + 623 < 15
T1, T2, T3 2 0

Se introducen sucesivamente las siguientes lineas:

Model:
max=>5%x1+3*x2+x3;
x1+x2+3*x3<6;
5*x143*x2+6*x3<15;

end
Si el problema es de minimizacién se cambia max por min.

Si se comete algin error se puede corregir con edit. Este comando edita en pan-
talla el problema que estd en curso. Con escape salimos del editor. Las correcciones
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Sensibilidad, que como veremos posteriormente se realiza con el comando Range.

Para incluir algiin comentario (renglones no ejecutables) se comienza con el signo
n | o» » @ continuacién incluimos el comentario, y se acaba con el signo ” ; ”.
Los comentarios pueden usarse, por ejemplo, para introducir el enunciado de un
problema, algunas notas sobre su ejecucién o posibles interpretaciones de la solucién.
Si deseamos guardar el enunciado del problema anterior en un fichero, para usarlo
en posteriores sesiones, usamos el comando Save. Cuando nos pide un nombre

escribimos, por ejemplo, PRA1PROL1.

LINGO también nos indica si un problema es no acotado o no tiene solucién.

Para ver un ejemplo de un problema no acotado vamos a calcular la solucién del
siguiente problema.

Problema 2
max 36x7 + 30xe — 3x3 — 414
T +x0—123<5H

s.a. 6x1 + bxo — x4 <10
Ty, T2y T3, T4 2 0

Guardaremos el enunciado con el comando Save, usando el nombre PRA1PRO2

Para un problema sin solucién factible podemos resolver el siguiente:

Problema 3
max 51 + 3z + T3

1+ 19+ 31r3<6
9x1 + 3x9 + 63 < 15
.’E127

T, T2, T3 ZO

que resulta del problema 1 afiadiendo la restriccion x1 > 7.

Para usar los datos del primer problema, que habfamos guardado previamente
con Save en PRAIPROI, usamos el comando Take. Nos aparecerd una lista de
ficheros entre los que debe aparecer el que buscamos. Si no aparece buscarlo con Av.
Pag. Lo seleccionamos usando las flechas de posicién. Tras teclear edit, anadimos
la dltima restriccién. Salimos de este fichero con escape y hallamos la solucién con

go.

En el caso de que el problema tenga mds de una solucién Lingo no nos indica
este hecho, limitandose a darnos una de estas soluciones 6ptimas. Por ejemplo en
el problema 1 otra solucién éptimares (3, 0, 0). LINGO nos da unicamente la
solucién (0, 5, 0). Ambas soluciones toman en la funcién objetivo el valor 15.
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1.2 Analisis de sensibilidad con LINGO

El andlisis de sensibilidad se realiza usando el comando range. Este comando nos
suministra la informacién siguiente:

e El cambio permitido en cada uno de los coeficientes de la funcién objetivo sin
cambio en los valores éptimos de las variables de decisién.

e Cambios permitidos en los términos independientes de las restricciones (re-
cursos) sin que afecten a la base 6ptima. No varian los valores de los precios
duales ni los costes reducidos.

Hacemos el analisis de sensibilidad del problema 1, que guardamos con el nombre
PRA1PROL.

Problema 4 Resuelve las cuestiones siguientes referentes al enunciado del problema
1, PRA1IPRO1), cuyo contenido debe ser

max 9z1 + 3z + T3

1+ xo+323<6
s.a. 9r1 + 3x9 + 623 < 15
Z1, T2, 23 20

1. Indicar los cambios permitidos en los coeficientes de la funcidn objetivo y en
los términos independientes de las restricciones que conservan la base dptima
en el problema de programacién lineal

2. Si cambiamos ¢y por 7, sin resolver de nuevo el problema contesta las siguientes
cuestiones: ;Cambia la base? ;Cambia la solucién dptima? ;Cudnto valdria
la funcidn objetivo?

3. 5% el término by cambia a 17, scudl es el nuevo valor del objetivo?

Para usar los datos que habiamos guardado previamente con Save usamos el
comando Take nos aparecerd una lista de ficheros. Seleccionamos el fichero deseado.
Para comprobar que se ha cargado podemos dar el comando Look y posteriormente
all. Debemos ver en pantalla el enunciado de nuestro problema.

1. Para realizar el Anélisis de Sensibilidad hallamos de nuevo la solucién con go
y posteriormente pulsamos range, obteniéndose el siguiente resultado:
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© range A
Ranges in which the basis is unchanged:

Objective Coefficient Ranges
. Current Allowable Allowable
Variable Coefficient Increase Decrease
K1 5.000000 0.0 INFINITY
X2 3.000000 INFINITY 0.0
X3 1.000000 5. 000000 INFINITY

Righthand Side Ranges

Row Current Allowable Allowable
RHS Increase Decrease
2 6. 000000 TNFINITY 1.000000
3 15.00000 3.000000 15.00000

1. Esta pantalla nos da en primer lugar los cambios permitidos en los coeficientes
de la funcién objetivo (costos) y en segundo lugar los cambios permitidos
en los términos independientes de las restricciones (recursos), que mantienen
inalterable la base 6ptima. Por ejemplo el coeficiente primero de la funcién
objetivo (c1) que es 5 puede variar en el intervalo (—oo, 5) sin que varfe la
actual base 6ptima. El primer término independiente de las restricciones (by)
que es 6 puede variar en el intervalo (5, oc)

2. Segun el andlisis anterior ¢co puede crecer hasta infinito sin que cambie la base
actual, asi que no cambia la base. Si no cambia la base no cambiari la solucién
éptima, ya que ésta se calcula por la expresién:

zp =B

Sin embargo si cambiard la funcién objetivo, que en este caso tomard el valor
51+ Txs+x3=5x0+7x5+0=235.

3. Si el término b; cambia a 17 se mantiene la base actual ya que el incremento
permitido para by = 15 es 3. El precio sombra que corresponde a la segunda
restriccion es 1, asf que la funcién objetivo aumenta en 1 por cada unidad que

aumenta bs. Por lo tanto el nuevo valor de la funcién objetivo serd 15 4+ 2 =
17.

1.3 Otros problemas

Problema 5 Dado el problema de programacion lineal siguiente:

max 5xy + 32

4xy + 2x9 < 12

4r1 + 22 <10

1 +22 <4
T1, T 20
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Se pide:

1. Hallar la solucion dptima.
2. Valor dptimo de la funcidn objetivo.
3. ;Qué restricciones estdn saturadas?

4. Intervalo de variacidn para c; = 5 y para by = 10 que mantiene la base dptima.
Solucién: 1) 7 = 2,22 = 2, 2) 16 3) Las tres 4) (3,12); (4,10).

Problema 6 Resolver el problema de programacidn lineal siguiente.

min —xy — 29
ri+x <1
s.a. —x14+ 22 <0
I1, T2 > 0
1. Hallar la solucion éptima.
Valor éptimo de la funcion objetivo.

¢ Cudles son las variables bdsicas?

& Es la solucion dnica?

o o o

Indica el intervalo de variacion de c; = —1 y bs = 0 que mantiene la base
éptima.

6. Si cambiamos ¢, por 0.5, sin resolver de nuevo el problema contesta las sigu-
ientes cuestiones: ;Cambia la base? gCambia la solucion dptima? ;Cudnto
valdria la funcion objetivo?

Solucién: 1) z;1 = 0.5, 2 = 0.5 2) -1 3) 1,79 4) No  5) (-1,1);
(-1,1) 6) No cambia la base, no cambia la solucién 6ptima, pero cambia el valor
de la funcién objetivo a —0.5z1 — 29 = —0.5 x 0.5 — 0.5 = —0. 75.

Problema 7 Dado el problema P.L.

max z = 2x1 + 2z + T3

27 + 229 +x3 <6
s.a. T+ T2+ 23 <4
T1, T2, T3 > 0

Se pide:

1. Resolverlo. ;FEs la solucién dnica?
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2. Recorrido de co para que la base anterior permanezca optima.
3. ;Cudnto puede disminuir c; para gue la base anterior permanezca dptima?

4. Se mantiene la base dptima si by = 6. 5Cudnto varia el valor del objetivo?

Solucién: 1) 1 = 0,22 = 2,23 = 2, z = 6. La solucién no es unica, porque
hay méds de 2 costos reducidos nulos. 2) ¢ no puede cambiar 3) todo lo
que se quiera 4) by puede estar entre 3 y 6, asi que no cambia la base éptima.
Cambiaria, la solucién y por lo general el valor en el objetivo, aunque no en este caso,
porque el precio sombra cofrespondiente a la segunda restriccién es nulo.

Problema 8 Nos proponemos alimentar el ganado de un rancho de la forma mds
econdmica posible. La alimentacidn debe contener cuatro tipos de componentes nu-
tritivos que llamamos A, B, C, D. Fstos componentes se encuentran en dos tipos
de piensos M y N. La cantidad, en gramos, de cada componente por kilo de estos
piensos viene dada en la tabla siguiente:

A B C D
M| 100 100 | 200
N 100 200 | 100

Un animal debe consumir diariamente al menos 0.4 Kg. de A, 0.6 Kq. de B, 2
Kgde Cy 1.7 Kg de D. El compuesto M cuesta 20 ptas. por Kilo y el N 8 ptas.
por Kilo. 5 Qué cantidades de pienso M y N deben adquirirse para que el gasto de
comida sea el menor posible?

Planteamiento
MODEL:

1]
2)min=20*x1+8*x2;
3)0.1%x1+0%x2>0.4;
4)0.1%x230.5;
5]x14+2*x2>2;
6]2%x1+x2>1.7;
END

Salida de LINGO
Rows= 5 Vars= 2 No. integer vars= 0 ( all are linear)

Nonzeros= 13 Constraint nonz= 6( 2 are +- 1) Density=0.867
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Smallest and largest elements in absolute value= 0.100000 20.0000
No. <: 0 No. =: 0 No. > : 4, Obj=MIN, GUBs <=2
Single cols= 0

Optimal solution found at step: 0

Objective value: 120.0000

Variable Value Reduced Cost
X1 4.000000 0.0000000E+00
X2 5.000000 0.0000000E+00
Row Slack or Surplus. Dual Price

1 120.0000 1.000000

2 0.0000000E+4-00 -200.0000

3 0.0000000E+-00 -80.00000

4 12.00000 0.0000000E+00
5 11.30000 0.0000000E+00

x1 = 4 unidades de pienso M
x2 = 5 unidades de pienso N
Coste final = 120 ptas.

Problema 9 Un destacamento militar formado por 40 soldados de ingenieros, 36
especialistas dinamiteros, 88 antiguerrilleros y 120 infantes como tropa de apoyo, ha
de ser transportado hasta una posicion de gran importancia estratégica.

En el parque de la base se dispone de cuatro tipos de vehiculos A, B, C, D acondi-
ctonados para el transporte de tropas.

El niimero de personas que cada vehiculo puede transportar es 10, 7, 6, 9 de la forma
detallada en la siguiente tabla:

Ing. | Espec. | Antig. | Inf.
Al 38 2 1 4
B| 1 1 2 3
c| 2 1 2 1
D| 3 2 3 1

Los gastos de gasolina hasta el punto de destino de cada vehiculo se estima que
es 160, 80, 40 y 120 litros respectivamente. Teniendo en cuenta que el ahorro de
combustible resulta vital, el mando trata de ahorrar gasolina. ;Cudntos vehiculos de
cada tipo habrd que utilizar para que el gasto de gasolina sea el menor posible?

Planteamiento

MODEL.:
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1IMAX=160*A+80*B+40*C+120*D;
2)3*A+B+2%C+3*D<40;
3]2*A+B+C+2*D<36;
4)A+-2¥B+2*C+3*D<88,;
5]4* A+3*B+C+D<120;

END

]
]

Salida LINGO
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Rows= 5 Vars= 4 No. integer vars= 0 ( all are linear)

Nonzeros= 24 Constraint nonz= 16( 6 are +- 1) Density=0.960

Smallest and largest elements in absolute value= 1.00000 160.000

No. < : 4 No. =: 0 No. >: 0, Obj=MAX, GUBs <=1

Single cols= 0

Optimal solution found at step:

Objective value: 2880.000

Variable Value Reduced Cost

A 4.000000 0.0000000E+00
B 28.00000 0.0000000E+00
C 0.0000000E+00 40.00000

D 0.0000000E+-00 40.00000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 2880.000 1.000000

2 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3 0.0000000E+00 80.00000

4 28.00000 0.0000000E+00
5 20.00000 0.0000000E+00
Vehiculos tipo A: 4

Vehiculos tipo B: 28
Vehiculos tipo C: 0
Vehiculos tipo D 0

Problema 10 Un fabricante desea despachar varias unidades de un articulo a 3
tiendas, T1, T2, T3. Dispone de dos almacenes desde donde realizar el envio, A y B.
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En el primero dispone de 5 unidades de este articulo y el seqgundo de 10. La demanda
de cada tienda es 8, 5 y 2 unidades respectivamente. Los gastos de transporte de un
articulo desde cada almacén a cada tienda estd expresado por la tabla:

Ti| T2 ] 13
Al 1] 2 4
B| 3| 2] 1

s Como ha de realizar el transporte para que sea lo mds econdmico posible?

Planteamiento

MODEL:
1)min=x1+2*x24+4*x3+3*x4+42*x5+x6;
2]x1+x4=8;

3]x24+x5=>5;

4]x3+x6=2;

5]x14+x2+x3=>5;

6]x4+x5+x6=10;

END

Salida LINGO

Rows= 6 Vars= 6 No. integer vars= 0 ( all are linear)
Nonzeros= 23 Constraint nonz= 12( 12 are +- 1) Density=0.548
Smallest and largest elements in absolute value= 1.00000 10.0000
No. < : 0 No. =: 5 No. > : 0, Obj=MIN, GUBs <= 3

Single cols= 0

Optimal solution found at step: 0

Objective value: 26.00000

Variable Value Reduced Cost

X1 5.000000 0.0000000E+-00
X2 0.0000000E+-00 2.000000

X3 0.0000000E+-00 5.000000

X4 3.000000 0.0000000E4-00
X5 5.000000 0.0000000E+00

X6 2.000000 0.0000000E+00
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Row

1
2
3
4
)
6

Slack or Surplus

26.00000

0.0000000E+00
0.0000000E4-00
0.0000000E4-00
0.0000000E4-00
0.0000000E4-00

Desde almacén A a tienda 1:

Desde almacén A a tienda 2:

Desde almacén A a tienda 3:

Desde almacén B a tienda 1:

Desde almacén B a tienda 2:

Desde almacén B a tienda 3:

[ R, S LR e B e B v |
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Dual Price
1.000000
-3.000000
-2.000000
-1.000000
2.000000
0.0000000E+-00
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Practica 2

Programacion lineal 11

2.1 Comandos de salida de ficheros

Problema 11 Se han de fabricar cuatro tipos de productos. Los recursos necesarios
para elaborar cada producto ast como los beneficios de venta por unidad estén dados

en la tabla

Producto 1 | Producto 2 | Producto 8 | Producto 4
Materia Prima 2 3 4 7
Horas de trabajo | 3 4 5 6
Beneficio 4 6 7 8

Se cuenta con 4600 unidades de materia prima y 5000 horas de trabajo. Para cubrir
la demanda se deben fabricar exactamente 950 productos, de los cuales al menos 400
deben ser del tipo 4. Se desea hallar el plan de produccion con mayores beneficios.

Se pide:
a) Plantear el problema y resolverlo. ;Cudles son las restricciones saturadas?
b) Si el beneficio del producto 2 se eleva en 0.5 u.m. por unidad, jcudl es la

nueva solucion optima? ;Cambia el valor de la funcion objetivo?

c) Para el apartado anterior, crear un fichero en el editor de DOS (PRA250L1)
que contenga el enunciado, el planteamiento, la solucion y el andlisis de sen-

sibilidad generado por Lingo.

d) &Y si decrece en una unidad el beneficio del producto 37

e) & Qué ocurre si la demanda aumenta a 980 unidades?

a) Planteamiento y resolucién del problema inicial.
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Si denominamos a los valores de x; como las cantidades que hay que fabricar de
cada uno de los productos, entonces tendremos:

MODEL:

1lmax=4*x14+6*x2+7*x3+8%x4;

2]2*x1+3*x2+4*x3+4-T*x4<4600;
3]3*x14+4*x24+5*x3+46*x4<5000;

4]x14+x2+x3+x4=950;

5]x4>400;
END

Introduciendo el comando GO obtenemos la solucién: el plan de produccién que
genera mayores beneficios consiste en no fabricar ninguna unidad del producto 1,
400 del producto 2, 150 del tercero y 400 del cuarto. El beneficio asciende a 6650
u.m. Salvo la segunda restriccion, que corresponde a las horas de trabajo (hay 250
horas de trabajo que no se han empleado), todas las restricciones son saturadas.

b)

Realizamos el andlisis de sensibilidad:

ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok 3k ok ok Sk ok ok ok >k sk ok sk ok sk ok ok 3k ok Sk ok o ok ok ok ok Sk ke sk ok sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok K

Ranges in which the basis is unchanged:

Objective Coefficient Ranges

Current

Variable

X1
X2
X3
X4

Righthand Side Ranges

Row

Allowable
Coeflicient Increase
4.000000 1.000000
6.000000 0.6666667
7.000000 1.000000
8.000000 2.000000
Current Allowable
RHS Increase
4600.000 250.0000
5000.000 INFINITY
950.0000 50.00000

Allowable
Decrease
INFINITY
0.5000000
0.5000000
INFINITY

Allowable
Decrease
150.0000
250.0000
100.0000
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5 400.0000 37.50000 125.0000

sksfe sk sk stk sk ok ok skt ok sk sk skok skt sk sk sk sk sk sk skt ok skokok kokok sk skok ok ok kok ok skok Rk k

Segtin el anilisis de sensibilidad realizado, el precio del segundo producto puede
aumentar hasta 0.666667 sin que cambie la base 6ptima, asf que no cambia la solucién
6ptima. No obstante la funcién objetivo debe cambiar al variar el costo del segundo
producto de 6 a 6.5. El incremento es 0.5 x 400 = 200.0, ya que se fabrican 400
unidades de este producto. El nuevo valor del objetivo serd 6650+200 = 6850.0 u.m.

c)

Para editar un fichero como el pedido se introducen sucesivamente los comandos
siguientes pulsando la tecla ENTER detrds de cada comando:

DIVERT (cuando nos pide el nombre del fichero tecleamos PRA2SOL1), LOOK
ALL, GO, RANGE, RVRT. Este fichero debe leerse con un editor de texto, por
ejemplo con el bloc de notas de WINDOWS.

Si no hemos incluido el enunciado previamente dentro del modelo, lo podemos
introducir ahora en el fichero creado.

El fichero, resultante seria aproximadamente como el que se muestra a continua-

cion:

ko >k ke ok ok sk ok sk ok Sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk Sk ok ok 3k K KR 3 SRk Kok 3R 5k Kk ok >k sk oK ok Kk ok >k ok Kook sk ok Kk >k

i Enunciado del Problema 1 de la préctica 2, apartado b);

max=4*x1 + 6.5*x2 + 7*x3 + 8*x4;

2*x1 + 3*x2 + 4*x3 + 7*x4 < 4600;

3*x1 + 4*x2 + 5*x3 + 6*x4 < 5000;

x1 4+ x2 + x3 + x4 = 950;

x4 > 400;

end

La solucién del problema es la siguiente:

Rows=5 Vars= 4 No. integer vars= 0 ( all are linear)
Nonzeros= 21 Constraint nonz= 13( § are +- 1) Density=0.840
Smallest and largest elements in absolute value = 1.00000 5000.00
No. < : 2 No. =: 1 No. > : 1, Obj=MAX, GUBs <=1
Single cols = 0
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Optimal solution found at step: 0

PRACTICA 2. PROGRAMACION LINEAL II

Objective value: 6850.000

Variable
X1
X2
X3
X4

Row

1

2
3
4
)

Value Reduced
0.0000000E4-00
400.0000
150.0000
400.0000

Slack or Surplus
6850.000
0.0000000E+00
250.0000
(0.0000000E+-00
0.0000000E+4-00

Cost

2.000000
0.0000000E+4-00
0.0000000E4-00
0.0000000E+-00

Dual Price
1.000000
0.5000000
0.0000000E4-00
5.000000
-0.5000000

2k >k o 3k ok ok ok >k ok ok ok 3k ok 5k 5k 3k 3k 5k ok sk 3k sk ok ok >k Sk >k sk sk sk ok ook sk ok sk sk skok K ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok k ok

d)

El precio del producto 3 sélo puede decrecer 0.5 para que se mantenga la base,
por lo tanto la base cambia y también la solucién éptima.

e)

La demanda puede incrementarse en 50 unidades, por lo tanto un aumento de
30 no cambia la base éptima, aunque sf la solucién ya que ésta se calcula como

E]

Xp =B~

lb,

y en este caso cambia un valor en la matriz b.

2.2 Formato abreviado de LINGO

Problema 12 Introducir el problema 1.1 en formato propio de Lingo
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MODEL:
SETS:

INB/1..2/: BES;
INC/1..3/: CES,EQUIS;
INA(INB,INC): AES;

ENDSETS

'la funcién objetivo;

MAX=@SUM(INC:CES*EQUIS);

'los contrastes;

@FOR(INB(I):

@SUM(INC(J):AES(LJ)*EQUIS(.J)) <BES(T));

DATA:
BES = 6. 15;
CES=5,3,1;
AES=1, 1, 3,
5, 3, 6;
ENDDATA
END

2.3 Recapitulacion

465

Realiza el siguiente problema para practicar todos los métodos usados en los proble-

mas anteriores:

Problema 13 Una fdbrica de automduviles debe fabricar 1000 vehiculos. La com-
pania dispone de 4 plantas. El coste en energia, asi como la materia prima y el
tiempo necesarios para fabricar un automdvil en cada planta estdn dados en la tabla

que sigue:

Planta 1 | Planta 2 | Planta 3 | Planta 4
Coste energético | 15 10 9 7
Horas de trabajo | 2 3 4 5
Materia Prima 3 4 ) 6
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Se exige que al menos 400 coches sean fabricados en la tercera planta. Se dispone de
3300 horas de trabajo y de 4000 unidades de materia prima. Se desea fabricar 1000
vehiculos con un coste energético lo mds reducido posible.

Se pide:
a) Plantearlo y hallar la solucion dptima. ;Cudles son las variables bdsicas?
b) Indicar cudles son los costos reducidos de las variables no bdsicas.

¢) Hacer el Andlisis de Sensibilidad para los coeficientes de la funcién obje-
tiwo y para los recursos.

d) Solucidn dptima si el coste de la variable 4 cambia a 7.5.
e) ;Cudl es la solucion dptima si el nimero de horas se reduce a 32007
f) ¢Se mantiene la base dptima si hubiera que fabricar 1050 vehiculos?

g) ;Se ahorra energia con 100 horas mds de trabajo? ;Y con 100 unidades
mds de materia prima?

h) Escribir el planteamiento de este problema en el formato de Lingo. Re-
solverlo de nuevo para comprobar que estd escrito correctamente.

Solucioén:

a) 400, 200, 400, 0 con un coste energético de 11600.

b) Las variables no bésicas son x4correspondiente a la planta 4 con coste reducido
7, la variable de holgura correspondiente a la restriccién de la 3%planta con
coste reducido -4, la de holgura correspondiente a las materia prima con coste
reducido 5 y la del nimero de vehiculos con coste reducido -30.

¢) Los resultados se obtienen con el comando RANGE.

d) Se mantiene la solucién 6ptima porque queda dentro del rango de variacién del
coeficiente ¢4. En este caso también el objetivo ya que la variacién es 0.5x0 ya
que la variable z4 es nula.

e) La misma.

f) Si porque 50 es menor que la variacién permitida para el coeficiente 1000 en
el andlisis de sensibilidad.

g) Con 100 horas mds de trabajo no se ahorra energia, ya que con la solucién
actual hay una holgura de 300 horas de trabajo y en este rango la solucién
no va a cambiar. Sin embargo si se ahorra energfa con 100 unidades més de
materia prima. Este aumento entra dentro del rango en que se mantiene la base
6ptima. El precio sombra correspondiente es 5. As{ que la funcién objetivo
mejorard en 5x 100 = 500. Por tanto el valor es 11600 - 500 =11100.
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h)

MODEL:
SETS:

inb/1..5/:bes;
inc/1..4/:ces,x;

ina(inb,inc):aes;
ENDSETS

min=@sum(inc:ces*x);
@for(inb(i):
@sum(inc(j):aes(i.j)*x(j)) <bes(i}});

DATA:

bes=-400,3300,4000,1000,-1000;
ces=15,10,9,7;
aes=0,0,-1,0,
2,3,4,5,
3,4.5.6,
1,1,1,1,
-1,-1,-1,-1;

ENDDATA
END
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Practica 3

El problema de transporte

3.1 Problema de transporte

Problema 14 Una empresa eléctrica, que provee de energia eléctrica a 4 ciudades,
dispone de tres plantas de produccién. La demanda de cada ciudad, la capacidad de
produccion de cada planta y el coste de enviar un KWH desde cada planta a cada
una de las ciudades vienen dados en la tabla siguiente:

Ciudad 1 | Ciudad 2 | Ciudad 8 | Ciudad 4 | Produccién
Planta 1 8 6 10 9 35
Planta 2 9 12 13 7 50
Planta 8 14 9 16 5 40
Demanda 45 20 30 30

Se pretende abastecer la demanda con el minimo coste.

Se puede plantear como un problema de programacién lineal. Llamando z;; la
cantidad enviada desde la planta 7 a la ciudad j, el problema consiste en:

MIN 8x11 + 6x12 + 10213 + 9214 + 9201 + 12299 + 13293 + Taos+
+14x31 + 9132 + 16233 + 5T34

s.a:
1 +Z9 +x3 > 45
Z12 +x22 +x30 > 20
Z13 +o3 +r3z =30
Ti4 +T94 +x3s =30
T11+T12+T13+T14 <35
To1+Too+T23+T24 <50
T31+T32+T33+T34 < 40

conziy; >0
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Para resolverlo tomemos el modelo de problema de transporte de Lingo (tran.
Ing) y lo adaptamos al enunciado que tenemos del siguiente modo:

MODEL:

1] 'Un problema de transporte con tres almacenes y cuatro clientes;
2] SETS:

3JFABRICA /AL1,AL2,AL3/ : PRODUCCION;

4] CLIENTE / CL1,CL2,CL3,CL4/ : DEMANDA,;

5] RUTAS( FABRICA, CLIENTE) : COSTE, FLUJO;

6] ENDSETS

7

8] ! objetivo;

9] [OBJ] MIN = @SUM( RUTAS: COSTE * FLUJO);

10)

11] ! Contrastes para satisfacer la demanda;

12] @FOR( CLIENTE( J): [DEMANDA]

13] @SUM( FABRICA(I): FLUJO( 1, J)) >= DEMANDA( J));
14]

15] ! Contrastes de limitacién de produccién;

16] @FOR( FABRICA( I): [PRODUCCION]

17) @SUM( CLIENTE( J): FLUJO( I, J)) <= PRODUCCION( I));
18]

19] ! Datos del problema;

20] DATA:

21] PRODUCCION =35,50,40;

22] DEMANDA = 45,20,30,30;

23] COSTE = 8, 6, 10, 9,

24] 9, 12,13,7,

25] 14,9,16,5;

26] ENDDATA

END
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Solucién: La solucién se lee en la matriz Flujo(i,j): De la planta 1 se envian 10
kwh a la ciudad 2 y 25 kwh a la ciudad 3. Desde la planta 2 se envian 45 kwh a la
ciudad 1 y 5 kwh a la ciudad 3. De la planta 3 se envian 10 kwh a la ciudad 2 y 30
kwh a la ciudad 4. El coste correspondiente a esta solucién resulta ser 1020 u.m.

3.2 Problema de asignacion

Problema 15 Una empresa tiene 4 méquinas y debe completar cuatro tareas. Cada
mdquina puede realizar cualquier tarea, y cada una ha de realizar una de estas ta-
reas. La tabla siguiente nos da el tiempo que tarda cada mdquina en completar cada
trabajo.

tarea 1 | tarea 2 | tarea 3 | tarea 4
mdquina 1 14 5 8 7
mdquina 2 2 12 6 )
maquina 3 7 8 3 9
mdquina 4 2 4 6 10

Asignar una tarea a cada méguina de modo que el tiempo total consumido sea mi-
nimo.

Este problema puede considerarse como un problema de transporte que tiene
producciones 1 y ofertas 1. Los tiempos se interpretan como costes de transporte.

Ast que el problema podria quedar como sigue:

MODEL:

1] 'Un problema de asignacién con cuatro mdquinas y cuatro tareas;
2] SETS:

3] IMA/1..4/ : MAQUINA;

4] ITA / 1.4/ : TAREA;

5] INT( IMA,ITA) : TIEMPO, ASIGN;

6] ENDSETS

7l

8] ! objetivo;

9] [OBJ] MIN = @SUM( INT: TIEMPO *ASIGN);

10

11] ! Contrastes indicando que se han de realizar todas las tareas;

12] @FOR( ITA( J): [TAREA]
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13] @SUM( IMA(I): ASIGN( I, J)) >= TAREA( J));
14]
15] ! Contrastes indicando que cada mdquina solo puede realizar una tarea,
16] @QFOR( IMA( I): [MAQUINA]

17) @SUM( ITA( J): ASIGN( 1, J)) <= MAQUINA( I));
18]
19] ! Datos del problema;
20] DATA:
21] MAQUINA =1,1,1,1;
22] TAREA = 1,1,1,1;
23] TIEMPO = 14,5.8,7,
24] 2,12,6,5,

25] 7,8,3,9
26]2,4,6,10;
27] ENDDATA
END

Solucién: Se lee en la matriz ASIGN(3,5). Esta sefialada en la siguiente tabla:

tarea 1 | tarea 2 | tarea 3 | tarea 4
magquina 1 14 8 7
maquina 2 2 12 6
maquina 3 7 8 9
maquina 4 4 6 10

La suma de tiempos es 15

Problema 16 Realizar de otra forma el problema anterior (utilizar el esquema del
problema de asignacion).

La tnica variacién consiste en sustituir directamente por 1 las producciones y las
demandas. En ese caso no es necesario indicar la matriz de las disponibilidades y
las demandas en DATA.

MODEL:
1]SETS:
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9)IMA/1..4/;

3)ITA/1..4/;

4)INASIGN(IMA,ITA): TIEMPO,ASIGN;
5|ENDSETS
6]MIN=@SUM(INASIGN:TIEMPO*ASIGN);
7]@FOR(IMA(I):

8]@SUM(ITA (J):ASIGN(I,J))<1);
9]@FOR(ITA(]):
10]@SUM(IMA(I):ASIGN(LJ))>1);
11]DATA:

12]TIEMPO = 14,5,8,7,

14]7,8,3,9,
15]2,4,6,10;

16 ENDDATA
END

]

]

J
13]2,12,6,5,

|

]

]

3.3 Problema de emparejamiento

Problema 17 Asignar 6 tareas a 5 individuos de modo que se realice el mayor
numero posible de tareas. Las tareas que puede realizar cada individuo estdn mar-
cadas con un 1.

TI| T2 T3] T4 | 75| T6
1| 1 1
21 1| 1
3 1
7 7| 1 1
5 1| 1

MODEL:

1] 'Un problema de asignacién con objetivo de maximizacién (5 origenes y 6
destinos). Los costes son los indicados en la tabla);

1)!afiadimos un individuo ficticio, el 6;

9] SETS:
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3)ININ /1..6/ ;

4] INTA/1.6/ ;

5] INASIGN(ININ,INTA) : POSLASIGN ;
6] ENDSETS
]
]
]

~1

8] ! objectivo;

9] [OBJ] MAX = @SUM(INASIGN:POSI*ASIGN );

—

0

11) ! Cada tarea demanda un individuo (el individuo 6 es ficticio);

]
]
12] @FOR( INTA( J):
13] @SUM( ININ(I):ASIGN( I, J)) >= 1);
14]
15] ! Cada individuo hace como méximo una tarea;
16] @QFOR(ININ( I):
17] @SUM( INTA( J): ASIGN( 1, J)) <=1);
18]
19] ! Datos del problema;
20] DATA
21]
29]
23] POSI = 1,0,0,1,0,0,
24 1,1,0,0,0,0,
25 0,0,0,1,0,0,
26)] 0,1,1,0,0,1,
27] 0,0,0,1,1,0,
28] 1,1,1,1,1,1;
29] ENDDATA
END

Solucién: Se lee en la matriz ASIGN(4,j). Est4 senalada en la siguiente tabla:
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T1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T6

1 [[1] 1
N

La tarea 6 queda sin realizar, ya que corresponde al individuo ficticio.

QU i ||| —
=

3.4 Problema de planificacién de la produccion

Problema 18 Un fabricante quiere planificar su produccion trimestral para el pro-
ximo afio. La produccion mdzrima, la demanda y el gasto de produccién por unidad
en cada trimestre estd resumido en la siguiente tabla.

Trimestre | Costo | Oferta | Demanda
1° 2 200 90

x 2 250 200

¥ 4 400 500

4° 6 250 200

Ademds cada unidad no vendida en un trimestre tiene un encarecimiento de 2
unidades por cada trimestre de almacenamiento. Elaborar un plan éptimo de pro-
duccion.

En la tabla de transporte siguiente se consideran los periodos de tiempo como
origenes y destinos. Los origenes tienen como produccién la oferta del periodo y
los destinos una demanda que es la que corresponde a cada periodo. En cada celda
(1, 7) esta indicado el costo de una unidad de producto fabricado en el trimestre i y
vendido en el trimestre j. No puede venderse un producto antes de ser fabricado,
por este motivo las celdas correspondientes tienen asignado un coste alto (M=1000).
No es necesario anadir demanda ficticia, para realizar este problema con LINGO.

T1 T2 T3 | T4
T1 2 4 6 8 1200
T2 | 1000 2 4 250
T3 | 1000 | 1000 4 400
T4 | 1000 | 1000 | 1000 | 6 | 250
90 200 | 500 | 200

=2

[=>]

Solucién:
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Viene indicada en la tabla siguiente con indicacién de la demanda no satisfecha:

T1 | T2 | T3 | T4
T1 | 90 50 200 (faltan 60)
T2 200 | 50 250
T3 400 400
T4 200 | 250 (faltan 50)
90 | 200 | 500 | 200

Por tanto, tendremos la siguiente produccién:

- en el trimestre 1 se fabrican 90 y se venden en el trimestre 1.
- en el trimestre 1 se fabrican 50 y se venden en el trimestre 3.
- en el trimestre 2 se fabrican 200 y se venden en el trimestre 2.
- en el trimestre 2 se fabrican 50 y se venden en el trimestre 3.
- en el trimestre 3 se fabrican 400 y se venden en el trimestre 3.
- en el trimestre 4 se fabrican 200 y se venden en el trimestre 4.

con un valor de objetivo de 3880 unidades monetarias.

3.5 Otros problemas

Problema 19 Una firma comercial que fabrica un sdlo producto tiene tres plantas
de produccion y cuatro clientes. Las plantas producen 3000, 5000 y 5000 unidades
del producto respectivamente. Esta firma ha firmado un contrato con los clientes 1
y 2 para enviarles 4000 y 3000 unidades respectivamente. Con el cliente 3 tienen
en firme un compromiso de 3000 unidades. No obstante los clientes 3 y 4 aceptaran
comprar todas las unidades que deseen venderle. Los beneficios obtenidos por la
venta de una unidad de la planta i ol cliente j estdn desglosados en la siguiente
tabla.

Cliente 1 | Cliente 2 | Cliente 8 | Cliente 4
Planta 1 65 63 62 64
Planta 2 68 67 65 62
Planta 8 63 60 59 60

Mazimizar los beneficios de la firma.

Solucion:
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Cliente 1 | Cliente 2 | Cliente 3 | Cliente 4
Planta 1 3000
Planta 2 3000 2000
Planta 3 4000 1000

El beneficio es de 834000 u.m.

Problema 20 Un marchante de arte dispone de dos pinturas.

477

Tiene 4 posibles

compradores. Los dos primeros quieren comprar dos pinturas y los otros dos una de
ellas. Los precios (en millones de pesetas) que estdn dispuestos a pagar los posibles
clientes por los cuadros se dan en la tabla siguiente:

Cliente 1 | Cliente 2 | Cliente 8 | Cliente /
Pintura 1 8 9 9 -
Pintura 2 11 18 - -
Pintura 8 - 12 11 12
Pintura 4 - 7 - 9

s Cdmo debe realizar el marchante la venta para obtener el mayor beneficio? Realizar
el problema bajo el esquema de un problema de asignacion.

Solucién: Puede plantearse transformandolo en el siguiente problema de asig-

nacién:

Cliente 1A | Cliente 1B | Cliente 2A | Cliente 2B | Cliente 3 | Cliente 4
Pintura 1 8 8 9 9 9 100
Pintura 2 11 11 13 13 100 100
Pintura 3 100 100 12 12 11 12
Pintura 4 100 100 7 7 100 9
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Practica 4

Problemas de redes

4.1 Camino minimo

Problema 21 En la siguiente red hallar la ruta mds corta entre los vértices origen
A y extremo G considerando que los numeros de los arcos significan la distancia
entre sus nodos.

Primera solucién

Considerdndolo como un problema de asignacién y transformando la red
en una red dirigida. Los nodos B, C, D se han duplicado en forma similar
a la de la siguiente figura:
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El origen es A, el destino B. Los demds nodos son de transbordo.

MODEL:
1] ! UN PROBLEMA DE CAMINO MINIMO;

SETS:

3] WAREHOUSE / A,B1,B2,C1,C2,D1,D2,E[F/ ;

4] CUSTOMER /0B1,0B2,0C1,0C2,0D1,0D2,0E,0F,0G/ ;
5] ROUTES( WAREHOUSE, CUSTOMER) : COST, VOLUME;
6] ENDSETS

]
]
]
]

]
2)

~J

8] ! The objective;

9] [OBJ] MIN = @SUM( ROUTES: COST * VOLUME);
10]

11] ! The demand constraints;

12] @FOR( CUSTOMER( J): [DEMAND)]

13] @SUM( WAREHOUSE( I): VOLUME( , J)) >= 1);
14] |

15] ! The supply constraints;

16] @FOR( WAREHOUSE( I): [SUPPLY]

17] @SUM( CUSTOMER( J): VOLUME( L, J)) <= 1);
18]

19] ! Here are the parameters;
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20] DATA:

21] COST = 4,1000, 8,1000, 3,1000,1000,1000,1000,
22] 0, 0,1000, 3,1000,1000,1000,1000,1000,
23] 1000, 0,1000.1000,1000,1000. 5,1000,1000,
24] 1000, 3, 0, 0,1000, 5,1000,1000,1000,
25] 1000,1000,1000, 0,1000,1000, 1, 4,1000,
26] 1000,1000,1000, 5, 0, 0,1000,1000,1000,
27] 1000,1000,1000,1000,1000, 0,1000, 8,1000,
28] 1000,1000,1000,1000,1000,1000, 0,1000, 6,
29] 1000,1000,1000,1000,1000,1000,1000, 0, 4;
30] ENDDATA

31]

END

El camino minimo se deduce de la solucién anterior eligiendo los arcos con valor
1, que son:

VOLUME( A, OB1)
VOLUME( B1, OC2)
VOLUME( B2, OB2) ***
VOLUME( C1, OC1) ***
VOLUME( C2, OE)
VOLUME( D1, OD1) ***
VOLUME( D2, OD2) ***
VOLUME( E, 0G)
VOLUME( F, OF) ***

El camino minimo esta formado, excluyendo los de costo 0 (coincidiendo consigo
mismo) por los vértices:

A—-B—-C—FE—-QG,

con recorrido total de 14 unidades, que es precisamente el valor de la funcién
objetivo.

Segunda solucién
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En este caso usamos también el modelo de transporte, pero admitimos arcos de
doble orientacién.

MODEL:

1]! 'A 3 Warehouse, 4 Customer Transportation Problem;

2] SETS:

3] WAREHOUSE / AB,C,D,EF/ ;

4] CUSTOMER /OB,0C,0D,0E,OF,0G/ ;

5] ROUTES( WAREHOUSE, CUSTOMER) : COST, VOLUME;

6] ENDSETS

7l

8] ! The objective;

9] [OBJ] MIN = @SUM( ROUTES: COST * VOLUME);
0

—_

]
11] ! The demand constraints;
12] @FOR( CUSTOMER( J): [DEMAND)]
13] @SUM( WAREHOUSE( I): VOLUME( 1, J)) >= 1);
14]
15] ! The supply constraints;
16] @FOR( WAREHOUSE( I): [SUPPLY]
17) @SUM( CUSTOMER( J): VOLUME( L, J)) <= 1);
18]
9] ! Here are the parameters;
20] DATA:
21] COST = 4, 8, 3,1000,1000,1000,
22] 0, 3,1000, 5,1000,1000,
23] 3, 0, 5, 1, 4,1000,
24] 1000, 5, 0,1000, 8,1000,
25] 1000,1000,1000, 0,1000, 6,
6] 1000,1000,1000,1000, 0, 4;
7] ENDDATA
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28
END

Tercera soluciéon

También puede realizarse como un problema de programacion lineal, sobre cada
uno de los esquemas anteriores. El enfoque de esta solucién es usando la red de la
primera solucién:

MIN : 4xap1 +8zac1 +3z4ap1 +0xpip2 +3zB1c2 + 3TC1B2+
+0zc102 + 5zo1p2 + 5Tp1ce + 0z p1p2 + B pog + lzcap+

+dxcor +8xpor + 6xpag + 4x kg,

TAB1tTAC1 T TAD1 =1 (vértice A)
TAB1 — TB1B2 — TBIC?2 =0 (vértice B1)
TAc1 — XC1B2 — TC1C2 — TC1D2 =0 (vértice C1)
TAD1 — TD1C2 — TD1D2 =0 (vértice D1)

S A TB1B2 + TC1B2 — TR2E =0 (vértice B2)

o Tpic2 + Tci1c2 + Tpice — To2e — Toer =0 (vértice C2)
Zcip2 + Tpip2 — Tp2F =0 (vértice D2)
IB2E + IC2E — TEG =0 (vértice E)
TeoF + Tp2F — TFG. =0 (vértice F)
ZEG t TFG =1 (vértice G)
Ty = O, 1
MODEL:
1]! OBJETIVO;

2]MIN=4*abl+8*acl+3*ad1+3*blc2+3*c1b2+5%c1d2+5*d1c2+-5*b2e+c2e+
3]4*c2f+8%d2f+6%eg+4*fg;

4

5] ! RESTRICCIONES;

6]AB1+AC1+AD1=1;

7]AB1-B1B2-B1C2=0;

8]AC1-C1B2-C1C2-C1D2=0);

9]AD1-D1C2-D1D2=0;

10]B1B2+C1B2-B2E=0;

11)B1C2+C1C2+D1C2-C2E-C2F=0;
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12]C1D2+D1D2-D2F=0;

13]B2E+C2E-EG=0;

14]C2F +D2F-FG=0;

15]EG+FG=1;
16])@bin(abl);@bin(acl);@bin(adl);@bin(b1b2);@bin(blc2);@bin(c1b2);
17]@bin(clc2);@bin(c1d2);@bin(d1c2);@bin(d1d2);
18]@bin(b2e);@bin(c2e);@bin(c2f);@bin(d2f);@bin(eg);@bin(fg);

END
Las variables con valor 1, es decir las que forman el camino son:
AB1, B1C2, C2E , EG,

v su longitud es el valor del objetivo, que es 14.

4.2 Flujo maximo

Problema 22 Determinar el flujo mdzimo en la red:

Enfocandolo como un problema de programacién lineal puede programarse:

MODEL:
1JSETS:
9]NODES/1..7/;

3]ARCS(NODES,NODES)/1,2 1,3 1,4 2,3 2,5 3,2 3,4 3,5 3,6 4,6 5,6 5,7 6,5 6,7
7.1/ .
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4):CAP,FLOW;
5|ENDSETS
6)MAX=FLOW(7,1);
]
]

7]@FOR(ARCS(IJ):FLOW(LJ)<CAP(L,J));

8]@FOR(NODES(I):@SUM(ARCS(J,1):FLOW(J,1))

9]=@SUM(ARCS(LJ):FLOW(LJ)));
10]DATA:
11JCAP=5,7,4,1,3,1,2,4,5,4,1,9,1,6,1000;
12JENDDATA

END

La solucién obtenida es la siguiente:
Optimal solution found at step: 4
Objective value: 14.00000

FLOW( 1,2)  3.000000
FLOW(1,3)  7.000000
FLOW(1,4)  4.000000
2,3)  1.000000
2,5)  3.000000
FLOW(3,2)  1.000000
FLOW( 3,4)  0.0000000E+0

FLOW( 3,5)  4.000000

FLOW( 3,6)  3.000000

FLOW(4,6)  4.000000
5

FLOW( 5, 6) 0.0000000E+0
8.000000

)

) 1.000000
) 6.000000
)

14.00000

0.0000000E4-00
0.0000000E4-00
0.0000000E+-00
0.0000000E+-00
0.0000000E4-00
0.0000000E4-00

0 0.0000000E+00

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+-00
0 1.000000

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00

485
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4.3 CPM

Problema 23 Un proyecto se compone de las actividades a. b, c. d, e, fy g. Las
relaciones entre las actividades son:

a<e, c<d, b<d, c<e b<e e<f, d<f. d<g.
La siguiente tabla da la duracidn estimada de las actividades

Actividad a b ¢ d e f
5

g
duracion 3 7 8 6 12 6

Se pide dibujar la red del proyecto y hallar el camino critico.

En la siguiente programacién introducimos una tarea inicial (p) y otra tltima
(u) o finall.

MODEL:
1] ! A PERT/CPM model; *
11] SETS:

12] ! Para cada tarea (TASK) usamos las variables: Time (=duracién de cada
actividad),

Early Start (ES) (=pronto para comenzar), Late Start (LS) (=tarde para comen-
zar), and Slack (=holgura de tiempo para cada actividad) ;

14] TASK /p,a,b.c,d,eart,f,g,u/: TIME, ES, LS, SLACK;
15]

16] ! A Continuacién estdn las relaciones de precedencia ;
19] PRED( TASK, TASK)/ p,a p,b a,c b,d b,e

20] c,e c,d e,f d,art d,g art,f f,u g,u/;

! Para facilitar la edicién puede cargarse el fichero de los ejemplos de Lingo PERT.LNG
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21] ENDSETS
2]
23]
]

[\]

DATA: ! Duracién de las tareas;
24] TIME =0,3,7,8,6,12,0,5,6,0;
25| ENDDATA

|\
[=2)

27] ! El comienzo de la primera tarea (pronto para comenzar = 0);

[\

]

|

|

]

28] ES(
9]
30] I Compute earliest start for all but first task;

31] @FOR( TASK( NI J #GT# 1:

32 = @MAX( PRED( 1, J): ES( 1) + TIME(I)):);

o

] E
3]
34] ! For the last task, earliest start = latest start;
35] LTASK = @SIZE( TASK);
36] LS( LTASK) = ES( LTASK); SLACK( LTASK) =0
]
]
]
| L
]

w
~J

38] ! Compute latest start for all but last task;

39] QFOR( TASK( I)| T #LT+# LTASK:

40 = @QMIN( PRED( I, J): LS( J} - TIME( I));
41 SLACK( I) = LS(I)- ES(I););

END

La solucién puede leerse en los valores siguientes:
LS( U) 28.00000
SLACK( P) 0.0000000E+00

SLACK( A) 0.0000000E~+00
SLACK( B) 4.000000
SLACK( C) 0.0000000E~+00
SLACK( D) 5.000000
SLACK( E) 0.0000000E-+00
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SLACK( ART) 6.000000
SLACK( F) 0.0000000E+00
SLACK( G) 5.000000
SLACK( U) 0.0000000E+00

Las tareas cuya holgura es nula forman el camino critico. El tiempo total em-
pleado es LS(ultima actividad)+ duracién de la dltima actividad = 28 + 0 = 28.

4.4 Otros problemas

Problema 24 En la siguiente red hallar la ruta mds corta entre los vértices origen
y final. Los nidmeros en los arcos indican la longitud.

9@<66@\
©
s

Solucién: El camino minimo es 1 — 5 — 6 y su longitud es 13.

Problema 25 Usando la gréfica del problema anterior y considerando que los nimeros
son la capacidad de los arcos hallar el flujo mézimo de 1 a 6.

6
@/ /@\
9 < 5

©
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Solucién: El flujo maximo es 19. Se distribuye de la siguiente forma:

T12=6, 213=7, T15 =6, T24 =6, , T35 =6, T36 =7, T42 =0,
Ta6 =6, 140 =0, T53 =6, T56 = 6.

Los valores de z35 = 535 = 6, se pueden sustituir por cualquier par de valores que
cumpla 235 = x53 < 6.

Problema 26 Una empresa de electrodomésticos se propone sacar al mercado un
nuevo modelo de escoba eléctrica. Para ello realiza un estudio previo para ver la
conveniencia de comenzar la fabricacion de este nuevo producto. El estudio consta
de las actividades indicadas en la siguiente tabla, donde ademds se especifican las
actividades predecesoras y el tiempo estimado (en semanas) de duracion de cada una
de ellas.

Actividad Descripcion de la actividad Duracion  Predecesoras
Diserio
Plan de mercado
Diserio de manufactura
Construccion del prototipo
Folleto de Registro
Estimaciones de costos
Pruebas preliminares
Investigacion de mercado
Precios y prondsticos de venta
Informe final

N

G~ OO Ow
2o o e Co Bo Lo Ly Lo o
Ty
C)?I‘.“thQ:kfhiﬁ'
T~

a) Realizar la red del proyecto.
b) Calcular la duracién minima del proyecto y las actividades criticas.

¢} Especificar cudnto tiempo pueden retrasarse las restantes actividades sin que
la duracion total del proyecto se vea afectada.

Solucién (del método CPM):

La duracién minima del proyecto ha de ser de 17 semanas.
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Actividad Descripcién de la actividad Duracién

=T QMDY QW

Diserio

Plan de mercado
Disefio de manufactura
Construccién del prototipo
Folleto de Registro
Estimaciones de costos
Pruebas preliminares
Investigacién de mercado
Precios y prondsticos de venta

Informe final

[«

RN o W N WO W N

Holgura

0

7
He+Hp =4
Hp+Hg=2

0
He+Hp=4
Hp+ Hg=2

0

0

0

Las actividades criticas estdn sefialadas en la tabla anterior.

Actividades
criticas
[ ]

El tiempo que pueden retrasarse las actividades aparece reflejado en la ltima

tabla como holgura.
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Variable entera, acotada y
libre

5.1 Variable entera

Problema 27 max 2z + 6xo + 33

I+ 2z + 223 < 25
s a 21 +x9 4+ 323 <30
1, T2, x3 > 0, enteras

Planteamiento en LINGO
MODEL:
1Jmax=2%x1+6*x2+3*x3;
2]x1+2*x2+2*x3<25;
3]2*x1+x2+3*x3<30;
4]Q@gin(x1);Qgin(x2);@gin(x3);

5]

END

Solucidn:

Variable Value Reduced Cost
X1 1.000000 -2.000000

X2 12.00000 -6.000000
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X3 0.0000000E+00
Row Slack or Surplus

1 74.00000

2 0.0000000E+-00

3 16.00000

5.2 Variable acotada

-3.000000

Dual Price
1.000000
0.0000000E+-00
0.0000000E+-00

Problema 28 Realizar el siguiente problema de variable entera

max z = 4x; + 2x2 + 3x3

3rl + 22 +223 < 11/2
T2 < 3
T3 S 1

1, To, 3 2> 0 y enteras

Aprovechamos este enunciado para introducir el formato lingo de variables aco-

tadas

@BND({cota inferior, variable, cota superior)

MODEL:
1max=4*x142*x243*x3;
9)3%x1+x2+2*x3<5.5;
3]@bnd(0,x2,3);
4]@bnd(0,x3,1);
5|@gin(x1);

6]@gin(x2);

7|@gin(x3);

END

Optimal solution found at step: 6

Objective value: 9.000000

Branch count: 1

Variable Value

Reduced Cost
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X1 0.0000000E+-00
X2 . 3.000000

X3 1.000000

Row Slack or Surplus

1 9.000000

2 0.5000000
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-4.000000
-2.000000
-3.000000

Dual Price
1.000000
0.0000000E4-00

Y la solucién 6ptima es z1 = 0,20 = 3,23 =1, z=19.

5.3 Variable libre

Problema 29 Este es un ejemplo de resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
con LINGO. Como las incdgnitas no necesariamente tomardn valores no negativos,

las declaramos como variables libres:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3z + 5y = —2
z+y=0

MODEL:
1]3*x+5%y=-2;
2)x+y=0;
3]Qfree(x);Qfree(y);
4]

END

Feasible solution found at step: 2

Variable Value
X 1.000000
Y -1.000000

Obsérvese que si omitimos la declaracién de variable libre, el programa nos indica

que el problema no tiene solucién.

Y la solucién del sistema de ecuaciones lineales es z =1, y = —1.
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5.4 Variable binaria

Problema 30 Una universidad desea adquirir 110 ordenadores. Para ello contacta
con tres vendedores. El primero vende cada ordenador a 100000 pesetas mds un
cobro dnico de un millon de pesetas, y dispone de 50 ordenadores. El segundo
vende cada ordenador a 70000 pesetas y un cobro tnico de ochocientas mil pesetas,
disponiendo de 90 ordenadores. El dltimo vende cada uno a 50000, cargando por una
sola vez una cantidad de un millon doscientas mil pesetas, dispone de 40 ordenadores.
Plantear el problema de programacién entera que responderd a la siguiente cuestion:
¢ Cudntos ordenadores debe comprar la universidad a cada vendedor para minimizar
la inversion?

MODEL:

1)min=1000*y1+800*y2+1200*y3+100*x1+70*x2+50*x3;

2)x1<50;

3]x2<90;

4]x3<40;

5]x1+x2+x3>110;

6]x1<110*y1;

7]x2<110%y2;

8]x3<110*y3;

9]@bin(y1);@bin(y2);@bin(y3);

10]@gin(x1);Q@gin(x2);Qgin(x3);

END

Compra 70 ordenadores al 2°y 40 al 3°. El importe es de 8900000 ptas.
Problema 31 Un hospital realiza 6 tipos de operaciones quirdrgicas. Las opera-
ciones que pueden realizar cada uno de los sus cirujanos estdn indicadas con un 1

en la tabla siguiente. Los dos primeros cirujanos no pueden contratarse simultdnea-
mente.

OP1 | OP2 | OP3 | OP4 | OP5 | OP6
Cl1| 1 1 1
C12 1 1 !
Cis 1 1
Cli | 1 1
Cl5 1
Ci6 1 1

Formula un problema de Programacidn entera que permita seleccionar el menor
ndmero posible de cirujanos para realizar todas las operaciones.
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La formulacién del problema de programacién entera que permite seleccionar el
menor nimero de cirujanos es la siguiente:

MODEL:
1lmin= cl+c2+c3+cd+cH+cb;

3lcl+cd>1;

]
2lcl+c2<1;
]
4lcl+c5>1;
5jc2+c3>1;
6]cl4c6>1;
7)c2+c3+c6>1;
8lc2+cd>1;
9]@bin(cl);@bin(c2);@bin(c3);@bin(c4);@bin(ch);@bin(cb);
END
La solucién que suministra LINGO selecciona a los cirujanos 1, 3 y 4.

Problema 32 FEn una region de un pais hay 6 ciudades importantes. FEl tiempo
requerido para ir de una ciudad a otra estd indicado en la siguiente tabla.

CII | CIZ| CI3| CI | CI5 | CI6
CIT|0 |10 |13 |30 |30 | 20
CI2|10 |0 |25 |35 |20 |10
CI3 |13 | 25 |0 |15 |30 | 20
CI{ |30 |35 |16 |0 |15 |25
CI5 |30 |20 |80 |15 |0 | 14
CI6 120 |10 |20 |25 |14 |0

Se desea construir el menor ndmero posible de estaciones en algunas de estas
ciudades para asegurar que cada ciudad esté como mucho a 16 unidades de tiempo
de alguna de estas estaciones .

Ademds han de cumplirse las siguientes condiciones:

1. Si se construyen estaciones en las ciudades 2 y 6 hay que construir una en la
ciudad 3.

2. Si no se construye en la 2 ha de construirse en la 5.

3. No se puede sobrepasar el gasto de construccion de 180 u.m. Los costos de
construccion son diferentes en cada ciudad. Estos costos son respectivamente
30, 45, 50, 40, 80, y 90 u.m.
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Solucién:

min (cl 4+ €2 + ¢3 + ¢4 + ¢5 + ¢6)
ci+es+ez3>1
cr+cotcg>1

ca+tez+eg>1

cstegtes>1

cates+cg>1

co+tcs+cg>1

cat+eg—c3>1

cot+cs>1

30c; + 45¢9 + 50c3 + 40c4 + 80cs + 90¢g < 180
¢; variable binaria.

La solucién de Lingo es seleccionar las ciudades 2 y 4.

5.5 Otros problemas

Problema 33 Dado el problema de programacion lineal entera

min z = 3z; + 422

31 +x0.2>4
s.a. 1+ 219 24
1, x2 > 0, enteras

Se pide:

Resolver el problema de programacién lineal entera siguiendo el esquema del al-
goritmo de ramificacion y acotacién (no definiendo las variables como enteras en
LINGO).

Solucién:
'La solucién éptima del problema de programacion lineal entero es

1 =2, z9 =1,con z=10.



Problema 34 Realizar el siguiente problema usando formato matricial
max z = 2x; + x2

—2r1 + 215 <3
5. a. x1+1x2<12/5
1, x2 > 0, enteras

Solucién:
La solucién 6ptima del problema de programacién lineal entero es

r1 =2, xo=0,con z=4.
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